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O wielokatnych pokrywach zbioréw plaskich

W przestrzeni n-wymiarowej zbiér punktéw D nazywamy pokrywaq
zbtoréw & pewnej rodziny {¢}, jezeli kazdy zbiér & tej rodziny jest zawarty
w jakim§ zbiorze przystajacym do zbiorn D. W dalszym ciagu rozwazaé
bedziemy zbiory punktéw na plaszezyznie, przy czym {¢} bedzie rodzing
wszystkich zbioréw domknigtych o $rednicy 1.

Wiadomo, ze najmniejszym kolem bedacym pokrywa zbioréw e
jest koto o promieniu 1/¥'3 (H. W. E. Jung [1]), najmniejsza za$§ pokrywa
ksztaltu szefciokata foremnego jest dla tychze zbioréw e szefciokat
o boku 1/¥V3 (J. P4l [2]). Tematem niniejszej pracy jest pewna wia-
snosé ekstremalna tej ostatniej pokrywy.

TWIERDZENIE 1. Sposrod wszystkich wielokgtow foremnych bedacych
pokrywams zbiordw e najmniejsze pole (i najmniejszy obwdd) ma szesciokat
foremny S o boku 1/1/3.

Dowdéd. Przypusémy, ze wielokat foremny P, o » bokach nieprzy-
stajgcy do szedciokata S jest pokrywsg zbioréw e Jesli o, oznacza pro-
mieni kola wpisanego w P,, & 7, — promien koila opisanego na P,, to

1 1
on = 5 ’*"a?T/“g—-

Pierwsza z tych nieréwnosci wynika stad, ze P, zawiera koto o §rednicy 1,

- nalezace do zbioréw e. Druga za$ nieréwno$é zachodzi dlatego, ze gdyby
wielokat P, zawieral si¢ w kole o promieniu 7, mniejszym od 1 /1/5, to
kazdy zbiér ¢ zawieralby sie réwniez w kole o promieniu #,, wbrew
twierdzeniu Junga.

Mozliwe sa 3 nastepujace przypadki:

a) n = 6; wéwezas o, # %, gdyz P, nie przystaje do §, zatem
o, > %, wobec czego pole P, > pola §.

b) » > 6; niech P, bedzie takim wielokagtem podobnym do P,,
dla ktérego promieni kola opisanego jest réwny 1 /I/§, woéwezas pole
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P, > pola P,. Wielokaty foremne P, i S maja réwne kola opisane,
a P, ma wigcej bokéw niz 8, wigc pole P, > pola 8. Z obu przestanek
wynika, ze pole P, > pola §.

¢) m < 6; mniech P, bedzie takim wielokgtem podobnym do P,,
dla ktérego promien kola wpisanego jest réwny 3, wéwezas pole P, =
> pola P . Wielokaty foremne P, i § maja réwne kola wpisane, a P,
ma mniej bokéw niz S, zatem pole P, > pola 8. Ostatecznie pole P, >
> pola 8, c.b.d.o.

W taki sam sposob dowodzimy, ze obwéd P, >obwodu S.

TWIERDZENIE 2. Szesciokat foremmy S o bokw 1]V3 ma mmwiejsze pole
(a takze mniejszy obwdd) niz kaidy wielokat P, o liczbie bokow n < 6, bedqcy
pokrywa zbiordw e, nieprzystajqey do S.

Dowéd. Udowodnimy najpierw nastepujacy

LuMAT. Jezeli wielokqt P, o n bokach zawiera kolo K, fo istnieje
wielokqt wypukly Q,, o m <n bokach zawarty w P, i zawierajqey K.

Dla dowodu zastosujemy indukcje zupema.

Gdy » = 3, lemat jest prawdziwy, gdyz P, jest wielokatem wypuk-
lym i mozna przyjat¢ Q,, = P,.

Przypu§émy, ze n >3 i ze lemat jest prawdziwy dla wielokatéw
o liczbie bokéw mniejszej niz n, i niech P, bedzie wielokatem o » bokach
zawierajacym koto K. Jezeli wielokat P, jest wypukly, to mozna przyjac
Q. = P,. Jezeli wielokat P, nie jest wypukly, to ma on co najmniej jeden
kat > mw; niech takim katem bedzie <A,4,4,, gdzie 4,, A,, A; ozna-
czaja trzy kolejne wierzcholki wielokata P,.

Mozliwe sa tu 2 przypadki: :

1) Przynajmniej jedna z prostych 4,4,, 4,4;, na przyklad 4.4,,
jest rozigczna z wnetrzem kola K. Kolo K lezy wiec w jednym z wie-
lokagtéw — nazwijmy go R — na jakie prosta 4,4, rozcina wielokab
P,. Wielokat B ma co najwyzej n—1 bokéw, istnieje zatem, wedilug
zalozenia, taki wielokat wypukly @,, o0 m <n—1 bokach, ze K C@,, C R;
wtedy réwniez K CQ,, CP,.

2) Na kazdej z prostych 4,4,1 4,4, znajduja si¢ punkty wewnetrzne
kola K. W tym przypadku styczna do kola K poprowadzona przez punkt
A, lezy w kacie wklestym A4,4,4; i odcina od wielokata P, wielokat
R', ktéory ma mniej bokéw niz P, i zawiera K. Istnieje zatem, jak w przy-
padku 1), taki wielokat wypukly @,, 0 m <n—1 bokach, ze K C@,, C P,.

Lemat zostal wige udowodniony; zauwazmy, ze wielokat wypukly
zawierajacy kolo K zawiera rowniez wielokat o tej samej liczbie bokow
opisany na kole K.
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Dowéd twierdzenia 2 mozna obecnie ujaé krotko. Wielokat
P, o n bokach bedacy pokrywg zbioréw ¢ zawiera kolo o érednicy 1,
istnieje zatem wielokat @, o liczbie bokéw m < » opisany na kole K
i zawarty w P,. Niech R,, bedzie wielokgtem foremnym o m bokach
opisanym na kole K. Jezeli m < 6, to pole § < pola R,, gdyz pola
wielokgtéw foremnych opisanyech na tym samym kole malejg, gdy liczba
bokéw wzrasta. Pole R,, < pola @,,, poniewaz ze wszystkich wielokgtow
o tej same] liczbie bokéw opisanych na tym samym kole najmniejsze
pole ma wielokgt foremny. Wynika stad, ze pole § < pola P,. Jezeli
m = 6 a wielokat @, nie jest foremny, to pole § < pola @,,, & zatem
tym bardziej pole S < pola P,. Jezeli wreszcie m =6 i @,, jest wielo-
kgtem foremnym, to pole § = pole @,, < pola P,, gdyz w tym przy-
radku P, # Q,,, wiec @,, jest czedcig wladciwg P,.

Dla obwodéw dowdd jest analogiczny.

7 udowodnionego lematu wynika, ze pole S < pola P,, gdzie P,
jest dowolnym siedmiokatem wklestym, bedacym pokrywg zbioréw e.

Zbierajgc otrzymane wyniki dochodzimy do nastepujacego wniosku.

WnI10SEK. Wérdd tych pokryw wszystkich zbiordw o Sredmiecy 1, kidre
sq badz wielokatami foremnymi, badé wielokqtami o co najwyzej 6 bokach,
badé siedmiokqtami wklestymi, isinieje pokrywa o najmniejszym polu
© obwodzie. Pokrywa tq jest szesciokqt foremny o boku 11}/’?;.

Latwo stwierdzié (patrz J. Pal [1]), ze wiréd wielokatéw wypukiych
majgcych wiecej niz 6 bokéw istnieja pokrywy zbioréw & o polu mniej-
szym od pola 8. Obréémy szesciokat § dokola §rodka o kat a, przy czym
0 < a< $m, do polozenia §'. Zbior §—8' sklada sie z sze§ciu trojka-
tow (bez podstaw) 7,,T,,T,,...,Ts przy kolejnych wierzchotkach 8.
Os$miokgt O utworzony z S przez odrzucenie tréjkatéw T, i T'; jest pokryws
zbioréw o frednicy 1. Niech ¢ bedzie zbiorem o $rednicy 1, wéwezas
istnieje zbior & przystajacy do e i lezacy w szesciokacie S. Zauwazmy,
ze w kazdej parze trojkatow T; i T, (¢ = 1,2,3) przynajmniej jeden
jest rozlagczny z &', kazdy bowiem punkt zbioru 7T; od kazdego punktu
zbioru 7;,; ma odleglo§é >1. Stad wynika, ze spofréd trojkatow T;
co najmniej trzy sg rozlaczne z &. W8réd tych trzech tréjkatow sg dwa
takie, ktére leza przy koneach jedunej z mniejszych przekatnych szescio-
kata 8, tzn. tréjkaty T; i T,;,,, gdzie i jest jedna z liezb 1, 2, 3, 4. Jesli
zbiér & obrécimy dokota §rodka szesciokgta 8 o kat 3(¢i—1)m w kie-
runku malejgeych wskainikéw 4, otrzymamy zbiér &' przystajacy do 8
i rozigezny z tréjkatami 7, i Ty, tzn. zawarty w oSmiokgcie 0. Zatem
O jest pokrywa zbior6w o srednicy 1. Pole osmiokata O jest najmniejsze,
gdy a = %-n:.
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Prace cytowane
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