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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 1897

Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE III (1959)

B. LEeszozyXsk1 (Warszawa)
O réwnaniu n”+(n+1)! = (n+2f

W. Sierpinski [2] dowiodl, ze rownanie 3%+4Y = 5° ma w liez-
bach naturalnych z, y, z tylko jedno rozwigzanie # = y = 2 = 2. Réw-
nanie to jest przypadkiem szezegélnym réwnania

(1) no+(n+1)! = (n+2)".

TWIERDZENIE. Réwnanie (1) ma w liczbach naturalnych n,z,y, 2,
gdzie y > 1, tylko dwa rozwigzania:

1° n = 1, « dowolne, y = 3, 2 = 2;

2°n7=3 a=9y=2=2.

Dowdd. Przypusémy, zZe liczby naturalne n,x, y, 2 spelmagae row-
nanie (1) i y > 1.

Jezeli n =1, to 142Y= 3% Ot6z B. A. Hausmann [1] dowi6di,
ze liezby 2™ 41, gdzie . > 3, nie sa potegami liczb naturalnych o wykla-
dnikach wiekszych od 1. Wynika stagd, Ze réwnanie 1+2Y = 3° ma
w liczbach naturalnyeh y, 2, gdzie y > 1, tylko jedno rozwigzanie y = 3,

= 2.
) Zalézmy wiec, ze n > 1. Mamy
n=n+2=(n+2)°=n"+(n+1) =1 (mod2);
zatem dla n = 2n,—1, gdzie n, jest liczbg naturalng wiekszg od 1, mamy
(2) (20, —1)° 4 (2n,)Y = (2n,+ 1)
Obliczajac reszty obu stron réwnania (2) modulo 2r, otrzymujemy

(—1)* = 1 (mod 2n,),

skad wobec »; > 1 wynika, ze « jest parzyste, czyli 2 = 2z;. Obliczajae
reszty obu stron réwnania (2) modulo (2nr,)* mamy wobec y >1

—22,- 20,4+ 1 = 2-2n,+ 1 (mod (2n,)?),
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zatem
2+ 22, = 0 (mod. 2n,),

czyli z jest parzyste: z = 2z,.
Roéwnanie (2) mozna przepisaé w postaci

(3) (2n,)" = [(1+2n,)2 4 (1— 20,2 ][(1+ 20,)" — (1 —20,)™ ].

Przyjmijmy, ze n,= 2°"'n,, gdzie s jest naturalne, n., — nieparzyste.
Mamy
((1+2”1)zi+(1‘_2n1}z11 “‘2) =(2,n) =1

i ze wzoru (3) wynika, ze
(4" (L4+2n0,)24(1—2n,)7 = 2¢,
(4”) (14 2n)1 — (1—2n,)™ = 2% °nf,

gdzie @ =1, sy—a =>1. Dodajac i odejmujae stronami réwnania (4')
i (4") otrzymujemy

(5) (142m,)1= 2°~14 2%~ nf,

(5") (1—2n;)™ = 9=t —g%~—2-1p¥,

Z nieparzystosci lewych stron wynika, ze a—1 =0 lub sy—a—1 = 0.

Jezeli a—1 =0, a =1, to 2°71—-2%-*"Ip¥ <1, z (5”) wynika wiec,
Ze x, jest nieparzyste i
(6) (20, — 1) = 2% %) —1 = 2V WY 1.
Jezeli y =2, ny, =2, to ¢, =2, =1, zatem n =3, v =y =2 = 2.
Jezeli y =2, n;>2, to (2n;,—1)™ = nj—1, co jest niemozliwe,
poniewaz
2n,—1 < ni—1 < (2n,—1)* dla =, >2.

Jezeli y = 3, to (2n,—1)™ = 20} —1, co jest niemozliwe, poniewaz
(2n,—1) < 203 —1 < (2n,—1)* dla =n, >1.

Zatem jezeli « = 1, to ¥ > 4 i obliczajge reszty obu stron réwnania (6)
modulo (2n,)* otrzymujemy

20,2, —1 = 2Y""n¥ —1 (mod(2n,)?), =, = 2Y"°n{™" (mod 2n,),

wiee @, jest parzyste; otrzymaliSmy sprzecznosé.

Pozostaly do rozpatrzenia przypadek sy—a—1 = 0 daje a = sy—1;
przy tym mozZemy zalozyé, ze a > 1, gdyz przypadek a = 1 rozpatrzy-
lismy poprzednio. Gdyby s > 1, to 2n;, = 0 (mod 4) i z (4') mielibySmy
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2=2" (mo&el), co jest niemozliwe. Zatem s = 1, n, = n, i wzory (5')
i (") przybieraja postaé
(7') (1+20,)% = 2/~ 4,
(7" (1—2n,)" = 2¥"2—nl.
Gdyby v bylo parzyste, ¥y = 2y,, to z (7') otrzymalibySmy
(142n,)" = (2172 ()2,
co jest niemozliwe, bo wobec (n{1, 2"17") = (n,, 2) = 1 wszystkie dziel-
niki liczby (n¥1)24(2171)2 83 postaci 4k+1, a 2n,+ 1= 3 (mod4). Jest
wiee y nieparzyste.
Poniewaz 2V~ —n?Y < 1, wiec z (7”) wynika, ze réwniez z, jest
nieparzyste. Mamy wiec
8) (2n,— 1) = n¥—272,
skad, obliczajac reszty obu stron modulo »,, otrzymujemy
—1 = —2¥"? (modn,);
zatem n,|(2Y"2—1), n, < 2¥"% Przyjmijmy n,—1 = 2%, gdzie ¢ jest
nieparzyste. Z ostatniej nieréwnosei wynika, ze f < y—2, wige 2V =
= 0 (mod2°*'). Ponadto
21, —1 = 2(2%+1)—1 = 28t} + 1 = 1 (mod 2F+),
nY = (2°t+1)Y = 2%y + 1 (mod 2°*+1),
Obliczajac reszty obu stron réwnania (8) modulo 2°*! otrzymujemy
1 = 2%y 41 (mod 2°+Y), ty = 0 (mod2),
co jest niemozliwe, poniewaz t i y sa nieparzyste. Dowod jest zakonezony.

Zagadnienie czy rownanie (1) ma rozwigzanie dla ¥ = 1 pozostaje ot-
warte.
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