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B. RoKOWSKA (Wrocław) 

O okresowych ciągach liczb naturalnych 

Ciąg liczbowy { Sk} nazywamy okresowy, jeżeli istnieją takie liczby 
m i t, że sk = sk+t dla k ~m. Oznaczmy przez (clc2···Cn), gdzie 
O ~ci ~ 9, liczbę 

Przez a oznaczmy liczbę (c8 •• • c2c1), gdzie s ~n oznacza największy wska-
źnik i, przy którym ci *O. Niech a i b będą liczban1i naturalnymi. 
\Veźmy pod uwagę ciąg liczb c(a, b) = {Sk}, określony wzorami 

\V. Sierpiński ( 1 ) po s ta wił pytanie: dla jakich a i b tak określony ciąg 
c(a, b) jest okresowy. W pracy tej udowodnimy 

T"\VIERDZENIE. Jeżeli liczba b jest potęgą liczby 2 albo liczby 5, to ciąg 
c (a, b) jest ciągiem okresowym. 

LEMAT. Nieograniczony ciąg liczb naturalnych {O' n} nie może spełniać 

następujących warunków: 
I. Istnieje taka stala C > 0'1 , że O' n+ I- O'n ~l dla O'n+l > C. 

II. Istnieje taka liczba natu1·alna JIII > C+ 1, -iż dla każdej liczby 
1n, dla której O'm = il'I > O'm-u istnieje taka liczba l(m), że O'm+i = .11! dla 
O ~ j < l(m) i O'm+l(m) < JYI. 

Dowód lematu. Załóżmy, że ciąg nieograniczony {O'n} spełnia 

I i II. Jeżeli q jest najmniejszą liczbą taką, że O'q+I >C, to mamy O'q < .1'1. 
Ponieważ {O' n} jest ciągien1 nieograniczonym, więc z I wynika, że do 
tego ciągu należą wszystkie liez by O' q, O' q+ l , O' q+ 2 ... , a więc także 

liczba M. Ponieważ 0'1 < M, więe najmniejsza liczba m, dla której O'm = Jl, 
jest większa od jedności. Zatem 

( 1 ) Patrz vV. Sierpil1ski, Czy·m, się za,jmuje teor·ia liczb, \Varszawa 1957, str. 69. 
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Zgodnie z II mamy am = am+l = ... = O'm+l(m)-l = .... ?Jl i O'm+Z(m) <M. 
Ponieważ dalej te wyrazy ciągu, które są większe od O, wzrastają co 
najwyżej o 1, więc znów na podstawie II nie mogą nigdy przekroczyć 
1Jf, co prowadzi do sprzeczności . . 

Dowód twierdzenia. Załóżmy, że ciąg c(a, b) = {Sk} nie jest 
okresowy. StąQ. łatwo wywnioskować, że jest nieograniczony. Oznaczmy 
przez a n ilość cyfr w rozwinięciu dziesiętnym S n. Oczywiście ciąg {a n} 
jest też nieograniczony. Tak więc otrzymamy sprzeczność, jeżeli wyka-
żemy, że { an} spełnia warunki I i II lematu. Łatwo sprawdzić, że I 
zachodzi dla O = 7 log (ba)( 2). Niech JJI > O+ l będzie dowolną liczbą 

nieparzystą. Aby dowieść II, załóżmy, że O"m = M > am-I. Mamy wów-
czas 

.._7Jf = 2n+l, 

gdzie C1 =l i (c2c3 ... C2n+1 ) <b. Z n >0/2 otrzymujemy b< lOn, skąd 

wynika, że c2 = c3 = ... = cn+I =O. Zdefiniujmy teraz liczbę l(m) 
spełniającą warunek II naszego lematu. W tym celu wykażemy najpierw, 
że b dzieli lOn. Ponieważ b = 2c lub 5c, więc wystarczy dowieść, że 

c~ n. Ostatnia nierówność wynika z następujących nierówności: 

c ~log b j1og2, 71ogb~ O< 2n. 

Niech liczbar spełnia równość rb = lOn i niech d< 9 oznacza taką liczbę, 
że 10 dzieli (b+ d+ 1). Udowodnimy, że l(m) jest jedną z liczb l, 2, ... 
. . . , lOndr+ 2. W tym celu przyjmijmy dla tych j, dla których am+i = Jl!l, 
następujące oznaczenia: 

Sm+i = ( cV> ... c~>cg~~cU~2 ••• c~J+ 1 ), 

L . = ( c<i>c<i> c<i>) J 1 2 • .. n ' P - ( (i) (i) ) 
i - Cn+2' • · C2n+I ' 

gdzie 

Załóżmy najpierw, że am+i = 1łl dla j = O, l, .. . 10ndr. vVtedy 

LI =Po, 
L2 =Pu 
La= P2, 
L4 = Pa, 

(I) 0 Cn+l = ' 
c~~~= O, 

c~~- 1 =0, 
c~~~ =O, 

C(2r-I) _ ] n+I - ., 

( 2) Używamy logarytmów dziesiętnych. 

P 1 = L0 +b, 

P 2 =P0 +b, 
P 3 = L0 +2b, 
P 4 = P 0 +2b, 
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LIOr-1 = p IOr-2' 

LIOr =Lo+ l, 

(21') - ') Cn+I - .:.J' 

C(IOr-1) _ 9 
n+I - , 

C(lOr) _ 0 
n+l- ' 

PlOr-1 =Lo, 
PIOr = Po, 

43 

Z ostatniego układu równości wynika, że c~~:~r+l) ==d+ b+ l (modlO), 
(londr+I) O St d t · 71;r · a zatem C2n+l = . ą o rzyn1UJenly <T m+ 10ndr+2 < J.u., a Więc 

mamy w tym przypadku Z(m) = lOndr+ 2. Załóżmy teraz, że <Tm+i =f=. .J'I 
dla pewnego j ~ lOnd't, i niech J0 będzie najmniejszą liezbą o tej własno­
śei. Wówczas spośród lOndr powyższych układów równośei zachodzi 
pierwszych j 0 -l, a więc man1y <Tm+io-l = M i łatwo wywnioskować, 

że <Tm+io < ..tlf. 'V tyn1 przypadku przyjmujemy Z(m) = j 0 • 
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