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O okresowych ciagach liczb naturalnych

Cigg liczbowy {8;} nazywamy okresowy, jezeli istnieja takie liczby
m it, ze S =8, dla k =>m. Oznaczmy przez (¢,c,...c,), gdzie
0 <e¢ <9, liczbe

a = 10", 4+ 10" %, 4... +¢,.

Przez @ oznaczmy liczbe (¢,...c6,), gdzie s << n oznacza najwiekszy wska-
imik i, przy ktérym e; £ 0. Niech a i b bedg liczbami naturalnymi.
Weimy pod uwage ciag liczb ¢(a, b) = {8}, okreslony wzorami

SI == a, Sﬂ+1 = gﬂ+ b.

W. Sierpinski(!) postawil pytanie: dla jakich @ i b tak okreflony ciag
¢(a, b) jest okresowy. W pracy tej udowodnimy

TWIERDZENIE. Jeseli liczba b jest polega liczby 2 albo liczby 5, to ciqg
c(a, b) jest ciqgiem okresowym.

LEMAT. Nieograniczony ciqg liczb naturalnych {o,} nie moze spetniaé
nastepujaeych warunkow:

1. Istnieje taka stata C > oy, 2¢ oy, —o0, <1 dla o,,, >C.

II. Istnieje taka liczba naturalna M > C+1, i dla kaidej liczby
m, dla ktorej oy, = M > o,,_,, istnieje taka liczba L(m), e 0y ; = M dla
0 <j<lim)i opiym <M.

Dow6d lematu. Zalézmy, ze ciag nieograniczony {c,} spelia
T1iII. Jezeli ¢ jest najmniejsza liczbgy taka, ze o4, > C, to mamy ¢, < M.
Poniewaz {g,} jest ciggiem nieograniczonym, wigee z 1 wynika, ze do
tego eciggu naleza wszystkie liczby oy, 0,4+ 1,0,+2..., & wige takze
lieczba M. Poniewaz o, < M, wiec najmniejsza liczba m, dla ktorej o, = M,
jest wieksza od jednoéeci. Zatem ;

O = M > Om—1-

(1) Patrz W. Sierpinski, Czym sie zajmuje teoria liczb, Warszawa 1957, str. 69.
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Zgodnie z II mamy op = Opy1 = ... = Omygmy—1 = M 1 Opgm < M.
Poniewaz dalej te wyrazy ciaggu, ktére sa wieksze od C, wzrastaja co
najwyzej o 1, wiee znéw na podstawie IT nie mogg nigdy przekroczyé
M, co prowadzi do sprzecznosci.

Dowé6d twierdzenia. Zalézmy, ze ciag c(a,b) = {S;} nie jest
okresowy. Stad latwo wywnioskowaé, Ze jest nieograniczony. Oznaczmy
przez o, ilo§¢ eyfr w rozwinigciu dziesietnym 8,. OczywiScie ciag {oy,}
jest tez nieograniczony. Tak wiec otrzymamy sprzecznoié, jezeli wyka-
zemy, Ze {o,} spelnia warunki I i IT lematu. Latwo sprawdzié, ze I
zachodzi dla € = 7 log(ba)(?). Niech M > C-+1 bedzie dowolna liczba
nieparzysta. Aby dowieéé 11, zalézmy, ze o, = M > 0,y Mamy wow-
CZas

Sm = (€162. .. Culni1...C0 1) dla M =2n+41,

gdzie ¢, = 11 (€65...641) < b. Z n > C[2 otrzymujemy b < 10", skad
wynika, ze ¢ =¢; =... = ¢, , = 0. Zdefiniujmy teraz liczbe I(m)
speliajgca warunek IT naszego lematu. W tym celu wykazemy najpierw,
ze b dzieli 10", Poniewaz b = 2° lub 5°% wiec wystarczy dowiesé, ze
¢ < n. Ostatnia nieré6wnof§é wynika z nastepujacych nieréwnogei:

¢ <logbflog2, Tlogh <C < 2n.

Niech liczba # speinia réwno$é rb = 10" i niech d < 9 oznacza takg liczbe,
ze 10 dzieli (b+d+1). Udowodnimy, ze [(m) jest jedng z liczb 1,2, ...
voey 10"dr+4-2. W tym celu przyjmijmy dla tych j, dla ktérych oy,,; = M,
nastepujace oznaczenia:

Sy = () ...006D10Drs... o)1),
. _ gdzie ¢ = ¢.
L = (ef)...of),  P; = (oo cfsa),

Zalézmy najpierw, ze op.; = M dla § =0, 1,...10%r. Wtedy

L, ZPM cg}f—lzo? P1:f’0“{'b!
J‘1:'2='-'E_'-,1:- GE?HZO: P, = Py+b,
L, =P, =0, P, = Ly+2b,
L, = P, cg-).u:U: P, = Py+2b,
Ly, = Pzr—zs ci(rf:-?l) =1, Py, = Eu;

(*) Uzywamy logarytmoéw dziesigtnych.
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2r'
L, = Ly, cg&—}-)l =2 P —Pﬂ?
5] 10r—1
Lwr—l T P10r~2: §m+1 ) = 9, Plor 17 Ltl'.!

Llnf: L0'+'1: QE—? —0 Plﬂf‘;POB
Lygny = Lo+10n_l = 2'10ﬂ_11 gﬂr) =0, Py = Py,

Lygngy = (d+1)10"7, T =0, Pipa=TFs

7 ostatniego ukladu réwnosei wynika, ze ¢,y ) =d-+b+1 (mod 10),
a zatem cfT9Y = 0. Stad otrzymujemy oy inarpe < M, a wiee
mamy w tym przypadku I(m) = 10"dr+ 2. Zalézmy teraz, ze op.; % M
dla pewnego j < 10"dr, i niech j, bedzie najmniejsza liczbg o tej wlasno-
gei. Wowezas spofrod 10"dr powyzszych ukladéw réwnosei zachodzi
pierwszych j,—1, a wigc mamy o, = M i katwo wywnioskowad,
7e Oy, < M. W tym przypadku przyjmujemy I(m) = j,.
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