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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE III (1959)

V. Koropzies (Warszawa)

O zastosowaniu pewnej nieréwnosci
w teorii rownan rézniczkowych

Jednym z podstawowych twierdzen w teorii réwnan rézniczkowych
jest twierdzenie o ciaglej zaleznosci rozwigzan od parametréw i od warun-
/ kéw poczatkowych. W tym artykule podamy prosty dowoéd tego twier-

dzenia. Jest on oparty na nieréwnosei

(1) 91 (2) = Ya(®)| < (Y2 — Yol + M2y — 25| + p(b— @) “C~9,

gdzie y,(x) i y,(x) sa odpowiednio rozwigzaniami réwnan rézniczkowych
¥y = flx,¥y) i ¥ = flz,y)+ ez, y)

istniejacymi we wspolnym przedziale a < o < b i spelniajacymi warunki
poczatkowe

Yi@) =41 1 Yu(@) = Y.

Zakladamy, ze funkcje f(x,y) i ¢(z,y) sa ciggle w pewnym obszarze
obejmujacym obie krzywe catkowe i ze

|f(w:?f)| <M, , lp,y) <p

Ponadto zakladamy, ze funkeja f(z,y) spelnia ze wzgledu na zmienng
y warunek Lipschitza ze stala L, tzn. ze

f(z,y) — f(2,9)| < Lly—yl.

Z nieréwnofci tej widaé bezposrednio, ze gdy ¢(z,y) =0, v, —> @,
Ys —> Y1, t0 y,(2) dazy w przedziale [a, b] jednostajnie do y,(z). Podob-
nie gdy #, = @5, ¥, = ¥, i @.(2,y) dazy w rozwazanym obszarze jedno-
stajnie do zera przy a — a,, to y,(z) dazy do y,(x) jednostajnie w [a, b].
Warto tez zauwazyé, ze dla z, = z,, ¥, = ¥, i ¢(@,y) = 0 z nieréwnosci
(1) wynika bezposrednio twierdzenie o jednoznacznosci w calym roz-
wazanym przedziale [a, b].
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Pozostaje tylko udowodnié nieréwnosé (1). Nierowno$é ta jest
wariantem nieréwnosci podanej w ksiazce W. W. Niemyckiego i W. W.
Stiepanowa(!) dla ukladéw dynamicznych.

Dowd6d opiera sig na prostym twierdzeniu pomocniczym:

Jesli funkeja ciqglta u(x) spelnia w przedziale [a, b] nieréwnosé

@) |u@)| gA(lJrK\ f|u(t}|dt‘) (A>0,K >0,a <z, <b),
) 2

to spelnia réwnied wierdwnosé
(3) (@) < 465409,

Dowéd. Wprowadzajge oznaczenie
v(@) = [ |u(t)dt
1

mamy na podstawie (2) v'(z) < A (14 Kv(z)), a stad
v(@)[(1+Ke(z) <A da oz <z <D
Catkujge te nieréwnod§é w granicach od », do z dostajemy

In(l+Kv(2)) < KA(z—x,) < KA(b—a)
i gtad
1+ Ko (z) < &K40-9),
7 ostatniej nieréwnosei i z (2) wynika (3) dla 'a:l < o < b. Dowod dla
a < x < o, jest analogiczny.
Dowodd nieréwnosei (1). Mamy

ni(@) =yt [Ft, p®)dt,  yo(@) = yot+ [[1lt, y2(0)+ o (t, yo(0)]at.
ES T2

Stad

Y1 (@) — Yo (%) = Y1 — Yot ff(t: ?fl(f’))dt_ J‘[}‘(t: yz{t))"'?}[ta ya(t)]]dx =
==yt [ 1ty va())dt— [ (t, ya@)dtt [[7(t, y2(0)—F (2, yo(t))]at.
E51 2 |

() B.B. Hemunxuii u B.B. Crenanos, lavecmeennan meopus dugdfepenyua-
avkbis ypashenuti, Mockpa 1949,
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Zatem

s (@) — y2(@)| < lya—val+ | [ 1ty a ()|t | +

+| [lelt, vao)iat| +| [17(t, v @) —F(t, va(0)|at].
z2 x
Stad
W2(@)— Yo (@) < |92 — Yol + My — o)+ p(b—a)+ L [ 19,()—ya(t) |t |.

Przyjmujge

w(@) =y, (2) =Y (@), A = |y1— Yol + M|2y— 2|+ p(b—a)+e
(¢>0), K=1L|/A,

dostaniemy (2) i, wobec udowodnionego twierdzenia pomocniczego,
192 (@) = Ya(@)| < (19— Yol + M2y — 25|+ u(b— a) + &) " O~

Przechodzae w tej nieréwnodei do granicy przy e = 0 otrzymujemy (1).
Analogiczng nier6wno§¢ mozna tez stosowaé¢ dla ukladow réwnan
rozniczkowych

(4) y;:fi(msyn Yoy ooy W)  (1=1,2,...,m).
W tym celu wygodnie jest wprowadzié oznaczenia wektorowe

Y = (Y15 Y2y +++y Yn)
y’ =(y;.!?f':'r'“1 y:a)g
f:(flsfzs---,fn) itd.

Wtedy ukiad (4) mozna napisaé¢ w postaci
y = fz,y).

Przez modul |a| wektora ¢ = (a,, a,, ..., a,) rozumiemy ogdlnie sume
moduléw wspétrzednych |a| = |ay|+ |@y| + ...+ |ay].

We wszystkich przytoczonych poprzednio wzorach wielkodei v, 7,
fl@, ¥), ple, ¥); y.(2), ¥o(2), y; 1 y, nalezy traktowaé jako wektory, wszyst-
kie za§ pozostale jako skalary. W szezegélno$ei w twierdzeniu pomocni-
czym i w jego dowodzie wystepuja wylacznie wielkosei skalarne.

Przy takiej interpretacji wszystkie poprzednie wzory, a w szcze-
g6lnosci nieréwnosé (1) i jej dowodd, zachowujg sie bez zmiany dla ukia-
déw réwnan, =

R,
i
e <

LV R
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