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W. SLEBODZINSKT (Wroclaw)
O detinicji geometrii

W 1935 r. dwaj wybitni matematycy holenderscy J. A. Schouten
i D. van Dantzig oglosili w Rozprawach jednego z Seminariéw Uniwer-
sytetu Moskiewskiego [1] interesujacy artykut pt. Was ist Geomelrie?
(Co to jest geometria?). Na czele swej pracy, jako motto, autorowie
zamiegeili nastepujace zdanie wyjete z ksiazki dwdch innyeh, réwniez
wybitnych matematykéw, O. Veblena i J. H.C. Whiteheada [4]:
,, Pewne galezie matematyki nazywamy geometrig, poniewaz takg nazwe
uwaza za odpowiednia, ze wzgledéw emocjonalnych lub tradyeyjnyeh,
dostateczna liczba ludzi kompetentnych”. Dalszy cigg artykulu zawiera
rozwazania, ktorych celem jest precyzyjne okreslenie przedmiotu wspoét-
czesnych teorii geometryeznych i charakteru ich zagadnien. Nie mozemy
tutaj streszezaé interesujagcych mysli obu autoréw, poniewaz zrozumienie
ich wywodéw wymaga znajomodci wielu wspolezesnych teorii geometry-
cznych. Ograniczymy sie tylko do stwierdzenia, ze konkluzja tych wy-
wodéw jest ich punkt wyjscia, tj. przytoczone poprzednio zdanie z ksigzki
Veblena i Whiteheada. Niestety, zdania tego nie mozemy uznaé za zado-
walajacg definicje geometrii. Nie moéwi nam ona nic o przedmiocie i o me-
todzie badan geometrycznych, gdybysfmy wiec cheieli sie dowiedzied,
czy pewien dzial matematyki nalezy zaliczyé do geometrii, musieliby$my
rozpisa¢ ankiete wsréd ,,ludzi kompetentnyeh”: tutaj jednak napoty-
kamy nowa trudnosé, nie wiadomo bowiem, kogo mamy zaliczyé
do kompetentnych i jaky liczbe takich ludzi nalezy uznaé¢ za decydujgcg.

Oczywiscie nie ulega watpliwodei, ze wszyscy czterej wymienieni
matematycy zdawali sobiec dobrze sprawe ze slabych stron ich definicji
geometrii, a zacytowanym zdaniem w zartobliwej formie chcieli wy-
razi¢ przekonanie, iz jest rzeczg niemozliwyg skonstruowanie definicji,
ktéra by po wieczne czasy $cidle odgraniezala od innyeh te dzialy mate-
matyki, ktére mamy zaliczy¢ do geometrii. Musimy tu dodaé, ze tym
czterem uczonym geometria zawdzigeza wiele nm\'yehl_a waznyeh wyni-
k6w i teorii, nie mozna im wiee odmowié prawa do uwaZnmia si¢ za kom-
petentnych znawcéw przedmiotu. Przekonanie ich podzielam w zupel-
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nosci i dlatego w dalszym ciggu nie bede sie silil na sformulowanie de-
finicji geometrii, bo taka definicja na pewno spotkalaby si¢ z uzasadniong
krytyka. Wytkne sobie natomiast cel skromniejszy, a mianowicie wskaz¢
podstawowe pojecie, na ktérym opieraja si¢ wspdlezesne teorie geometry-
czne. Pojeciem tym, lezacym u podstaw wszelkich dotychezasowych
teorii geometrycznych, jest pojecie ruchu rozumianego w sensie, ktory
w dalszym ciggu postaram sie dokladniej okreslic.

Cala matematyke dzielimy w potocznym jezyku na dwa wielkie
dzialy; jednym z nich jest wlasnie geometria. Nalezaloby tu uzy¢ raczej
liezby mnogiej i powiedzieé¢ geometrie, albowiem oprécz tzw. geometrii
euklidesowej, tzn. zwyklej geometrii, ktorag poznajemy w nauce szkolnej
i ktéra ma najobszerniejsze zastosowania, istniejy jeszeze inne rodzaje
geometrii, jak np. geometria rzutows, konformiezna, afiniczna oraz ich
uogélnienia w najrozniejszych kierunkach. Pozostale dziaty matematyki,
jak arytmetyka, algebra, rachunek rézniczkowy, catkowy itd. obejmujemy
zwykle terminem analizy, wprowadzonym przez stawnego szwajcarskiego
matematyka L. Eulera. Caly ten wielki dzial oparty jest na pojeciu
liezby jako pojeciu podstawowym. Liczby zas rozpadajg si¢, jak wiadomo,
na r6ézne klasy, z ktéryeh najprostsza jest klasa liczb naturalnyeh 1,2,3,...;
z nich konstruujemy za pomoca definicji inne klasy liczb, jak np. liezby
ulamkowe, niewymierne itd.

W teorii liezb naturalnych tworzymy rézne definicje, okreslajace
nowe pojecia za pomocg znanych pojeé, oraz wypowiadamy twierdzenia,
ktorych dowodzimy sprowadzajge je rozumowaniem logicznym do po-
przednio poznanych twierdzen. Jasng jest rzeczg, Zze zaréwno konstrukeja
definicji, jak i dowodzenia twierdzen muszg sie opiera¢ na pewnych pod-
stawowych pojeciach, ktére wprowadzamy bez definicji, i na pewnych
podstawowych twierdzeniach, zwanych aksjomatami, ktére przyjmu-
jemy bez dowodu. Uklad takich podstawowych pojeé¢ i aksjomatow
dla liczb naturalnych podal miedzy innymi matematyk wloski G. Peano.
Przytoczymy tutaj cztery aksjomaty jego systemu, oto one:

I. 1 jest liczbg.

I1. Jezeli a jest liczba, to a1 jest liczhy, ktorq nazywamy nastepnikiem
liczby a.

111, Jezeli nastepniki dwéch liczb sq rowne, to same liczby sq takze réwne.

IV. Liczba 1 nie jest nastepnikiem zadnej innej liezby.
(System Peano zawiera jeszeze jeden wazny aksjomat; pomijamy go tutaj,
poniewaz do dalszych rozwazan nie bedzie on potrzebny).

Podobnie kazda z geometrii, ktore poprzednio wymienilismy, ma swoj
wlasny system podstawowych pojeé i aksjomatéow. Dla geometrii zwyklej
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(euklidesowej) ustalil taki system matematyk niemiecki D. Hilbert?).
Jego system zawiera obok innych trzy zasadnicze pojecia: punkt, prosty
i plaszezyzne oraz kilkanadcie aksjomatéw, z ktoryeh dla przykladu wy-
starczy przytoczy¢ nastepujace:

I. Jeieli A i B sq rosnymi punktami, to istnieje jedna i tylko jedna
prosta przechodzqea przez A t B.

[1. Jeieli dwa punkty pewnej prostej a leiq na tej samej plaszezyinie =,
to wszystkie punkty prostej a leiq na plaszezyénie x.

IIL. Jezeli A i B sq punktami pewnej prostej a, to na kaidej prostej a’
przechodzqeej przez dowolny punkt A', na kazdej jej stronie istnieje taki
punkt B’, e odcinki AB i A'B’ sq rowne.

IV. Jezeli prosta a i punkt A leiq na tej samej plaszczyzme i prosta
nie przechodzi prze:z punkt A, to istnieje najwyzej jedna prosta przechodzaqca
przez punkt A i nie przecinajqca prostej a.

Opierajac sie na systemie Hilberta mozna rozumowaniem logicznym
uzasadnié¢ wszystkie twierdzenia geometrii euklidesowej. Podobnie uklad
aksjomatéw Peano pozwala w analogiezny sposéb uzasadnié wszystkie
twierdzenia teorii liczb naturalnych, a nastepnie teorii innych klas liezb.

Poréwnajmy teraz przytoczone prébki obu systemoéw. Pierwszy
i czwarty z aksjomatéw Peano majg postaé zdan kategoryeznych, wy-
rozniajaeych liezbe 1 sposrdd innych liczb naturalnyeh: innymi slowy
liczba 1 zostala przedstawiona jako $cisle okreslone indywiduum w spo-
leczenstwie liczb. Tym samym. podobnych cech nabral jej nastepnik
1+4+1=2 oraz wszystkie inne liczby naturalne, a przez to takze i pozostale
liczby. Na prozno szukaliby$émy podobnych aksjomatow w  ukladzie
Hilberta; nie ma ich ani w przykladowo przytoczonych prdébkach, ani
w pozostalych aksjomatach ; wszystkie te aksjomaty, z jednym wyjatkiem,
maja postaé zdan warunkowyeh, ktére mowia, ze jezeli prawdg jest
poprzednik zdania, to prawdg jest takze i jego nastepnik. Wspomniany
wyjatkowy aksjomat (Vollstindigkeitsaxiom) ma wprawdzie postaé¢ zdania
kategorycznego, ale zdanie to wyraza pewng wlasciwodé calego Swiata
punktow, prostych i plaszezyzn, a nic nie mowi o zadnym z poszezegodl-
nych indywiduow tego swiata. Inaczej méwige, np. punkty nie maja zu-
pelnie osobistych cech, po ktorych mozna by je odréznié¢ od siebie, tak
jak odrdzniamy liczby. Jedli wiee ktos chee studiowaé¢ np. geometrie na

1) Przyfaczamy tutaj uklad aksjomatow Hilberta jako najpowszechniej znany;
inny system, lepiej nadajaey sie do rozwazan artyvkulu, mozna znaleié¢ w ksigice
W. Kostina [3]. Nalezy nadmienié, ze konstrukeja ukladu Ililberta zostala umo-
zliwiona przez liczue prace poiwigeone aksjomatyzacji geometrii rozpoczete jeszeze
w starozytnodei (Euklides), a zakonczone w pierwszej polowie \IX wieku (Loba-
czewski, Gauss, Bolyai, Beltrami). -
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jednej z plaszezyzn przestrzeni euklidesowej opisanej aksjomatami Hil-
berta, to musi sam wybraé¢ dowolnie jaki§ punkt na tej plaszezyznie
i da¢ mu jakie§ nazwisko, oznaczy¢ go np. litera 0. Przez punkt O moze
nastepnie poprowadzi¢ dwie proste OX i OY prostopadle i obraé¢ na nich
odpowiednio po jednym punkcie 4 i B tak, zeby odcinki OA i OB
byly réwne (rys. 1).

Jezeli odcinek OA przyjmiemy za jednostke, to kazdy punkt M
plaszezyzny mozna bedzie okredlic dwiema liczbami, mierzgeymi jego
odleglogci od prostych OX i OY i zaopatrzonymi odpowiednio znakami
+ albo —, zaleznie od jego polozenia w jednej z ¢wiartek plaszezyzny.
Figure, ktéra nam postuzyla do ocechowania punktéw plaszezyzny,
nazywamy ukladem odniesienia. Aksjomaty Hilberta gwarantujq, ze wszyst-
kie opisane konstrukeje mozna wykonaé i ze w ten sposob wszystkie punkty

plaszezyzny, a posrednio i proste, zostang
y oznaezone w sposéb pozwalajacy je odrézniac.
Drzieki temu jestesmy obecnie w takiej samej
M sytunacji jak studiujacy teorie liczb. Nalezy
jednak zauwazyé, ze przyjety sposob cecho-
wania punktéw plaszezyzny zawiera sporo
elementéw dowolnych: wybdér punktu O,
wybér jednej z prostych OX i OY, a naste-
pnie wybdér punktéw A4 i B. Uklad odnie-
Rys. 1 sienia mozna wiee wybraé¢ nieskoriezenie wielu
sposobami i kazdym z nich poslugiwaé sie przy
studiowaniu geometrii na plaszezyZnie. Skutkiem tego otrzymujemy
nieskonczenie wiele geometrii zaleinych od wyboru ukladu. W geometrii
plaszezyzny euklidesowej konstatujemy wiec pewien relatywizm wynika-
jacy z faktu, ze punkty nie zostaly indywidualnie okreslone. Jak sobie
teraz wyjasni¢ fakt, ze mimo tego relatywizmu wyniki uzyskane przy
uzycin dowolnego ukladu odniesienia maja obiektywny sens, niezalezny
od wyboru tego ukladu? Jest tak dlatego, ze majac na plaszezyznie
dwa dowolne uklady mozemy jeden z nich otrzymaé¢ z drugiego wyko-
nujae na nim pewien ruch tak, azeby oba uklady pokryly sie. Dzieki
temu ze sposobu cechowania punktow za pomoca jednego z ukladow
otrzymujemy oznaczenia dokonane za pomocg drugiego: ruch ten jest
wiee jak gdyby stownikiem, ktory pozwala przetlumaczyé twierdzenia
jednej z wielu geometrii na jezyk drugiej.

Zanalizujmy ten ruch, odgrywajacy tak wazng rol¢ w geometrii
plaszezyzny euklidesowej. Zauwazmy przede wszystkim, Ze za pomocgy
takiego ruchu mozna kazdy punkt M plaszezyzny przeniesé do dowolnego
innego punktu M’. Dogodng rzeczg tutaj bedzie wprowadzi¢ pojecie
ruchu zerowego: terminem tym bedziemy oznaczali po prostu spoczynek.
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Mozemy teraz powiedzieé, ze istnieje takze i taki ruch, ktéry punkt M
przenosi do punktu M. Zauwazmy dalej, ze do kazdego ruchu, ktéry
punkt M przenosi do punktu M’, mozna dobraé ruch odwrotny, ktéry
M’ przenosi do M. Jezeli wreszcie za pomoeg ruchu punkt M przenie-
siemy do punktu M’, a ten znowu za pomocg innego ruchu do punktu
M", to bedziemy mogli dobra¢ taki ruch, ktéry przeniesie M bezposre-
dnio do M".

Zamiast mowi¢ o ruchu plaszezyzny, bedziemy w dalszym ciggu
uzywali takze terminu przeksztalcenie plaszezyzny; powiemy wiec np.,
ze punkt M zostal przeksztalcony w punkt M’ albo Ze prosta a zostala
przeksztalcona w prosta a’. Opisane przed chwilg cechy ruchéw mozemy
obecnie wyrazi¢ w nastepujacy sposéb. Ruchy plaszezyzny sa przeksztal-
ceniami majaeymi trzy wlaseiwosei:

1° przeksztalcenie tozsamosciowe (pozostawiajace punkty w spo-
czynku) jest ruchem (zerowym);

2° przeksztalcenie odwrotne do ruchu jest ruchem;

3% przeksztalcenie, ktore powstalo z kolejnego wykonania dwoch
ruchéw, jest ruchem.

- Wladciwosei te wyraza sie krocej, mowiae, ze ruchy plaszezyzny
tworza grupe przeksztalcen?). Grup przeksztaleen plaszezyzny mozna
sobie pomyéleé nieskoticzenie wiele; w dalszym ciggu znajdziemy przy-
klady innych takich grup. Grupa przeksztalcen utworzona z ruchéw
plaszezyzny ma pewne dodatkowe wlasciwosei, ktore ja wyrdzniaja
sposréd innyeh grup przeksztalcenn plaszezyzny. Jej przeksztaleenia
mianewicie zachowuja bez zmiany zaréwno dlugosci odeinkéw, jak i katy
miedzy prostymi. Z tego wynika, ze kazdg figure utworzong z punktéw
ruch przeksztalca w figure przystajacg do niej. Skutkiem tego wszystkie
twierdzenia, ktore udowodnimy o figurach geometrycznych poshigujae
sie pewnym ukladem odniesienia, pozostaja prawdziwe takzie i wtedy,
gdy zmienimy uklad odniesienia. Odnosi sie to do twierdzen, w ktérych
nie interweniuje sam uklad odniesienia, np. twierdzenie, ze wysokogdei
tréjkgta przecinajg sie w jednym punkecie. To wszystko np., co udowo-
dnimy o pewnym trojkacic w jednym ukladzie, jest prawda takze dla tego
tréjkata drugiego ukladu, ktory powstaje z pierwotnego triéjkata przez
ruch (przeksztalcenie) nakrywajgey jeden uklad drugim. Mozna takze
powiedzieé, ze geometrie interesuja tylko takie wlasnodei figur geome-
trycznyeh, ktore pozostaja zachowane przy wszelkich przeksztalceniach
grupy ruchdéw, i badania takich wlasnosei uwaza za swéj cel, bo maja one
sens niezalezny od wyboru ukladu. Widzimy wiee, ze zgodnie z tezg
artykulu pojecie ruchu odgrywa podstawowy role w geometrii eukli-

?) O grupach przeksztalcen zobacz interesujaey artykul 3. Goiaba [2].
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desowej plaszezyzny. Latwo rozszerzyé ten wynik na przypadek calej
przestrzeni euklidesowej. Zauwazmy jeszcze, ze ruchy plaszezyzny eukli-
desowej mozna podzieli¢ na ciggle i nieciagle. W pierwszym przypadku
przechodzimy od pewnej figury F do figury przystajacej, przenoszac
figure F' tak, ze kazdy jej punkt opisuje krzywa ciggly, w drugim przy-
padku ruch odbywa sie jak gdyby skokiem; zachodzi to wtedy, gdy dwie
figury sg symetryezne wzgledem pewnej prostej tak jak przedmiot i jego
obraz w zwierciadle (rys. 2).

Poprzednie rozwazania mozna uogélnié¢ takze w innym kierunku.
Mozemy mianowicie o$wiadezy¢: nas nie interesuja wylgeznie tylko takie
ruchy, ktore zachowujg dilugosci odeinkéw i katy, obojetne nam jest

takze, czy te ruchy przeksztalcaja proste
rownolegte w rownolegle; zgdamy tylko, azeby
punkty przechodzily w punkty, proste w pro-
ste, punkt i przechodzgaca przez niego prosta
), F w podobng pare elementow i cheemy studio-
wat tylko takie wlasnosci figur geometrycz-
nych, ktére zachowujg sie przy wszelkich
Rve. 2 przeksztaleeniach speliajacych wymienione
' warunki. Stojge na takim stanowisku mo-
zemy skreslic pewne aksjomaty Hilberta lub zastapi¢ je nowymi.

Skredlimy np. 111 i IV z przytoczonych poprzednio aksjomatow,
a zachowamy [ i II. Musimy najpierw zbadaé, czy takie ruchy, o jakie
nam teraz chodzi, ogolniejsze od
ruchéw plaszezyzny euklidesowej,
istnieja i czy tworza réwniez grupe
przeksztalcen majaca trzy wymie-
nione poprzednio wlasnogci. Fatwo
sie przekonaé, ze odpowiedZ na
ostatnie pytanie jest pozytywna.
Mianowicie wyobrazmy sobie dwie
rozne plaszezyzny n, =’ 1 pewien
punkt O lezacy poza nimi (rys. 3).
Obierzmy nastepnie na plaszezyznie =
dowolny punkt M i poprowadimy
z punktu O prostg przez punkt M; Rys. 3
prosta ta przecina plaszezyzne n'

w pewnym punkeie M’. Oczywiscie moze sie zdarzyé, ze prosta O M bedzie
réwnoleglado plaszezyzny z'; - wtedy uzupelnimy te plaszezyzne tzw.
punktemw nieskoriczonosei i przyjmiemy go za punkt przeciecia prostej 0M
z plaszezyzng =n'. Kazdemu punktowi jednej plaszezyzny bedzie w ten
sposob odpowiadat oznaczony punkt drugiej, a takze kazdej prostej jednej
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% plaszezyzn bedzie odpowiadala oznaczona prosta drugiej; prostej a
na rysunkn bedzie odpowiadala prosta a’ na plaszezyZnie n’. Wykonang
konstrukeje nazywamy, jak wiadomo, rzutowaniem. Kolu lezgcemu na
plaszezyznie = bedzie odpowiadala elipsa na plaszezyznie =,

Obroémy teraz jedna z plaszezyzn tak, azeby nakryla drugg. Punkty
M i M’ znajda sie wowezas na jednej i tej samej plaszezyZnie, a opisana
konstrukeja, rzutowanie polgczone z obrotem, da w rezultacie ruch (prze-
ksztaleenie) na plaszezyznie, przeprowadzajgcy punkt M w M'. Jezeli
bedziemy zmieniali dowolnie wzajemne polozenie plaszezyzn = iz’ oraz
polozenie punktu O, otrzymamy cala rodzine takich ruchéw; latwo sie
przekonaé, ze rodzina ta spelnia wszystkie trzy warunki, ktorych wyma-
gamy od grupy przeksztalcenn. Kazdy z ruchéw tej nowej grupy prze-
ksztatca prostag w prosty, odleglosé jednak dwoéch punktéw prostej nie
pozostaje niezmieniona, lecz ulega powiekszeniu lub zmniejszeniu; prosta
zostaje jak sznurek gumowy rozeiggnieta lub $ciesniona, pozostajac nadal
prostag. W ten sposéb otrzymujemy nowy rodzaj geometrii zwanej geo-
metrig rzutowq plaszezyzny. Geometria ta jest oparta réwniez na poje-
ciu pewnej grupy ruchéw (przeksztalcen), ogélniejszej od grupy ruchéow
euklidesowych a zwanej grupq przeksztatcen rzutowych. Podobnie jak w po-
przednim przypadku interesujg nas w studium geometrii rzutowej tylko
te wlasnosei, ktére sa zachowane przy przeksztalceniach (ruchach)
grupy rzutowej. Geometria rzutowa jest ubozsza w twierdzenia niz geo-
metria euklidesowa; nie ma w niej np. twierdzenia o sumie katéow troj-
kata, albowiem wielkodé kata pomiedzy dwoma prostymi nie zachowuje
si¢ w ogélnosei przy rzutowaniu, co tatwo sprawdzié za pomoceg rysunku 3.
Matematyka studiujacego geometri¢ rzutowg nie interesuja takze spe-
cjalne wiasnodei kola, kolo bowiem przechodzi za pomocg rzutowania
np. w elipse. Pojecie kola wobeec tego nie ma sensu dla takiego matema-
tyka. Przedmiotem jego zainteresowan sg wylacznie wlasnosci tzw. krzy-
wych stozkowych, wiréd ktoryeh geometria euklidesowa rozrdznia kola,
elipsy, hiperbole i parabole. Kazde dwie stozkowe majg co najwyzej
cztery (rzeczywiste) punkty wspélne; wilasnosé ta jest twierdzeniem
prawdziwym w geometrii rzutowej, poniewaz nie ulega zmianie w prze-
ksztalceniach rzutowych.

Geometria rzutowa ma rdéwniez wazne zastosowania praktyezne,
aczkolwiek mniej rozleglte niz zwykla (euklidesowa) geometria. Na jej
pojeciach i metodach opiera si¢ geometria wykreslna, majgea doniosle
znaczenie dla techniki, oraz teoria perspektywy malarskiej; studium tej
ostatniej teorii bylo wladnie Zrédlem, z ktérego powstala geometria rzu-
towa jako samodzielna dyseyplina matematyezna.

Zarowno w geometrii enklidesowej, jak i w geometrii rzutowej jako
podstawowy element przyjmuje sie punkt; nie jest to jednak wspélna
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cecha wszystkich teorii geometrycznych. Mozna np. w przestrzeni eukli-
desowej lub w rzutowej jako podstawowy element przyjaé¢ prosty, opie-
rajac sie w dalszym ciggu na grupie ruchéw euklidesowych Ilub rzuto-
wych. Otrzymujemy w ten sposéb pewne warianty tych geometrii. Mozna
dalej jako podstawowy element przyjaé kule i oprzeé sie na innej grupie
przeksztalcen, ktore kule przeksztalcajg w kule, niekoniecznie o tym
samym promieniu; geometria w ten sposéb zdefiniowana nosi nazwe
geometrii konformicenej. Podobnych uogdlnien, prowadzgeych do kon-
strukeji réznych geometrii jest wielka rozmaitodé — wielka jest takze
rozmaitosé w wyborze elementu podstawowego i w charakterze zaga-
dnieri. Jedna tylko cecha jest wspdlna: w kazdej geometrii jest dana
pewna podstawowa grupa przeksztalceri (ruchéw) i w kazdej interesujg
nas tylko te wlasnosei figur, ktore nie ulegajg zmianie przy przeksztal-
ceniach jej podstawowej grupy. Struktura jakiej§ geometrii, jej istotne
wlasnodei zalezg wylacznie od jej podstawowej grupy przeksztalcen.

Jezeli wszystkie przeksztalcenia grupy pewnej geometrii ¢, wehodzg
w sklad obszerniejszej grupy pewnej innej geometrii G, to jest jasne,
7e kazde twierdzenie udowodnione w geometrii G, bedzie takze prawdziwe
w geometrii G, albowiem wyraza ono wlasnos$¢ pewnej figury, pozo-
stajaca bez zmiany, gdy figure poddajemy przeksztalceniom wlasciwym
geometrii ¢, a wiee tym samym takze przeksztalceniom wlasciwym @,.
Oczywidcie nie zawsze jest na odwrdt. Jezeli wiee za podstawowa dla
pewnej geometrii przyjmiemy grupe tak obszerng, azeby zawierala w sobie
przeksztalcenia wszystkich grup innyech geometrii, to otrzymamy geome-
triec najogélniejszg w tym znaczeniu, ze kazde z jej twierdzen bedzie
prawdziwe we wszystkich innych geometriach. Geometria taka nazywa
sie topologiq. Pewne, aczkolwiek niezupeie dokladne, wyobrazenie o prze-
ksztalceniach jej grupy podstawowej moze daé ruch plyngeej wody;
jezeli na takiej wodzie umiescimy zwigzang nitke, majacg poczatkowo
ksztalt kola, to podezas ruchu przyjmie ona ksztalt najrozmaitszych krzy-
wych, nigdy jednak nie powstanie z niej krzywa otwarta (o dwoéch kon-
cach) ani tez krzywa z weztami. Topologia ustala wspélne wlasnosei wszyst-
kich krzywych, ktore przez opisany ruch powstaja z kola.

Poprzednie uwagi nasuwajg pomyst nastepujacej definicji: Geometria
sklada si¢ z tych galezi matematyki, w ktorych operuja grupy ruchow
(przeksztalceri) wykonywanych na pewnych obiektach, a zadaniem
geometrii jest odkrycie i zbadanie tych wlasnosei obiektow, ktore nie
ulegaja zmianie przy ruchach odpowiedniej grupy. Definicja taka spotka-
laby si¢ jednak ze sprzeciwem, sg bowiem takie dzialy matematyki,
w ktorych wykonujemy przeksztalcenia na pewnych przedmiotach,
a ktérych mimo to do geometrii sie¢ nie zalicza. Przykladem takiej galezi
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matematyki jest nauka o réwnaniach algebraicznyeh. WeZmy sobie np.
rownanie stopnia pigtego

2+ ax + b e +de+e=0.

Wiadomo, ze rownanie takie ma zawsze pie¢ pierwiastkow (rzeczywi-
styeh lub urojonych), przez dlngi czas nie bylo jednak wiadomo, czy
pierwiastki tego réwnania mozna zawsze obliczy¢é za pomocg wzordw
podobnych do dobrze znanych wzoréw na pierwiastki réwnania stopnia
drugiego lub inaczej, czy rozwigzanie réwnania stopnia piatego da sie
sprowadzi¢ do rozwigzania réwnan stopni nizszych, dla ktérych takie
wzory istnieja. Odpowiedz na to pytanie wypadla negatywnie a uzy-
skano ja nastepujaca metodsy:

Przedstawmy sobie pierwiastki réwnania jako punkty umieszczone
na kole (rys.4). W zagadnieniu rozwazanym nie chodzi nam o ten lub
inny pierwiastek, dlatego jest rzeczg obojetng, jak te pierwiastki umie-
fcimy na kole; mozemy np. przesunaé je o jedno lub dwa miejsca w kie-
runku od 1 do 2, 3 itd. lub na przyklad zamieni¢ miejsca drugiego
i trzeciego pierwiastka. Inaczej mowige, pierwiastki
nie majg tutaj zadnych indywidualnych cech tak J Z
jak punkty przestrzeni euklidesowej i tak jak na
punktach wykonujemy na nich pewne ruchy, ktére
odbywajg sie skokami, a zwane 83 permutacjami
pierwiastkéw. Permutacje te tworza grupe, maja bo-
wiem trzy cechy, za pomocg ktérych scharakteryzo-
waliSmy poprzednio grupe przeksztalcen; liczba 5
ogélu permutacji wynosi 120. Ot6z blizsze zbadanie Rys. 4
tej grupy ruchéw pozwolilo daé¢ odpowiedZ na po-
stawione poprzednio pytanie. Istnieje wiec w kazdym razie pewne
podobienstwo miedzy geometriag np. plaszezyzny euklidesowej a teorig
rownan algebraicznyeh. Podobienstwo to polega na tym, ze w obu
naukach wystepuja pewne przedmioty bez cech indywidualnych (punkty,
pierwiastki) i ze w obu wykonujemy na tych przedmiotach ruchy
pewnej grupy. Druga z tych nauk nie jest mimo to geometrig; jednak
dzigki temu, ze istnieje w niej pewien relatywizm tak jak w geome-
trii euklidesowej, mozemy jg zgeometryzowad, tzn. sprowadzié¢ jej za-
gadnienia do rozwigzania pewnego zagadnienia geometrycznego.

Znany i wybitny matematyk niemiecki F. Klein napisal przed
kilkudziesieciu laty ksigzke pt. Dwudziestoscian i réwnanie pigtego stopnia.
Dwudziestoscianem nazywamy, jak wiadomo, bryle foremng ograniczong
dwudziestoma przystajagcymi tréjkatami rownobocznymi. Bryle taka mo-
Zemy obraca¢ na 60 sposobdw tak, azeby zajmowala stale to samo miejsce
W przestrzeni; ktos, nie obserwujgey ruchu, nie moze wiee poznaé, czy ruch
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sie odby! czy nie. Ruchy te tworzg réwniez grupe zwigzang fcisle z grupg
permutacji, o ktéryeh poprzednio byla mowa. Ot6z Klein w ksigzce swej
wykazal, ze badanie réwnania stopnia piatego sprowadza si¢ do badania
grupy obrotéw dwudziestodcianu i w ten sposéb zgeometryzowal zaga-
dnienie algebraiczne.

Podobng uwage mozna uczyni¢ o wielu innych dzialach matematyki,
w ktéryeh operujemy grupg przeksztalcenn na pewnych przedmiotach;
w nieh takze mozna zgeometryzowaé¢ odpowiednig dziedzing, a geometry-
zacja taka czesto ulatwia rozwigzanie zagadnienia.

Chociaz wiec proponowana definicja geometrii mozie sie spotkaé
ze sprzeciwem ,,Judzi kompetentnych”, to jednak mozna, zdaje sig, po-
wiedzieé¢, ze nie odgraniczajac $cisle geometrii od innych dzialéw mate-
matyki obejmuje te z nich, ktére w ten lub w inny sposob dajg sie zgeo-
metryzowac.
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