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W. STERPINSKI (Warszawa)

O trojkatach pitagorejskich majacyeh jednakowe pola

Trojkatem pitagorejskim nazywamy tréjkat prostokatny o hokach,
ktorych dlugosei sg liczbami naturalnymi.

Jak wiadomo, P. Fermat dowiddl, ze dla kazdej liczby naturalnej »
istnieje n nieprzystajgeych tréjkatow pitagorejskich o jednakowych
polach.

-Udowodnimy tu sposobem elementarnym twierdzenie, z ktérego
natychmiast wynika twierdzenie Fermata.

TwIiErDZENIE 1. Jeieli sposrod n=1 trdjkatow pitagorejskich o 1o2-
nych przeciwprostokainych i jednakowym polu co najmniej jeden ma prze-
ciwprostokqing nieparzystq, to istnieje n+1 tréjkaqtow pitagorejskich o roz-
nych przeciwprostokatnyeh i jednakowym polu, z kidryech jeden ma prze-
ciwprostokatng nieparzystq.

Dowoéd. Trojkat pitagorejski o bokach a,b,c bedziemy oznaczali
symbolem (a,b,c).

Niech » oznacza liczbe naturalng >1. Niech bedzie n tréjkatow
pitagorejskich (ay,by,c;), gdzie ap<b.<e, (k=1,2,...,m), o réinych
przeciwprostokatnych ¢, i jednakowych polach 4. Przypuséémy, ze liczba
¢, jest nieparzysta.

WprowadZzmy oznaczenia

(1) a=2(0—a})ear, bp=2(bj—a)e,by, er=2(b—ad)c,0;
dla  k=1,2,...,n,

’ 2 2,2 ’ 2 ’ . 233 4
(2) a"n.-q-l:(bl‘-"a'l)? bn+.lﬂ“1a1b1(1! {En+i_4ﬂib1+(l-

Wykazemy, ze tréjkaty (ay,bg,ep) (k=1,2,...,n+1) spelniaja wa-
runki twierdzenia 1.

Rzeczywiscie, z zalozenia o tréjkatach (ap,by,e) (k=1,2,...,n)
wynika, ze ayb,=24 dla k=1,2,...,n. Poniewaz pole trojkata (ay,by,e;)
(k=1,2,...,n) w mysl (1) jest réwne

Fabi=2 (b — a})’ la b= [2 (b} — a}), ' 4,
1
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pole za$ trojkata (a, q,by 1,60p1) Wobec (2) jest réwne
‘ 2 2,2 2
_]fa":i--j—lb:i,-. 1 =2(b}— a})’ i a, b, = [2(b]— a}) ,]*4,

wiee trojkaty (ag,bp,er) (k=1,2,...,n+1) maja jednakowe pola.

Ze wzorow (1) wynika bezposrednio, ze trojkaty (ag,by,c¢) (k=
=1,2,...,n) majg rézne przeciwprostokatne, gdyz w mydl zaloZenia
o trojkatach (ay,by,ep) (k=1,2,...,n) wszystkie liczby ¢y,¢,,...,¢, 83
rézne. Ze wzorow (1) wynika nadto, ze wszystkie liczby e (k=1,2,...,n)
sa parzyste, natomiast ze wzoréw (2) wynika, ze liczba c,,, jest nie-
parzysta, gdyz liczba ¢, jest nieparzysta.

Wszystkie liczby ¢ (k=1,2,...,n+1) sa wiee rézne i jedna z nich,
,.,_,_1 jest nieparzysta.

Twierdzenie 1 zostalo zatem uwdowodnione.

Rozpatrzmy blizej najprostszy szczegdlny przypadek twierdzenia 1,
gdy n=1. Najmniejszym trojkatem pitagorejskim, do ktorego mozemy
zastosowaé twierdzenie 1, jest trojkat (a;,b,,¢)=(3,4,5) (ktorego prze-
ciwprostokgtna ¢, jest nieparzysta i dlatego spelnia warunek twierdzenia 1).
Stosujae twierdzenie 1, otrzymamy dwa tréjkaty pitagorejskie (a;,by,¢;)
i (ag,by,¢;) 0 jednakowym polu. W mysl wzorédw (1) i wobec réwnosei
2(h*—a?)e;=2-7-5=70 mamy roéwnosci a;=70-3=210, b,=T70-4= 280,
¢, ="70-5=2350, a wobec wzoréw (2) znajdujemy a,=(4%>—32)%=49,
by=+4-3+4-52=1200, ¢;=4-3*-4*4+5'=1201. Otrzymalismy wigec dwa trdj-
katy pitagorejskie (210, 280, 350) oraz (49, 1200, 1201) o roéznych prze-
ciwprostokatnyeh (z ktérych jedna jest nieparzysta) i o jednakowych
polach (2-7-5)%6="70>-6=29400. Jezeli do tych trojkatow zastosujemy
twierdzenie 1 (dla n=2), otrzymamy trzy trojkgty pitagorejskie o roz-
nych przeciwprostokgtnych i jednakowych polach

(2(1200% — 49°)- 1202)*- T0%-6;

wszystkie boki tych trojkatéw majg po wiecej niz 10 cyfr.

Nasuwa si¢ pytanie, jakie sg najmniejsze dwa trojkaty pitagorejskie
o réznych przeciwprostokatnyeh i o jednakowym polu. Pytanie to daje
si¢ rozwigza¢ w nastepujgcy sposob:

Jak wiadomo, wszystkie tak zwane wlasciwe rozwiqzania réwnania
*4+y*=2* w liczbach naturalnych r,y,z (tj. takie, w ktorych »,y i 2
nie maja wspolnego dzielnika wiekszego od 1), w ktdorych y jest liezbg
parzysta, otrzymujemy ze wzordw

2
r=m*—n*,  y=2mn, z=m'+4n’

gdzie m i n sg liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, m > n; jedna
z liczb m, n jest parzysta, a druga nieparzysta (zob. [5], str. 232). Wszyst-
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kie wige wlasciwe rozwigzania rownania 2° +y° =22, gdzie y jest liczbg pa-
rzystg, mozemy ustawié w ciagg nieskonczony porzadkujze je wedlug
rosngeych m, a dla jednakowyeh m — wedlug rosnaeych n. W ten sposéb
mozemy utworzy¢ nastepujacg tablice:

TABLICA 1

m_nix!y‘ 2 poleH m n!a: l Y ‘z Jpa]c
2l 1] 3l 4l 5| 6”7;4‘33; 56 | 63 924
3, 2! 5 12'13‘-305_7‘&13' 84 | 85 546
4,115, 8117 60 | 8| 1|63 16 65 1008
4|3'7524:25;84;‘8!3i555 48 | 73| 1320
5]2i21‘20|29?210'!s1-5 30 80 | 89| 1560
55459&*°=4l|’130ii3|?|'5 nz | 113 s40
651;35!12‘3”210;!9:2;79 35}83;1422
6 5 (11 6061|330 9 4|65 72 97 2340
7.2 |45/ 28 53|53 | 9 6|45 108 |

| ;91 6 | | 117 | 2430
Z tablicy 1 widzimy, ze juz tréojkaty (21, 20, 29) i (35, 12,37) maja
jednakowe pola réwne 210 oraz Ze mniejszych pierwotnych tréojkatow
pitagorejskich, tj. dajacych rozwigzanie wladciwe
rownania '+ y*=2°, o roéznych przeciwprostoka- TABLICA 2
tnych i jednakowym polu, nie ma.
Gdyby$my cheieli uwzglednié réwniez niepier- * 1 Y 1 %
wotne trojkaty pitagorejskie o przeciwprostokgtnych 6| 8 [ 10 | 24
mnuiejszych niz 37, to nalezaloby jeszcze wzigé pod 9 | 12 | 15 | 54
uwage trojkaty z tablicy 2. 12 16 | 20 | 96
Ale unwzgledniajae jeszeze i te trojkagty, proez 15 20 25 150
wypisanych poprzednio, widzimy, ze nie ma trojka- 16 24 | 30 | 216
téw pitagorejskich o réznych przeciwprostokgtnych 21 28 @ 35 | 204
mniejszych niz 37 (ani tez o polach mniejszych niz 10 24 26 | 120
210), majaeych réwne pola. Najmniejsza zatem pa- 30 16 34 | 240
rg tréjkatéw pitagorejskich o réznych przeciwprosto-
katnych i jednakowym polu jest para tréjkatow (21, 20, 29) i (35, 12, 37).
7 tablicy 1 wynika, ze trojkagt (15,112,113) ma pole 840=4-210,
a wiec cztery razy wieksze niz kazdy z trojkatow (21, 20, 29) i (35, 12, 37),
a zatem pole réwne polu kazdego z trojkatow (42, 40, H8) i (70, 24, 74)
(otrzymanych z poprzednich przez podwojenie wszystkich bokéw). Mamy
wige trzy trojkaty pitagorejskie o réznych przeciwprostokatnych i jedna-
kowym polu: (15,112, 113), (42,40, 58) i (70, 24, 74). Boki tych troj-
katéw sg liczbami co najwyzej trzycyfrowymi, a wiec 83 znacznie mniej-
sze niz boki trzech tréjkatow pitagorejskich o jednakowym polu, otrzy-
manych poprzednio za pomocg twierdzenia 1.
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Nie kazdy z tych trzech tréjkatow jest pierwotny (por. str. 165).
Udowodniono, ze najmniejsze pole wspélne trzem pierwotnym trojkgtom
jest rowne 13123220, a odpowiadajace temu polu trojkaty pierwotne sg
(4485, 5852, 7373), (19019, 1380, 19069) i (3059, 8580, 9190). Znaleziono
tez cztery trojkaty pitagorejskie o réznych przeciwprostokgtnych i jedna-
kowych polach wynoszgcych 314880: (518, 1320, 1418), (280, 2442, 2458),
(231, 2960, 2969), (111, 6160, 6161), oraz nastepujgcych pie¢ trojkatow
pitagorejskich o polu 73513440: (2805, 52416, 52491), (3168, 46410, 46518),
(5236, 28028, 28564), (6006, 24480, 25206), (8580, 17136, 19164).

Zauwazmy, ze trojkaty prostokatne o jednakowym polu i jednako-
wych przeciwprostokatnych muszg byé przystajace. Rzeczywiscie, jezeli
(21 ,Y1,2) 1 (25,Y;,2) 82 takimi tréjkatami oraz x,=w,, 2,=y,, to @y, =
—yy, otz aityl—ai+yl; stad (@—y)P=(m—y) oraz (a;4+9,)=
=($2+y2)2: co daje o —y,=x,—Y, Oraz & +Y;=%=+Y,; mamy zatem
r,=x, i y,=9., co dowodzi, ze trojkaty sg przystajgce. Nie ma wigc
nieprzystajacych tréjkatéow prostokatnyeh o jednakowym polu i jedna-
kowych przeciwprostokatnych.

Istnieje oczywidcie tylko skonczona liczba tréjkatéw pitagorejskich
o danym polu A, gdyz przyprostokgtne takich tréjkatéw muszg bydé
dzielnikami liczby 24. Natomiast z przestanek dowodu twierdzenia 1
latwo wywnioskowaé¢, ze na przyklad istnieje nieskoriczenie wiele nie-
przystajacych trojkatéw prostokgtnyeh o bokach wymiernych i o polu
rownym 6.

Istotnie, z przestanek tych wynika, ze dla wszelkich n>=1 tréjkatow
pitagorejskich o polu 4 i o réznych przeciwprostokgtnych, z ktérych
jedna jest nieparzysta, istnieje n-1 tréjkatéw pitagorejskich o polu
Ad?, gdzie d jest liczbg naturalng, i o réznych przeciwprostokatnych,
z ktorych jedna jest nieparzysta. Stosujagc n—1 razy twierdzenie 1
do tréjkata (3,4, 5), otrzymamy n tréjkgtéw pitagorejskich o roznych prze-
ciwprostokgtnyeh i o polu 6 m?, gdzie m jest liczbg naturalng. Zmniej-
szajac boki kazdego z tych trojkgtow m razy, otrzymamy n nieprzy-
stajacych trojkatow prostokgtnych o bokach wymiernych i o polu 6.
Poniewaz liczba naturalna n jest dowolna, wiec istnieje nieskonczenie
wiele nieprzystajacych trojkgtéw prostokatnych o bokach wymiernych
i o polu 6. _

Fermat dowiédl, ze nie istnieje zaden trojkat pitagorejski, ktorego
pole wyraza si¢ kwadratem liczby naturalnej!).

Latwo jest dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej » istnieje n
nieprzystajacych tréojkgatow pitagorejskich o réwnych obwodach. Rze-
czywiscie, latwo spostrzec, ze dwa rézne pierwotne trojkaty pitagorejskie

1) Dowdd elementarny tego twierdzenia podalem w pracy [7).
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nie s3 podobne, a jest ich nieskonczenie wiele. Wezmy n réznych takich
trojkatow  (ag,byx,cp) (k=1,2,...,n) i oznaczmy ay+b,+e=s, (k=
=1,2,...,n). Niech $=8,8...8,, @p=0;8/Sp, bp=by8[sp, cp=Cc.8/s; (k=
=1,2,...,n). Mamy a;+4b;+¢.=s (k=1,2,...,n)1i zadne dwa sposrod
trojkatow pitagorejskich (ay,br,¢.) (k=1,2,...,n) nie s3 podobne, a wiee
tym bardziej nie sg przystajace. .

Tak na przyklad tréjkaty (15, 20, 25) i (10, 24, 26) maja jednakowe
obwody. Rowniez trojkaty (30,40, 50), (20, 48,52) i (45, 24, 51) maja
jednakowe obwody. Znaleziono tez trzy pierwotne fréjkaty pitagorejskie
o tym samym obwodzie: s3 to trdojkaty (3255, 5032, 5993), (7055, 168,
7057) i (119, 7080, 7081) (zob. [1]).

Latwo dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej » istnieje n nieprzy-
stajgeych tréjkgtéw pitagorejskich o tej samej przeciwprostokatnej.

Rzeczywiscie, niech dla liczby naturalnej n bedzie

n+2
c= [](K+1).
k=3
Liezby ¢/(k*+1) sa wiee naturalne dla k=3,4,...,n 42, a wiec tez i liczby
2ke -1

(&k: K_‘:zﬁ’ b,‘.'

—";52'_’_"103 (k=3,4,...,0+2)

8 naturalne. Wobec tozsamosci
) 2ke ﬂ+ K —1 \?
i — — ek o
k*+1 R

@+ =c¢  (k=3,4,...,n+2).

jest

Mamy b,=c—2¢/(k*-1), skad by<b,<...<b, . ,. Nadto

’ (b—=1pP=2 - _ o

. — @y = —m ¢e>0  (k=3,4,...,n+2).
A wige w tréjkgtach pitagorejskich (a;,by,c) (k=3,%,...,n+42) wieksze
przyprostokatne rosng, skad wnosimy, Ze zadne dwa z tych trojkatow
nie mogg przystawaé do siebie.

Nieco inng, mniej elementarng metodg, Ch. I. Shedd [8] w 1949 r.
wyznaczyl 64 nieprzystajace trojkaty pitagorejskie o tej samej prze-
ciwprostokgtnej 2576450045 =5-13-17-29-37-41-53.

Latwo wreszeie dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje n
nieprzystajgeych tréjkgtow pitagorejskich o tej samej przyprostokgtnej.
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Istotnie, niech n oznacza liczbe naturalng i niech

b= 2¥(2™2*_1), ¢,=22"%41) (k=0,1,2,...,n—1).

Liczby ¢,,¢1,...,¢,_; 88 oczywiscie rézne oraz
g—bh=2""Y (k=0,1,2,...,n—1).

Podstawiajge a=2""' otrzymujemy wiec n tréjkatéw pitagorejskich
(a,bg,¢) (k=0,1,...,n—1) o tej samej przyprostokatnej a i o réznych
przeciwprostokatnyech, z ktérych zatem zadne dwie nie sg przystajgce.
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