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H. STEINHAUS (Wroclaw)
O tréjkatach

W planimetrii szkolne] moéwi sie o trojkatach réwnoramiennych
i r6wnobocznych, o ostrokatnych i rozwartokatnych, stowem klasyfikuje
sie je wedlug ksztaltu. Celem niniejszego artykulu jest unaocznienie tej
klasyfikacji.

Mamy na mysli tréjkaty lezgce na wspdlnej plaszczyznie i jezeli
bedzie mowa o ich przesuwaniu, to bedzie to ruch po tej plaszezyzZnie
zasadniczej. Poniewaz klasyfikacja bedzie dotyczyla ksztaltu, a nie wiel-
kofei, wiec ograniczymy sie do tréjkatéow o obwodzie 1 — to zastrze-
Zenie obowigzuje az do odwolania. Wszystkie takie trojkaty mozna po-
dzieli¢ na klasy, zaliczajac do jednej i tej samej klasy wszystkie trojkaty
wzajemnie przystajace; tak wige méwige o tréjkgeie o bokach 4, 4,
i» bedziemy mieli na mys$li nie jaki§ jeden tréjkat o tych bokach, lecz
calg klase zlozong z tego trojkata i z wszystkich do niego przystajacych.
Zgodnie ze zwyczajem elementarnej planimetrii nie bedziemy uznawali
za przystajace dwa tréjkagty, ktore nie dadzg sie nasungé jeden na drugi,
choé¢ sg symetryczne, to znaczy dadzy si¢ nalozyé jeden na drugi ruchem
poprzez przestrzen.

Podamy za chwile warunki, ktérym trzeba poddaé liczby rzeczy-
wiste «,y,2, azeby trojke (z,y,2) mozna bylo uwazaé za trojke dlugodei
bokéw trojkata. Biorge wszelkie mozliwe trojki (x,y,2) otrzymamy wszyst-
kie tréjkaty, ale nie kazda tréjka da trdjkat.

Niech tréjka (x,y,2) sklada si¢ z samych réznych liczb i niech bedzie
mozliwe zbudowanie trojkata, w ktérym boki x,y,z nastepuja po sobie
tak jak cyfry I, V i IX na zegarku — umawiamy si¢ rozumieé (x,y,z)
jako symbol tego wlasnie trojkata. Wobee tego symbol (i, 4, &)
oznacza to samo, co symbol (4, &,%), ale co innego niz symbol
(4,4, 5); ten ostatni symbol oznacza mianowicie tréjkat symetry-
czny do tréjkata oznaczonego symbolem (4,14, i), a te dwa tréjkaty
nie sy przystajace. Jezeli dwa tréjkaty sa symetryczne, ale nie przy-
stajace (jak w przykladzie wlasnie podanym), to rysujge je tak, zeby
kolejnoéé bokéw wedlug ich wielkodei malejacej dawala obieg wskazany
przez cyfry I, V,IX na zegarku, pozostaniemy w jednym przypadku



170 H. Steinhaus

w zgodzie z reguly czytania symbolu (x,y,z), w drugim przypadku nie.

Trojkat zgodny nazwiemy prawoskretnym, niezgodny lewoskretnym.
Teraz spiszemy warunki, ktérym poddamy symbole (x,¥,2):

(1) 0<w, 0<y, 0<z,
(2) W+z=x, 24-rz=y, r+y=z,
3)  z+tytz=1.

Bedziemy mowili wylacznie o tréjkach (x,y,2) speliajacych warunki
(1), (2) 1 (3) 1 kazdy geometryezny odpowiednik takiej tréjki uznamy

"4

2;r+y=? ‘\,L”y“

za trojkat, interpretujgc sym-
bol (x,y,2) w sposéb poprzed-

y=12 —_ i?"%'/'{f-w) 3 \Ti_ 7 3(;;;% nio 0pi§any. Tak otrzymamy
LR N\ zupelny przeglad ksztaltow troj-

DN\// ‘ katow Lw planimetrii, gdyz

L \\fl trojki (x,y,2) dostarcza nam

[7A vt wszystkich trojkatow o obwo-

) ‘94., f~_ dach jednostkowych, z postacia-

7 s, “;:'s et mi granieznymi, czyli z trojka-

P \L tami zdegenerowanymi wlgeznie.

(//‘V \2 Wprowadzimy teraz plasz-

/-’ \ czyzne pomocniczg, czyli plasz-
czyzne rysunku zaopatrzong
0 P wosi OX10Y. Na tej plasz-
Hys: 1 ' czyznie kazdy trojkat (z,y,2)

otrzyma obraz (z,y), to jest
punkt o wspdlrzednych (x,y). Z tego obrazu mozna znalezé trojkgt
(x,¥,2), bo (3) daje z=1—ax—y, co pozwala obliczyé¢ 2z, gdy znamy x i y.

Z (1), (2) i (3) wynika, Ze obrazy trojkatéw wypelniajg obszar trdj-
katny 7 o wierzcholkach (0, 3), (4, 4,), (4, 0). Srodek ciezkosei
(bedziemy moéwili kriocej ,,$rodek’) A tego obszaru ma wspolrzedne
3, 1) punkt A jest wiec obrazem trojkata (4, §, ) — obli-
czyliSmy 2 z warunku (3), jak poprzednio wyjasniono. Zatem A jest obra-
zem tréjkata réwnobocznego.

Obrazy tréjkatéw réwnoramiennych lezg na liniach odpow 1a,da.].@cych
warunkom y =z lub z=a, lub x=y. Wobec (3) réwnania tych linii na pla-
szezyZnie pomocniczej sg nastepujace:

(4) 2y tx=1, 2xty=1, x=y.

Linie (4) dzielg obszar T na 6 trojkatow. Dwa z nich skladajg sie na del-
toid 4 o przekatni AB: punkt B ma wspélrzedne (4,3) i jest obra-
zem trojkata (3, 4,0); jest to tréjkat zdegenerowany o dwoch kgtach
prostych i jest zarazem réwnoramienny (o podstawie punktowej) i pro-
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stokatny. Dwa inne wierzchotki deltoidu 4 — nazwiemy je E i E' — 83
dwoma réznymi obrazami jednego trojkata zdegenerowanego (i, i, 1);
jest on tez réwnoramienny o zerowych katach przy podstawach.

Odcinek AB sklada sie z obrazéw trojkatéow réownoramiennych;
dzieli on wnetrze deltoidu 4 na dwa obszary tréjkatne, AEB i AE'B.
Pierwszy z nich zawiera obrazy tréjkatéow lewoskretnych, a drugi obrazy
prawoskretnych. Punkty odcinka AE (i AE’) odpowiadaja tréjkatom
rownoramiennym o kgcie wierzcholkowym co najmniej 60°; ten kat
osigga w A minimum 60° a w E (i w E’) maksimum 180°. Odcinek EB
(i B'B) sklada si¢ z obrazdow trojkatéw zdegenerowanych, to jest takich,
ktoryeh wierzeholki leza na jednej prostej (trojkaty o polu zerowym).

Zauwazmy, ze trojkat pomocniczy T jest rzutem prostopadiym
na plaszezyzne pomocniczg tréjkata R lezacego w przestrzeni. Gdy w O
wystawimy o§ OZ prostopadla do plaszezyzny OXY i przypiszemy troj-
kom (z,y,2) spelniajacym (1), (2) i (3) punkty (z,y,2) przestrzeni karte-
zjanskiej XYZ, wtedy te punkty wypelnig trojkat réwnoboczny £R;
powstaje on z przeciecia plaszezyzny z-+y-+42=1, na ktorej lezy, plasz-
czyznami y-+z=1%, 24+a=% i x+y=}. Tréjkagt R mozna podzieli¢
na trzy deltoidy prostokatne kreslac z jego srodka prostopadle do jego
bokéw; deltoid A jest rzutem prostopadlym na plaszezyzne pomocniezg
jednego z tych trzech deltoidow.

To rozwazanie pokazuje réwnouprawnienie deltoidow skladowych
trojkata R, ktore odpowiada réwnouprawnieniu osi X,Y,Z oraz réwno-
uprawnieniu liezb ,y,2 w warunkach (1), (2) 1 (3). Z niego wynika, Ze
w kazdym deltoidzie znajdziemy obrazy wszystkich mozliwych trojkg-
tow. Wracajge do rysunku stwierdzamy, Zze w A4 mamy juz obrazy wszyst-
kich tréjkatow.

Jak juz wiemy, na bokach EB i EB’ lezg obrazy samych i wszystkich
trojkatow zdegenerowanych; przy tym punktom symetryeznym wazgle-
dem przekatni AB odpowiadajg te same trojkaty zdegenerowane — pa-
mietajmy, ze wsréd tych tréjkatéw nie mozna odréznié¢ lewoskretnych
od prawoskretnych.

Obrazy trojkatéow réwnoramiennych znajdujemy na 4B, na AE
i na AE — tutaj znowu kazdej parze punktow, z ktorych jeden lezy
na AE a drugi na AE' symetrycznie wzgledem AB, odpowiada jeden
i ten sam tréjkat rownoramienny — tu takze nie ma odréznienia skretow.

Trojkgty prostokatne spelniaja co najmniej jeden z warunkow

2 2 2 2 2 2 e 2 2
(5) y+r=x, rtr=y, r+y==.
Po wyrugowaniu zmiennej 2 ze zwigzkow (3) i (5) otrzymamy trzy réownania

6) A—2)A—y)=13, (YH+o)l—2)=14 (+y)(l—y)=4.
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Kazde z rownan (6) daje hiperbole na plaszezyZnie rysunku. Hiperbola
(1—2)(1—vy)=+ nigdzie nie przecina deltoidu 4. Dwie pozostale sa
symetryczne wzgledem AB; jedna z nich przecina FA w D, druga E'A
w D' — kazdy z punktéw D i D’ jest obrazem tego samego trojkgta réwno-
ramiennego i prostokatnego. Czesé deltoidu A zawarta miedzy hiperbo-
lami odpowiada tréjkatom ostrokgtnym, reszta — rozwartokatnym.

Tak wiec deltoid 4 jest jak gdyby mapg wszelkich tréjkatow, a raczej
wszelkich ksztaltéw trojkatnych, bo kazdemu ksztaltowi odpowiada
jaki$ punkt lub dwa punkty nalezace do deltoidu. To odwzorowanie jest
ciggle, gdyz malym zmianom ksztaltu (to jest malym zmianom liczb
x,1y,2) odpowiadaja male przesuniecia punktow-obrazéw na mapie. Nie
jest ono jednak jednoznaczne, bo niektére ksztalty maja dwa obrazy
na mapie. Chege usunaé te wade musimy sklei¢ brzeg AEB deltoidu
z brzegiem AE'B tak, zeby z kazdej pary punktéw polozonych symetry-
cznie wzgledem AB na obu brzegach zrobi¢ jeden punkt — przy tym
wnetrze tréjkata AEB ma nadal pozostaé odréznialne od wnetrza tréj-
kata AE'B. Papierowy model tak zdefiniowanego tworu otrzymuje sie
przez sklejenie wzdliz bokéw dwdch tréojkatéw przystajaeyeh i polo-
zonych na sobie. Gdyby model byl gumowy, wtedy moglibySmy nim
opigé kule; dlatego mowimy, ze jest to twor homeomorficzny ze sferg
(czyli powierzchnig kulistg).

Tym sposobem uzyskaliSmy jednoznaczng i ciggla mape wszystkich
ksztaltéow trojkatnyceh. Mozna na tej mapie umiedei¢ punkt ¥ deltoidu
w biegunie pélmoenym globusa, punkt 4 w poludniowym, tuki hiperbol
(6) na réwniku, na ktérym znajdzie sie punkt B w dlugosci geograficznej 0°,
a punkt D (i D') w dlugodci 180°, tak ze caly brzeg AEBE'A deltoidu
znajdzie sie na poludniku Greenwich (pelnym, tj. zlozonym ze wszystkich
punktéw o dlugodci geograficznej 0°, o dlugoéei 180° i z obu biegunow).
Tak wieec polkula polnocna odpowie tréjkatom rozwartokgtnym, a po-
ludniowa ostrokatnym, wschodnia lewo-, a zachodnia prawoskretnym,
réwnik prostokatnym, a poludnik gléwny réwnoramiennym i zdegenero-
wanym (tym ostatnim odpowie europejska d¢wiartka tego poludnika).

Jak wiadomo, kazdy punkt na sferze ma swojg antypode, czyli punkt
od niego najdalszy. Mozna okrefli¢ relacje ,,punkt ¢ jest antypoda punktu
P i pisaé to w skroceniu Pr@). Ta relacja, czyli zwigzek, jest wzajemna
(inwolucyjna), bo z PrQ wynika QrP, jak czytelnik bez trudnoseci sprawdzi.
Przy tym jest zawsze P+£(Q), gdyv jest PrQ. Zwigzek Pr@ jest ciggly, to
znaczy taki, ze gdy punkt P jest blisko punktu P’, a ich antypodami
82 @ 1 Q', to @ jest blisko @'. Umieszezajgc obrazy ksztaltéw tréjkatnych
na sferycznym globusie ustanowilismy antypodyzm w zbiorze tych ksztal-
téw, to jest zwigzek wzajemny, ciggly i majgcy te wlasnosé, ze zaden
ksztalt nie jest zwigzany sam ze sobg. Jednak to zasadnicze rozwigzanie
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zagadnienia antypodyzmu ksztaltéw trojkatnych jest nieprzejrzyste,
bo model sferyczny prowadzi do przykrych rachunkéw, gdy trzeba na-
prawde danemu tréjkatowi przypisa¢ punkt na globusie, co jest konie-
czne, gdy chcemy wyzyskaé¢ antypodyzm sferyezny. Dlatego wrécimy
do deltoidu i pokazemy, jak mozna bezposrednio na tym modelu ustalié
antypodyzm (ktéry weale nie bedzie zgodny z antypodyzmem znalezie-
nym poprzez mape na globusie).

Tréjkat ABE ma $rodek S. Mozna wypelni¢ wnetrze tréjkata ABE
trojkatami podobnymi do niego i polozonymi podobnie, to jest tak,
zeby kazdy bok byl réwnolegly do odpowiedniego boku tréjkata ABE;
co wiecej, mozna to zrobié tak, zeby wszystkie te tréjkaty ¢ mialy wspolny
srodek w 8. Sam tréjkat ABE tez zaliczymy do gromady tréjkatow ¢,
a takze punkt § mozemy uwazaé za tréjkat ¢ o bokach zerowych (trdj-
katy t lezg na plaszezyZnie pomocniczej — nie odnoszg sie do nich prze-
pisy (1), (2) i (3)). Kazdy punkt P polozony we wnetrzu lub na bokach
trojkata ABE lezy na jakim$ tréjkacie t i tylko na jednym z nich. Prostg
PS8 przedluzamy az do drugiego przeciecia z owym trojkatem t i otrzy-
mujemy punkt @; w przypadku, gdy P=S, uznamy punkt § za szukane
przecigcie i bedzie Q=P. Oznaczamy literag (' punkt symetryczny do ¢
wzgledem ABj; kazdemu P bedzie odpowiadal jednoznacznie jaki§ punkt
Q’ i ta odpowiednio$¢ bedzie ciggla. Jak wiemy, kazdy punkt Z deltoidu
A jest obrazem jakiegos tréojkata ($cislej moéwige, ksztaltu tréjkatnego) —
oznaczymy ten tréjkat ,,Z”. Okreslimy teraz odpowiedniodé (czyli odwzo-
rowanie) przypisujae kazdemu tréjkatowi ,,P” jakis§ trojkat ,,Q"”, a mia-
nowicie tak, zeby punktowi P odpowiadal punkt ¢ w sposéb przed chwilg
opisany. To jest szukany antypodyzm w zbiorze ksztaltow tréjkatnych,
Zacznijmy od dowodu, ze zawsze trojkat ,,P”’ jest rozny od tréjkata ,,Q".
Jest to widoczne od razu dla punktéw P lezacych we wnetrzu ABE (lub
ABE'), bo wtedy Q' lezy we wnetrzu ABE’ (lub ABE), a wigc antypodyzm
przypisuje trojkatom lewoskretnym prawoskretne i na odwrét. Gdy P
lezy na brzegu tréjkata pomocniczego ABE (lub ABE'), Q znajdzie sie
na brzegu ABE (lub ABE’), a wtedy ,,Q"’ bedzie identyczne z ,,Q”, tak
ze antypody trdjkata ,,P” bedzie ,,Q”. Ale punkty P i @ sg rdozne i leig
obydwa na bokach tego samego tréjkata pomocniczego (ABE lub ABE'),
83 przeto obrazami réznych trojkatow ,,P” i ,,0”, wiec teraz takze ,,P”
jest rozme od ,,Q'”.

Teraz wykazemy, ze jezeli punktowi P odpowiada @', to punktowi ¢’
odpowiada P. Wynika to z symetrii wzgledem AB: wystarczy nazwaé
literg P’ punkt symetryczny do P, t' trojkat (na plaszezyznie rysunku)
symetryczny do ¢ i 8’ punkt symetryczny do § i sprawdzié, ze konstrukeja
punktu odpowiadajgcego punktowi ¢’ prowadzi przez P’ do P, czego
nalezato dowiedé,



174 H. Steinhaus

W koincu zauwazmy, ze znaleziona odpowiednios§é ksztaltow troj-
katnych jest ciggla. Rzeczywiscie, odpowiednio$¢ miedzy ksztaltem ,,P”
a jego obrazem P jest ciggla, jak stwierdzilismy po skonstruowaniu mapy
A ksztaltow; odpowiedniosé P-—>Q’ jest tez ciggla; wobec jednoznacznosci
jest ciggla takze odpowiedniodé miedzy ' a ,,Q"” — zlozona z tych trzech
odpowiedniosei ,,P”—P—>Q'->,,Q"" odpowiedniosé ,,P”—,,Q"? jest zatem
takze ciggla. Udowodnilismy, Ze ma ona tez i dwie inne cechy antypo-
dyzmu, a mianowicie wzajemnosé i te wlasnosé, iz zaden ksztalt nie
odpowiada samemu sobie. Jest wiec antypodyzmem.

Jaki wiee trojkat jest antypoda réwnobocznego? Punktowi A odpo-
wiada $rodek € odcinka EB, ¢ ma wspélrzedne z=}, y=1, stad

¢z=14. Szukana antypoda ma ksztalt zdegenerowany (%,1,%), bo jest

=
odeinkiem podzielonym w stosunku 3:4.

Zmaleziony antypodyzm nie jest jedynym mozliwym, ale nie widzimy
prostszego — pozostawiamy czytelnikowi nieszablonowe zadanie okre-
flenia go przez wzory.

Chege uwolnié¢ sie od warunku (3) mozemy zamiast jednej sfery
0 promieniu 1, na ktorej lezg — jak widzieli§my — obrazy trojkatow
0o obwodzie 1, wprowadzi¢ wszystkie sfery koncentryeczne z pierwotng;
kazdy trojkat o obwodzie s otrzyma jako obraz punkt na sferze o pro-
mieniu § — umiescimy go na promienin wiodgcym ze wspélnego srodka M
przez obraz trojkata podobnego do danego i spelniajacego (3) — ten
obraz lezy na pierwotnej sferze. Tak otrzymamy obrazy wszystkich
trojkatow (M bedzie obrazem trojkata o bokach 0,0,0), a ich zbior wy-
pelni caly przestrzen troéjwymiarows. Pamietajmy, Ze sg to obrazy wszyst-
kich tréjkatow lezgeych na wspoélnej plaszezyznie zasadniczej, przy czym
utozsamia sie trojkaty jednej klasy w mysl wywodu wstepnego i odréznia
sie trojkaty o roznych skretach; odwolujemy jednak teraz zastrzezenie
eliminujace wielkosé. Okazuje sie, ze zbiér réznych trojkatow plaskich,
to jest parami nieprzystajacych, da si¢ odwzorowadé jednoznacznie i w spo-
sOb ciggly na przestrzen trojwymiarowg. Wprowadzenie antypodyzmu
wymaga odrzucenia punktu M, to jest trojkata punktowego.

Niech ostatnia nasza uwaga dotyczy innej definicji ksztaltu troj-
katnego: mamy na mysli definicje podobienistwa przez réwnosé odpo-
wiednich katow w tréjkatach podobnych. Ta definicja utozsamia wszyst-
kie ksztalty, ktore maja na rysunku obrazy na odcinku KB lub E’'B,
ale z wyjatkiem ksztaltu majacego obraz w B — to uniemozliwia uzycie
rysunku 1 do analogicznych badan przy nowej definicji. Pozostawia-
my czytelnikowi to zagadnienie, w szezegélnosci zbadanie, czy nowa
definicja dopuszeza antypodyzm ksztattow,
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