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Z. MoroN (Wroclaw)

O prawie-doskonatych rozkladach prostokatow

Rozklad prostokagta na kwadraty nazywa sie doskonaly, gdy wyste-
puja w nim wylgeznie nieprzystajace kwadraty. Gdy niektére z kwa-
dratéw rozkladu sg jednakowe, ale stykaja sie z sobg tylko rézne kwadraty,
wowezas rozklad nosi nazwe prawie doskonalego pierwszego rodzaju.
Tlos¢ wszystkich kwadratow rozkladu nazywa si¢ rzedem, ilodé¢ réznych
kwadratow — stopniem rozkladu.

"W rozkladach doskonalych oeczywiscie rzad rowny jest stopniowi.
Moéwimy, ze rozklad prostokata jest prawie doskonaly drugiego rodzaju,
gdy jednakowe kwadraty mogg si¢ stykaé tylko wierzcholkami; wreszcie,
rozklad jest prawie doskonaty trzeciego rodzaju, gdy przystajace kwadraty
mogg graniczy¢ wzdluz czesci bokdéwy ale nie wzdluz calych bokéw. Po-
dane wyzej pojecia rzedu i stopnia rozeigga si¢ na te nowe rodzaje
rozkladow.

Skonczony zbiér réznych kwadratow nazywa sie bazq, gdy mozna
z niego zbudowaé¢ w sposéb prawie doskonaly, ewentualnie iterujae nie-
ktore kwadraty, prostokat o dowolnym stosunku bhokéw m:n (m i n
catkowite).

Ilog¢ kwadratéw mozliwie najmniej licznej bazy nazywa sie liczbg
bazowq. Oczywidcie nie istnieje baza w dziedzinie rozkladéw doskonalych,
poniewaz z n roznych kwadratow daje sie zbudowaé tylko skonczona
liezba niepodobnych wzajemnie prostokgtéw o bokach wspéimiernych.
Natomiast istniejag bazy w dziedzinie rozkladéw prawie doskonaltych
nawet pierwszego rodzaju. Np. takg bazg moze bhyé zbiér 9 kwadratow
w znanym (zob. [1]) doskonalym rozkladzie o bokach 33 i 32, po-
niewaz dowolny prostokat o bokach wspoélmiernych da sie rozlozyé
na skonezong ilogé prostokgtéw o stosunku bokéw 33:32, a na-
stepnie kazdy =z tych prostokatéw mozemy rozbi¢ na 9 réinych
kwadratow.

Trudniejszg rzeczg jest znalezé liezby bazowe rdéznych rodzajow
rozkladoéw prawie doskonalych, tj. wyznaezy¢ bazy mozliwie najnizszych
stopni. ’
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Glowny rezultat tej pracy podaje nastepujaca tablica:

TABLICA
rozklady prawie doskonale a ; b ¢
trzeciego rodzaju ‘ 4 ‘ + 5
drugiego rodzajn i 5 | 6 6
pierwszego rodzaju f 5 i 6 | 7

« — najnizszy stopien rozkladu pewnego prostokata,
b — majnizszy stopienn rozkladu kwadratu,
¢ — liezba bazowa

1. Rozklady prawie doskonale trzeciego rodzaju. Rysunek 1 przed-
stawia rozklad kwadratu prawie doskonaly trzeciego rodzaju.

Stopien rozkladu wynosi 4, rzad zas$ 17. Nie istnieje prawie doskonaly
rozklad trzeciego rodzaju, ktory by byl stopnia nizszego niz 4. Dwa

rozne kwadraty (co najmniej) muszg by¢ bowiem

4 3 i zewnetrzne, a co najmniej dwa wewnetrzne.
7 Mozna udowodnié, ze rozklad prostokqta o sto-

{ Z 2 sunku bokéw 1:2 musi byé stopnia wyzszeqo niz 4.

S oK ; 3 Istotnie, gdyby w rozkladzie wystepowaly
717 tylko 4 kwadraty, to 2 z nich musialyby byé¢

4 3 4 brzegowe, 2 za$ wewnetrzne; z brzegowych wie-
kszy o boku x, bylby naroznym, mniejszy o bo-

Rys. 1 ku x, — nienaroznym. Bok mniejszego wewne-

trznego niech bedzie réwny x,, wiekszego za$ x,.

Na kwadracie z, mogg byé zbudowane tylko 2 kwadraty i mniejszy
z nich musi siegga¢ dokladnie do wierzcholka kwadratu x,.

X, PR,
XJ a) ) | ¢
X? X,s E— _] J—|
i g -
v Pl |
Rys. 2

Muszg wiee zachodzi¢ rownania

B, =Ty + Ty, Ly =Xy + Ly, &ry Ay =Ly oy

Wynika z nich .o, = ta,, ry= 3w, @ry= 2@,
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Niech przy dluzszym boku prostokata miesci sie p kwadratow mx,
i p—1 kwadratow x,, przy krotszym ¢ kwadratow »; 1 ¢—1 kwadratow
Ty; Mmamy

polw—lim ZUpiop-d) ip—d

gg:r:l—l—-(q—--l)m2 - ,(4q + 3q — 3) ~ Mg==§"

Stad Tp—3=14¢—6, 3=14¢—Tp=T7(2¢—p), lieczba 3 bylaby zatem
podzielna przez 7.

Prostokgt o bokach 2 i 1 nie rozklada
sie wiee w sposob prawie doskonaly na 4 kwa- 5 . 6
draty. 1

Natomiast kazdy prostokat o bokach wspoi- 7
miernych rozklada sie prawie doskonale 6 5
na kwadraty o stosunku bokéw  1:3:4:5:6,
czyli liczba bazowa rozkltadow trzeciego rodzaju

jest ro6wna 5. Wynika to z rysunkéw 3 i 4. Rys. 3
4 4 P
? B £ 6 ’ 6
f 3 [ 4 7 .
f 3 1 ; 7
¢ 4 < 4 5 4 5
5 4 5 5 p . 5 4 i
{ 7 7
3
6 f ol b
6 6
41 7 4 £ i | 5
Rys. 4

2. Rozklady prawie doskonale drugiego rodzaju. Rysunek 3
podaje prawie doskonaty rozklad stopnia pigtego prostokata o bokach
15 i 11. Rozklad ten jest pierwszego rodzaju, wige tym samym réwniez
drugiego rodzaju. Mozna udowodnié, Ze nie istnieje zaden prawie dosko-
naly rozklad drugiego rodzaju, ktory bylby stopnia nizszego niz 5.
Dowéd pomijam.

Rysunek 5 podaje prawie doskonaly rozklad kwadratu na 6 réznych
kwadratéw. Rozklad jest nawet rodzaju pierwszego, wiec rowniez dru-
giego. Stopien rozkladu jest rowny 6, rzad 21. Dowdd, ze ten rozklad
Rocznik! P.T.M.-Wiadomoéci Matematyczne I 12
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jest mozliwie najnizszego stopnia, jako uecigzliwy i wymagajacy rozpatry-
wania roznych przypadkow, pomijam.

-
4 5 3 4 - Liezbg ba;z'm\'q, rozkladow drugiego rodzaju
— FRE jest 6. Pokazuje to rysunek 6.

315 5 7 prostokatéw o stosunku bokéw 26:11
6 mozna zbudowaé¢ kazdy prostokat o bokach
5 7 wspélmiernych, kazdy za$ prostokgt o bo-
7 9| kach 26 i 11 mozna zlozyé z 6 kwadratow
7.2 i przy tym zadne kwadraty kongruentne nie
4 5 4 i .
3 graniczg z sobg w ogole, a kwadraty o boku 11
graniczg co najwyzej wierzcholkami. '
Rys. 5
4 4
6 5 6 &
f [
11 ; 3 1 4 3
5 4 -6 5 4 &
4
5 1% 6 5 6
! 3 ff ! 3 ff
1
6 1,15 6 14138
Rys. 6

3. Rozklady prawie doskonale pierwszego rodzaju. Jak juz
wspomnialem, prostokat o bokach 15 i 11 ma prawie doskonaly rozklad
pierwszego rodzaju stopnia 5, rzedu 9. Prostokat ten jest przedsta-
wiony na rysunku 3. Latwo udowodnié, ze nie istnieje zaden prawie
doskonaly rozklad pierwszego rodzaju, ktory bylby nizszego stopnia
niz 5 lub nizszego rzedu niz 9. Ten ostatni dowod przeprowadza sie me-
toda sieci elektrycznych. Poniewaz wymagaloby to wprowadzenia wielu
nowych pojeé, dowdd ten pomijam.

Rysunek 5 podaje prawie doskonaly rozklad kwadratu. Rozklad ten
jest pierwszego rodzaju, stopnia 6-ego. Mozna ndowodnié, ze nie istnieje
zaden rozklad kwadratu stopnia nizszego niz 6. 1 ten dowod — jako bardzo
ucigzliwy — pomijam.

TWIERDZENIE. Bazq rozkladow pierwszego rodzaju jest zbior zlodony
2 7 kwadratow o bokach 1,3, 4, 5, 6, 11, 15. Baza ta jest wiee stopnia siod-
meyo.

Dowoéd. Rysunek 7 pokazuje, ze z tych kwadratéw daje sie w spo-
s6b prawie doskonaly zbudowaé¢ kwadrat o boku 26. Rozklad ten jest
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20-ego rzedu. Kazdy prostokat o bokach wspélmiernych daje sie roz-
lozyé na pewng ilosé jednakowych kwadratéow, a kazdy z tych kwadra-
téw mozna pokryé w sposob podany na
rysunku 7 dwudziestoma kwadratami,
z ktorych tylko 7 jest réznych, przy 6 5
czym réowne kwadraty nie beda z sobg 7
graniczyly. W wierzcholtkach tych jedna- 15 4 13| 4
kowych kwadratéw (punktach krato- L
wych) bedg si¢ stykaly same réine 5 b
kwadraty, poniewaz w rozkladzie z ry-
sunku 7 wystepujg 4 rézne kwadraciki 5| 4
wierzcholkowe: 5,6, 11 i 15. Rozklad g
kwadratu podany na rysunku 5 nie na-
daje sie jako baza, poniewaz kwadra- 6 4 5
ciki wierzcholkowe s3 jednakowe.
Mozna wreszeie udowodnié, ze nie Rys. 7

istnieje baza stopnia nizszego niz 7, '

lecz dowdd bylby bardzo diugi, gdyz wymagalby rozwigzania az 13
roznych przypadkéw., Byé moze dowéd metodg sieci elektryeznych
bylby nieco krotszy.

¢ Praca cytowana

[1]1 Z. Moroii, O rozkladach prostokqiéw na nieréwne kwadraty, Roezniki P.T.M.,
seria II, Wiadomosei Matematyezne 1 (1955), str. 75-94,
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