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S. Kurnczyckl (Warszawa)
O wykladzie habilitacyjnym Riemanna

Odezyt wygloszony na posiedzeniu Oddzialu Warszawskiego
Polskiego Towarzystwa Matematycznego 11 czerweca 1954

Wyklad Riemanna O hipotezach, na ktérych opiera sig geometria,
powstal w charakterystycznych okolicznodciach, ktore krétko przedsta-
wimy, albowiem wyjasniaja one geneze wielu mysli wykladu. Riemann
wstapil na uniwersytet majgc lat 194, Przez pierwsze trzy lata shuchal
w Getyndze i Berlinie wykladéw matematyki Gaussa, Sterna, Jacobiego,
Dirichleta. Nadzwyczaj niedmialy, nie byl, jak sie zdaje, w tym czasie
specjalnie wyrdzniony, aczkolwiek Stern zapewnial w 25 lat pdiniej,
ze ,,Riemann juz wtedy Spiewal jak kanarek”.

W 4, 51 6 roku swych studiow zatopil sie Riemann w fizyce, z zapa-
lem sluchat wykladow fizyki doswiadezalnej i -przerabiat ¢wiczenia labo-
ratoryjne, choé¢ odciggalo go to od pracy nad dysertacjy doktorsky, ktorg
zlozyl dopiero pod koniec széstego roku studiow majac lat 25. Obyczajem
dawnyech uniwersytetow niemieckich doktorant przedstawial przed egza-
minem ustnym tezy stanowigce owoc jego samodzielnyeh rozmyslan
i obrona wypowiedzianych w nich pogladéw byla czescig skladowg egza-
minu, W papierach Riemanna zachowal sie projekt zlozonych przez
niego tez. Brzmialy one:

1. Nie ma zadnych ,,fluidéw” magnetycznych.

2. ,,Induction in curved lines” Faradaya nie da si¢ utrzymadé.

3. Bez szkody dla ogélno$ci moze rachunek roézniczkowy poprze-
dzaé analize.

4. Wahadlo rewersyjne nie jest najbardziej odpowiednim srodkiem
wyznaczania dlugodci wahadla.

5. Nauka o zachowaniu sily nie jest jeszcze dostatecznie uzasadniona
przez doswiadczenie.

6. Pojecie napiecia nie zostalo dotychezas ujete w nauce o elektry-
cznosel z potrzebna precyzja.

Tylko jedna z tych tez ma zwigzek z matematykg i nic w niej nie
zdradza autora jednoczednie zlozonej znamienitej rozprawy Podstawy



O wykladzie habilitacyjnym Riemanna 181

ogdlnej teorii funkeji zmiennej zespolonej, w ktérej to rozprawie zostato
stworzone pojecie powierzchni Riemanna i funkeji na niej okreslonej.
Pozostale tezy maja bez wyjatku charakter krytyczny i §wiadezg swoja
problematyka, ze zainteresowania naukowe Riemanna skupialy sie w owym
czasie niemal wylgeznie na zagadnieniach fizyki. Pochlonely go one po
zdaniu doktoratu jeszcze silniej; poszukiwatl teorii, ktéra by objela w jedna
calosé zjawiska elektryczne, §wietlne i grawitacyjne, i tudzil sie chwilowo,
#e mu sie udalo osiggnaé cel. Zatopil sie w pracy do tego stopnia, ze zapadtl
na zdrowiu — pisat do brata: ,,Zaniemoglem czesciowo wskutek nie-
ustannego przebywania w pokoju, czedciowo wskutek nadmiernego roz-
myslania”. Zajecia te odwlokly Riemanna od pisania pracy habilitacyjnej,
ktorg ukonezyl jak gdyby mimochodem, po czym powinien byl, w mysl
Owezesnych przepiséw, wyglosié przed . Kolegium profesorskim tzw.
wyktad prébuy (Probevorlesung) na jeden z trzech tematéw wybranych
przez siebie. ;

Riemann zaproponowal nastepujace tematy:

1. Historia zagadnienia przedstawialno$ci funkeji przez szereg trygo-
nometryezny.

Byloby to powtorzenie pierwszego rozdzialu jego rozprawy habi-
litacyjnej. , ’

2. 0 rozwiqzaniu ukladu 2 réwnan stopnia drugiego z 2 niewiadomymi.

Dziwi nas obecnie, z¢ kandydat na docenta nie zawahal sie zapro-
ponowaé¢ tak elementarnej, wrecz szkolnej kwestii. Jest to znamienne
dla bezpretensjonalnodei charakteru Riemanna.

3. O hipotezach, na ktorych opiera si¢ geometria.

Riemann pisal do brata, ze mial przygotowane dwa pierwsze tematy,
ale poniewaz Gauss wybral trzeei, wiee jest w powaznym klopocie, musi
bowiem temat opracowaé¢ od poczgtku. Jednakze odkladal te robote
7 miesigea na miesige, poniewaz jak donosil bratu, nie mégl sie oderwadé
od dociekan tizycznych. Wreszcie w dwa tygodnie po Wielkanoey 1854 r.
zasiadl do przygotowania odezyfu i po pigein czy szedciu tygodniach
rzecz zakonczyl. Niewgtpliwie niejedna z mysli rozwinietych w odezycie
wylonila si¢ w trakcie rozwazan nad ,,filozofig przyrody”; zaczatki innych
kielkowaly w glowie Riemanna wezesniej — juz przy pisaniu rozprawy
doktorskiej — niemniej jednak droga od nich do ostatecznych, doj-
rzatych ujeé byla daleka i ogarnia nas zdumienie, gdy sie dowiadujemy,
ze odezyt o podstawach geometrii z jego bogactwem mysli i jasnoscig
sformulowan powstal w ciggu zaledwie szedciu tygodni. Jest to chyba
najwieksza ,,eksplozja natchnienia’” zanotowana w historii matematyki.

Odeczyt odbyt sie 10 czerwca 1854 r. Profesorowie Wydzialu Filo-
zoficznego prawdopodobnie niewiele pojeli, ale Gauss byt bardzo poruszony



182 S. Kulezyeki

glebokoscia koncepeji Riemanna i dal temu wyraz w rozmowie z We-
berem?!). Tym wiecej zdumiewa, tym trudniej jest nam dzi§ pojgé, ze
Riemann nie oglosil swego odezytu czy to w tekdcie pierwotnym, czy
w postaci szerzej rozwinietej; ukazat sie on w druku kilkanageie lat po-
#niej — juz po S$mierci Riemanna. Czym to wytlumaczyé¢? Niewatpliwie
Riemann nie przypisywal swemfi odezytowi tej naukowej doniostodci,
jaka ma on dla nas; mysli odezytu byly dla niego — powrécimy do tego
przy korieu — przygrywka do zamierzen rozleglejszych, do absorbuja-
cych go niepodzielnie prob zbudowania wszechobejmujacej teorii elektry-
cznofci, $wiatla i ciazenia, préb, ktére nie zostaly uwieniczone powodzeniem.
W czasach pézniejszych ogloszono niektére odnoszace sie do nich notatki
Riemanna i Sommerfeld w artykule w Encyklopedii Nauk Matematy-
cznych upatruje w nich zapowiedZ teorii maxwellowskich. Musze si¢
przyznaé, ze nie umialem tego dostrzec czytajac te rozprawki, ktore
wydaly mi sie malo istotne. Przedziwne sg koleje umystéow ludzkich:
Riemanna, obdarzonego niemal jasnowidzeniem matematycznym, po-
ciaggala przede wszystkim fizyka, w ktérej nie dano mu bylo. nic wiel-
kiego dokonad, ale do ktérej nieustannie powracal (réwniez w wykladach,
z ktorych 609, tyczylo sie fizyki teoretycznej), podwiecajac jej ogromng
czes$é swego czasu i wysilkow. Przypomina sie Newton i jego uporczywe
dociekania chemiczne czy alchemiczne.

Po tyeh uwagach biograficznych zwréce sie do omodwienia tresci
odezytu i postaram sie pokazaé, do jakiego stopnia idee Riemanna zacho-
waly zywotno$é we wspolezesnej matematyce. Odezyt byl wygloszony
przed audytorium niefachowym. Riemann przedstawial bieg rozumowan
w formie slownej nie precyzujac wielu szczegéléw i unikajae uzywania
aparatu matematycznego. Przedsigwzigecie ndalo mu sie w zupelnodci;
idee przewodnie wystepuja do tego stopnia jasno i wypukle, ze wszystkie
potrzebne rachunki mogg byé bez trudu odtworzone i zostaly odtworzone:
po ogloszeniu odezytu posypaly sie prace rozwijajgce temat szczegdlowo.

Mozna podzieli¢ zagadnienia omawiane w odezycie na: 1° topolo-
giczne, 2° rézniczkowo-geometryczne, 3° elementarno-geometryczne, 4° fi-
zyczne.

Zaczne od pierwszych.

Riemann wprowadza najpierw ogélne pojecie przestrzeni topologi-
cznej nazywajac ja ausgedehnte Mannigfaltigkeit, co mozna by przelozy¢:
rozeiqglosé. Tekst, zwrécony do nie-matematykow, nie zawiera dokladnej
definicji, ale podane przyklady nie pozostawiaja watpliwosci co do in-
tencji Riemanna. Jest mowa o przestrzeni funkeyj okreslonych w pe-
wnym obszarze, o przestrzeni krzywych zamknietych, a takze o prze-

1) W. Weber byl profesorem fizyki w Getyndze.
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strzeni.barw. Ta ostatnia rozwazana byla za Riemannem przez Helmhol-
tza. Element ,,rozcigglosei”, a wiec np. funkeja, nazywany jest punktem
rozeiqglosci. Rozcigglo$é charakteryzowana jest — stosujac obecng ter-
minologie — na podstawie pojeecia otoczenia. Riemann wprawdzie mowi
0 ,,malej”’ zmianie danego elementu przestrzeni, ale nie nalezy uwazac
tego za korzystanie z pojeé¢ metrycznych, albowiem zastrzega si¢ wy-
raznie — jest to nawet jedna z przewodnich my$li — ze (eytuje doslo-
whnie) ,,stosunki rozeigglosci powinny by¢é oddzielone od stosunkéw me-
trycznych” i ze ,,badania rozeigglosci hiezaleZnie od ich metryki powinny
stanowi¢ osobny dzial nauki”. Tak postawiwszy definicje rozcigglosei
Riemann zdal sobie sprawe z koniecznosei zdefiniowania jej wymiaru.
Nie dziwnego, nie jest weale oczywiste, ile wymiaréw ma przestrzeni barw.
Okresla najpierw przestrzen jednowymiarowg, a nastepnie rekurencyjnie
n-wymiarowg; zauwaza przy tym, ze istniejy przestrzenie o nieskoriezonej
iloci wymiarow. Nie przytocze tekstu definicji; wazne bowiem wydaje
mi si¢ glownie to, ze Riemann dostrzegl potrzebe zdefiniowania ilosei
wymiaréw przestrzeni w ramach teorii topologicznej.

Przyzwyczajeni do dzisiejszego stanu wiedzy nie odezuwamy moze,
jak wielkiej trzeba bylo niezaleznosci umyslowej, zeby sto lat temu utwo-
rzy¢ tak szerokie pojecie rozeigglosei, zeby uznaé¢ dalej, iz przestrzen
fizyczna, w ktorej 'Zyjcmy, jest bardzo szezegélnym przypadkiem ,,roz-
cigglosei”, siostrzyca przestrzeni barw, a ponadto zeby oswiadezyé, ze ,,nie-
opracowanie teorii rozcigglosei stanowi jedng z przyezyn istniejgcych
niejasnosci w budowie geometrii elementarnej”.

Minelo bodaj lat pieédziesiat zanim my£li Riemanna zostaly podjete
na nowo, przy czym nie zawsze wspomina si¢ Riemanna: np. artykuly
Rosenthala-Zorettiego, Tietzego 1 Vietorisa w Eneyklopedii Nauk
Matematycznych nie wzmiankujg o nim.

Dalszy cigg odezytu omawia zagadnienia metryeczne. Wyjatek sta-
nowi kilka zadziwiajgcych zdan o strukturze przestrzeni empirycznej,
ktore przytocze doslownie, sa to bowiem jedyne mysli Riemanna, ktore
nie wywolaly, jak dotad, reperkusji naukowych.

Riemann powiada najpierw, ze mozna by sobie wyobrazi¢, iz stosunki
geometryezne w obszarach nieskoliezenie malych nie ezynig zadosé zwy-
klym postulatom geometrii, a kilka wierszy dalej uwaza za mozliwe, iz
nrzeczywistosé bedgca Zrodlem idei przestrzeni” jest ,.eine diskrete Man-
nigfaltigkeit””, co oddatbym po polsku: mnoegoscia niepodzielnych czastek.
Oczywiscie chodzi tutaj nie o niepodzielnosé fizyczng, lecz o niepodziel-
nosé geometryezng. Riemann dopuszeza mozliwosé skonstruowania ta-
kiego systemu geometrii, ktory by obywal sie bez pojecia punktu i nie
zakladal nieograniczonej podzielnosei. Uwaga jest luzna i nie wiadomo,
co ja wywolato. Byé moze analiza krytyczna teorii atomowych — widzie-
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liémy w tezach doktorskich, jak bardzo Riemann byl sklonny do takiej
analizy. Nie da sie zaprzeczyé, ze te teorie — obecnie powiedzialoby sie
teorie jader — spoczywaja na podstawach pojeciowo kruchyeh. Mowi
sie. w nich o odleglodciach punktéw wewngtrz-jadrowych, stosuje si¢
rozmaite twierdzenia geometrii, a przeecieZ nie ma ani praktycznych, ani
mys$lowych eksperymentéw, ktére by pozwolily wyznaczaé¢ te odleglosei.
Rozumowania sg oparte w znacznej mierze na fikcjach i trudno sie dzi-
wié, ze doprowadzaja niejednokrotnie do sprzecznodei.

Wypowiedzialem przed chwila swoje osobiste domysly i nie moge
zareczyé, czy odzwierciedlaja one Zrdodla, z ktéryeh wyplynela przyto-
czona opinia Riemanna, ale wydaje mi si¢ to dosé prawdopodobne.

PrzejdZzmy teraz do ,,rézniczkowo-geometryecznej” czedei odezytu.
Przedmiotem jej jest wprowadzenie metryki do przestrzeni n-wymiaro-
wej. Nadmienimy, ze pojecie takiej przestrzeni bylo wowezas nowe. Rie-
mann wlada nim z pelna swoboda. Zaklada, ze przestrzen ta jest od-
wzorowana w sposob jednoznaczny i eiggly na pewien obszar wspélrzed-
nych rzeczywistyeh a,,...,a, i za gldéwne zagadnienie uwaza znalezienie
warunkow dostatecznych do ustalenia w tej przestrzeni stosunkdéw mia-
rowych. W geometrii euklidesowej osiaga sie¢ to przez wprowadzenie
pojecia odleglosei dwoch punktow.

Zasadniczym krokiem Riemanna jest rezygnacja z pojecia odleglosci
dwéch dowolnych punktéow jako fundamentu i oparcie metryki na po-
stulacie, iz kazda linia ma mieé¢ dlugo$é. Riemann zastrzega sie tutaj
explicite, ze my§&li o linii przedstawionej réwnaniami parametrycznymi
r=f(t) (1=1,2,...,nm), gdzie funkecje f;({) maja pierwsze pochodne
ciggle. Zalozona jest addytywnosé dlugosei i wyznaczanie dlugodcei linii
sprowadza sig, jak moéwi Riemann, do podania wzoru na rézniczke tuku
krzywej w zaleznodei od wspolrzednych @,,a,,...,2, oraz réiniczek
dxy,dxy, ..., do,: ‘

(1) As=f(Xy,@ay... &30y ,dDy,...,dx,), gdzie dx;=f;(t)di.

Przestawienie definicji z pojecia integralnego odleglosei dwdch dowol-
nych punktéw na pojecie infinitezymalne odleglosei dwéeh punktow
nieskonczenie bliskich bylo $mialym rozszerzeniem koncepeji Gaussa
z jego Disquisitiones circa superficies curvas. W rozprawie tej Gauss
wprowadzil na danej powierzchni dwie wspélrzedne krzywoliniowe @, i x,
i rozpatrywal dowolng krzywa na powierzehni. Rézniczka ds luku krzy-
wej wyrazala si¢ wzorem

(2) ds® = gy, dacf + 2q dw, divy + gpy dj, Gir= Gir (%1, %3) 5

z badania tego wzoru Gauss wysnul rozmaite wilasnodei powierzchni,
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Zauwazmy, ze ten wzor nie jest bynajmniej u Gaussa definicja roz-
niczki ds, lecz twierdzeniem o niej uzasadnionym na podstawie geometrii
euklidesowej, gdyz ds jest odleglodeia dwdeh punktow nieskonezenie
bliskich zwyklej przestrzeni. Riemann rzecz odwrodcilt uznajae wzor (2),
czy tez ogdlniejszy od niego wzoér (1), za definicje rdzniczki luku powzigta
a priori. Nie ma wiec mowy o jakimkolwiek opieraniu sie na geometrii
euklidesowej, ktora moze by¢ otrzymana przez specjalny wybdr funkeji f
i nie posiada monopolun na ,,prawdziwe” odtwarzanie rzeczywistosei.
Funkeja f jest w zasadzie dowolna, Riemann poddaje ja jedynie warun-
kowi, by byla funkeja jednorodng parzysta stopnia pierwszego wzgledem
dzy,...,dr,, tj. by

.

() Fl1yay. oy Rty Kl oy R V= K1 [y oy 3 Oy g ],

powiada bowiem: ,Jezeli wszystkie dr powiekszy¢ pewng ilosé razy,
to ds powiekszy sie te samg ilogé razy”.

Wybér funkeji f moglby byé dokonany bardzo rozmaicie. W prze-
strzeni dwuwymiarowe] mozna by obraé postaé (2), ale rowniez postacie

; 5 .
4) de=VTATAR Wb e -l/.ﬁfr'i’fiffﬁf{v‘??_;t dey |

_ da’+ das

Riemann wspoinina o takich mozliwoseiach, ale poddaje blizszemu
rozwazaniu tylko przypadek, w ktérym ds® jest formg kwadratowg okre-
flong rézniczek wspolrzednych:

(9) ds* = %: G ey, Gi= (D, 0yy. 000 0).

ik

" Riemann odczuwal potrzebe usprawiedliwienia tego wyboru, ktory sie
‘przeciez bynajmniej nie narzuea, i przytoczyl szereg argumentow, ale
juz ich ilo$é¢ Swiadezy, ze nie uwazal zadnego za calkowicie przekony-
wajacy. Przyznal tez w dopisku przy spisie tresei, ze sprawa rozmaitych
wyboréw funkeji f zostala potraktowana w sposéb wysoce niepelny,
ale nie rokowal badaniom nad innymi niz (5) ksztaltami owej funkeji
ciekawszych rezultatow.

Dopiero w czasach stosunkowo niedawnych, w 1918 r., podjeto
dokladniejsze badania nad przestrzeniami, w ktoérych ds jest dane przez
wzor ogolny (3), a ktére nazwano przestrzeniami Finslera, choé pierwszy
ich pomyst pochodzi od Riemanna. Chodzilo przy tym o odrdznienie ich
od przestrzeni, w ktorych ds® jest formg kwadratows rézniczek wspdl-
rzednych, tj. od tzw. przestrzeni Riemanna. Finsler nalozyt na funkeje f
pewne dodatkowe warunki, zazgdal mianowicie, by istnialy linie naj-
krétsze, tj. by ekstremale zagadnienia wariacyjnego

(6) 0 | ds==0
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istotnie realizowaly minimum. Zachodzi to, gdy hiperpowierzehnia
flay,@ey..y 0y, day,day, ... dr,) = const,

gdzie zmiennymi sg da,,dr,,...,dz,, jest wypukla. W przypadku prze-
strzeni Riemanna hiperpowierzchnia ta jest elipsoida, z czego wynika,
ze w nieskonczenie malym sasiedztwie kazdego punktu obowigzuje geo-
metria euklidesowa, co dla ogélnyeh przestrzeni Finslera nie jest prawda.

Badania przestrzeni Finslera dotychezas byly prowadzone prze-
waznie z punktu widzenia ich podobienstwa do przestrzeni Riemanna;
chodzilo w tych badaniach o wnikniecia w to, co sie ostoi w geometrii,
jezeli zalozy¢ jedynie istnienie linii prostych jako najkrotszych drog.
Sam Finsler zdefiniowatl np. w pewien sposéb kgt miedzy kierunkami
p i ¢ i pokazal, ze jest on w ogélnosci rézny od kgta kierunku ¢ z kierun-
kiem p, ten sam za$ jedynie w przestrzeni Riemanna. Geometria Finslera
traktowana z tego stanowiska jest niejako odbiciem w krzywym zwier-
ciadle geometrii Riemanna: szukano w nim znajomych ryséw, mniej
moze interesowano sie tym, co jest w niej nowego, jej wlasciwego. Z tego
wzgledu seeptycyzm Riemanna okazal sie, jak dotad, w pewnej mierze
uzasadniony.

Nie scharakteryzowalbym nalezycie zasiegu mysli Riemanna, gdy-
bym nie powiedzial, czego ona nie objela, choé lezato to w kregu jej ana-
lizy krytycznej, a co zostalo dostrzezone przez Weyla. Na mocy wzoru (5)
obowigazuje w nieskoliczenie malym otoczeniu punktu P geometria Eukli-
desa. Kazdemu wektorowi o skladowych d,,dr,,...,dr, podporzgdko-
wana jest pewna liczba, jego miara. Jaka przy tym jest jednostka miary,
nie gra to w geometrii zadnej roli, twierdzenia geometrii sa od tego nie-
zalezne, W sasiedztwie innego punktu ¢ sytuacja jest analogiczna. Weyl
zauwaza, ze dobor jednostki miary mogiby byé¢ inny w punkeie @ niz
w punkecie P. Empirycznie rzeczy ujmujac, mozna by przyjaé, ze wzo-
rzec dlugosei ulega przy przenoszeniu go z P do @ np. wydluZeniu. Nie-
jeden czytelnik zaoponuje tutaj i wskaze, ze obserwator dokonywujgcy
pomiaréw w @ nie ma sposobu dostrzezenia tego. Nalezaloby przyzhaé
mu shusznodé, gdyby deformacja wzorca nie zalezala od perypetii jego
podrozy z P do . Gdyby jednakze byla ona nie taka sama na réznych
drogach wiodgeych z P do (), obserwator musiatby to spostrzec. Ot6z
Weyl kierowal si¢ myélyg fizyezng, ze deformacja wzorca moze byé naste-
pstwem oddzialywania na ten wzorzeec pola elektromagnetycznego,
w ktorym sie 6w wzorzec porusza, ze zatem zalezy od jego drogi i stanu
pola w punktach tej drogi. Matematycznie rzecz ujmujge dlugosé wek-
tora | doznaje — wskutek zmiany jednostki miary — na drodze prze-
bywanej dw,,dr,,...,dr, pewnego przyrostu dl. Przyrost ten jest oczy-
widcie proporcjonalny do ! i zalezy od tej drogi i od wartodei funkeji
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13§55 1qn, charakteryzujaeyeh stan pola w punktach drogi. Weyl
zaklada, ze '
dl==l(g,de,+ @odry+ ...+ @pdr,).

Wzor ujmuje zmiennodé¢ dlugosei wektora, gdy jego poczatek poru-
sza sig. Dlugodei réznych wektoréow wychodzgeyeh z jednego punktu
poréwnywa sie na moey wzoru (5). Stosunki miarowe przestrzeni zaleig
zatem, wedlug Weyla, od dowolnych funkeji ¢y (i,k=1,2,...,n) i od
dowolnych funkeji ¢; (i=1,2,...,n). Teoria Weyla moze byé¢ uwazana
za konsekwentne uogélnienie geometrii Riemanna na gruncie jej me-
tryezno-rézniczkowych koneepeji. Data ona impuls do szybkiego rozwoju
geometrii rozniczkowej, ktéry wykroczyl poza wyobrazenia metryczne
dominujace 1 Riemanna. W réwnaniach linii geodezyjnych przestrzeni
Riemanna figurujg wspoélezynniki

= i 1 [ Ogy i
(7) f.ki:.)( £ T L

" a?ﬂ)
1

or,  day, dux;

u Weyla przybywajg skladniki zalezne od funkeji ¢;. Wylonil si¢ problem
takiego dalszego uogdlnienia geometrii, aby funkcje I" mogly sie stac
w pewnym stopniu dowolne. Nie bylo to mozliwe w zakresie teorii metry-
eznych i wyobrazenia linii prostej jako najkroétszej drogi, ale ndalo sie
przy traktowaniu linii prostej jako linii o stalym kierunku, tzn. w zakre-
sie wyobrazen gegmetrii afinicznej, obeych odezytowi Riemanna, do kto-
Tego powrdce obecnie.

Postawiwszy zagadnienie zbudowania geometrii opartej na definicji
(5) znalazt si¢ Riemann na terenie Gaussa z tg riéznicg, ze Gauss mial
do czynienia z formg rézniczkowyg dwdéch zmiennych, Riemann za$ z for-
mg »n zmiennych. Natrafiamy tutaj wielka ilo$é przypadkéw. Naj-
prostszy z nich jest ten, w ktérym forma ds® przybiera przy wprowadzeniu
pewnych nowych zmiennyeh ¥,,v,,...,%, postaé

dyi+ dyz+ ...+ dy.

Takg przestrzen nazywa Riemann plaskg, w jej skoniczonym obszarze
obowigzuje geometria FKuklidesa. W dalszym eciggu Riemann pisze: ,,Dla
uzyskania lepszego przegladu istotnych cech przestrzeni, ktorych ds*
jest przedstawiona wzorem (5), nalezy uwolnié¢ sie od cech przypadkowych
spowodowanych przez wybdr wspdlrzednych’. Obecnie osigga sie ten
cel najezedciej przez operowanie pojeciami niezmienniczymi wobec zmiany
ukladow wspoélrzednych i sam Riemann poszedl ta drogag w drugiej czesci
swej podzniejszej pracy, przeslanej na Konkurs Akademii Paryskiej
w 1861 r.: Commentatio mathematica, qua respondere tentatur quaestioni
ab Ill. Academia Parisiensi propositac. W odezycie swym jednak wybral
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sposob postepowania mmniej formalny. Pokazal mianowicie, ze mozZna
tak obra¢ nowe zmienne y,,%,...,¥,, azeby linie geodezyjne wycho-
dzgce z danego punktu A mialy réwnania liniowe

Y=t (i=1,2,...,n; t — paramefr)
dajgce dla t= 0 wspéhzedne (0,0,...) punktu 4 i zeby przy tym element
8) A5 = 3 gy )
przybieral w punkeie 4 postac
(9) ds* = Z ay;.

Takie wspolrzedne nazywa si¢ obeenie normalnymi w punkeie A. Ich
uzyeie zastepuje poslugiwanie sie pojeciami o charakterze niezmienni-
czym, na przyklad tzw. rézniczkowanie kowariantne w punkcie A nie
jest miczym innym, jak wyznaczaniem pochodnych wzgledem wspol-
rzednych normalnych w punkeie 4, a tzw. przesunigcie réwnolegle wektora
(Levi-Civita) jest to po prostu rozpatrywanie wektoréw w sgsiedztwie
punktu A majgcych jednakowe skladowe w ukladzie wspélrzednych
normalnych. Taka definicja przesuniecia réwnoleglego wydaje si¢ naj-
lepiej tlumaczyé nazwe. Rzecz dziwna, Ze przez dziesigtki lat nie dostrze-
gano calej uzytecznosci wspélrzednyech normalnych. Znaczenie ich siega
jednak dalej. Doktryna geometryczna, rozwinieta w latach 20 i 30 obe-
enego stulecia przez Veblena i innych pod nazwg geometry of paths (geo-
metria drog), opiera sie, jako na jednym z fundamentéw, na opisanym
tutaj pieknym pomysle wspolrzednych normalnych. Tak to w rozmaitych
dzialach nauki spotykamy echa odezytu Riemanna.

Po dygresji wracamy do elementu (8) i zauwazamy, Ze funkcje gy
zmiennych ¥ i ich pochodne powinny spelniaé szereg warunkéw latwych
do ustalenia, jezeli owe wspolrzedne ¥,,%,...,9, maja byé normalne
w A. Np. powinny zachodzié¢ réwnosei

azgik _ azgﬂﬁ
0.0y Y0y

Mg to ten skutek, ze w rozwinieciu funkeyj g, W szeregi potegowe nie-
ktére wspélezynniki otrzymanych szeregéw sg réwne. Jezeli zatem pod-
stawimy te rozwiniecia do wzoru (8) na ds® i uporzgdkujemy je wedhig
rosngcych poteg zmiennych ¥, to niektére wyrazy bedg mialty réwne wsp6l-

) Uzywamy tu tych samych liter g, co we wzorze (5), ale ma sig rozumiec,
oznaczaja one tu inne funkcje.
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czynniki i bedzie mozna polaczyé owe wyrazy wynoszgce wspoélezynniki
przed nawias. W rezultacie otrzymamy

(10) dsz,—.:d’ny,— dy§++(jyi+ w,

gdzie

(11) TR | 2 Rt o (9:8Y5— Y2 Q92) (Y @y — Y5 Ay + - -
ik,ap

gdzie po znaku -+ nastepuja wyrazy trzeciego i wyzszych stopni wzgle-
dem zmiennych y, a Ry, oznaczajg stale wspolezynniki, mianowicie
wartosei przyjmowane w punkecie A przez wyrazenia

; ( Pgia | Coip _ Vs azg“i’-)

12 e il = o=
(12) 2\0y, 0y,  0yi0y, O0yx0y, Y0y,

W odezycie swym Riemann nie napisal wzoru (11), lecz powiedzial
krétko, ze o jest formg kwadratowg wielkosei y; dyr— vy dy; (4,k=1,2,...,n).
Wielko$¢é y; dy, — vy, dy; jest to pole rzutu na plaszezyzne, ktora przechodzi
przez of y; i 0§ ¥, rownolegloboku, ktérego bokami sa: wektor o sklado-
wych 4,,%55...,4, 1 wektor o skladowych dy,,dy,,...,dy,.

Skoro o jest formg kwadratowa tych pol, to dzielac o przez kwadrat
pola calego réwnolegloboku otrzymamy iloraz K zalezny tylko od sto-
sunkéow pdl rzutéw réwnolegloboku do pola calego réwnolegloboku,
a zatem zalezny, powiada Riemann, ,,wylgeznie od polozenia i kierunku
owego réwnolegloboku”, a nie od jego wielkosei. Ow iloraz K jest réwny
zeru w przypadku przestrzeni plaskiej, dla ktorej o jest tozsamosciowo
zerem, & zatem w innych razach ,,moze byé miara tego, o ile przestrzen
nasza odbiega od przestrzeni plaskiej w kierunku plaszezyzny rozwa-
zanego elementu plaskiego” (réwnolegloboku).

Riemann wskazuje dalej, ze wielko§¢ K wigze si¢ z wlasnosciami
powierzchni krzywych dwuwymiarowych. Taka powierzchnie tworzg
linie geodezyjne wychodzgce z punktu A i styczne do plaszczyzny wspo-
mnianego réwnolegloboku. Krzywizna Gaussa tej powierzchni w punkecie
A jest r6wna —3K i to usprawiedliwia nazywanie liczby K krzywizng
przestrzeni w kierunku danego elementu plaskiego.

Zespot wspélezynnikéw R figurujacy w formie w, nazywany tenso-
rem Riemanna-Christoffela, zostal ofrzymany w odezycie oméwiong
metodg, w Commentatio mathematica za$ inng metodg. Obie one bywaja,
moze nieslusznie, w podrecznikach catkowicie pomijane na rzecz wspol-
czesnych uje¢ zwigzanych z tak zwanym przesunigciem réwnoleglym
wektora. Utworzenie formy rézniczkowej w, tzn. tensora krzywizny prze-
strzeni n-wymiarowej o elemencie (8), i dostrzezenie, ze ona decyduje
o stosunkach miarowych tej przestrzeni, jest najwiekszym odkryciem
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zawartym w odezyeie Riemanna. Wywolalo ono — w krétkim czasie po
ogloszeniu odezytu — liezne prace, ale znalazlo si¢ w centrum zaintere-
sowania dopiero po stworzeniu ogolnej teorii wzglednodei, ktéra —
W swym pierwszym ujeciu — uwaza swiat za przestrzen Riemanna
o wspdlezynnikach g¢; speliajaeyeh uklad réwnan, w ktére wchodzg
pewne liniowe funkecje wielkosci Ry ;. Tlos¢é prac poswieconych ten-
sorowi R i jego réznym uogélnieniom jest bardzo duza — temat ten
nie jest jeszeze wyezerpany.

Po omdéwieniu zagadnien rézniczkowo-geometrycznych dotyezgeych
odstepstwa przestrzeni od przestrzeni plaskiej, tzn. krzywizny prze-
strzeni, zwraca sie Riemann do kwestii, ktére nazwalem na wstepie ele-
mentarno-geometrycznymi, i okazuje w ich traktowaniu te samg abso-
lutng niezaleznos¢ umyslowy i jasnowidzgeg przenikliwosé, co w poprze-
dnich czesciach odezytu. Za charakterystyczna ceche przestrzeni ,,zwyklej”
uznaje moznos¢ swobhodnego poruszania si¢ w niej przedmiotéw i wysuwa
natyehmiast z istnienia tych ruchéw ten wniosek, ze krzywizna prze-
strzeni musi mieé staly wartodé we wszystkich punktach i we wszystkich
plaskich kierunkach. W innym przypadku, powiada, ,,figury” nie moglyby
byé obracane i poruszane dowolnie w przestrzeni. Odwrotnie, jesli krzy-
wizna przestrzeni jest stala, to stosunki metryczne przestrzeni sg wsze-
dzie jednakowe, a zatem w kaidym punkcie mozna przeprowadzié¢ te
same konstrukecje, co w ktorymkolwiek innym punkcie, a wiec ,,w roz-
cigglosei o stalej krzywiznie figury mogg zajmowaé dowolne polozenia®.

Riemann twierdzi nastepnie bez uzasadnienia, ze elementowi linio-
wemu przestrzeni o stalej krzywiznie mozna nadaé postaé

da} 4 dog + ... + dal

. g (e — stala)

(1 a(af +ai +... a3)/4]

i krotko omawia ,,ilustracje” geometryczng ogoélnych rozwazan na po-
wierzchniach obrotowych o stalej krzywiznie dodatniej lub ujemnej
przestrzeni trojwymiarowej Euklidesowej.

Rozwazania powyzsze, obejmujace zaledwie poltorej stroniey, za-
wieraja rewolucyjne dla Oéwezesnej nauki rozszerzenie zasiegu mysli.
Riemann nie analizuje sprawy zachodzenia czy nie zachodzenia pewnika
Euklidesa, nie rozstrzgsa roznych konsekwencji obu ewentualnosei, lecz
stawia postulat istnienia ruchéw jako zasadniczy dla przestrzeni zwyklej?)
i z calg dwiadomoseia uznaje za réwnorzedne trzy geometrie: euklide-
sowg (krzywizna 0) i obie nieeuklidesowe (krzywizna dodatnia Iub ujemna).
W takim ujeciu nie wylania sie w ogodle zagadnienie niesprzecznosci geo-
metrii nieeuklidesowych.

3) Riemann mowi Rewm w  odrdinieniu od  Mannigfaltigkeil — rozeiqglodé.
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Caly ustep zostal zredagowany z wielkim poépiechem, o czym $wiadezg
przytoczone na jego koriecu przyklady powierzechni obrotowych o stalej
krzywiznie. Riemann podaje jeden rodzaj powierzchni o stalej krzy-
wiZnie ujemnej, a pomija pseundosfere, co dowodzi, ze przy odpowiednich
calkowaniach nie rozpatrzyl wartosci zero dla stalej catkowania. Tym
niemniej jest jasne, ze Riemann ogarnial catkowicie koncepeje geometrii
na powierzchni o stalej krzywiZznie ujemnej i prawdopodobnie dal tym
impuls do poéZniejsze] pracy Beltramiego, z ktérym przestawal w przy-
jaznyeh stosunkach w czasie swego pobytu we Wloszech.

Idea oparcia geomefrii na ruchu jako pojeciu fundamentalnym wy-
wolala natychmiastowy oddZzwiek u Helmholtza, ktory w rozprawie
O faktach, na kiérych opiera sie geometria postawil sobie za zadanie opra-
cowanie odpowiedniej aksjomatyki geometrii i ponadto uzupelnienie
wywodow Riemanna w istotnym punkcie. Ielmholtz staral sie miano-
wicie pokazaé, ze przyjeta przez Riemanna raczej dowolnie postaé ele-
mentu ds? jako formy kwadratowej rézniczek wspodlrzednych moze byé
wywiedziona z zalozen bardziej prymitywnych, z ktérych najistotniejsze
tyecza sie wlasnosci grupy ruchéw. Rozumowania Helmholtza podlegly
w dwadziescia lat pdézniej ostrej i nieco przesadnej, moim zdaniem, kry-
tyce Liego. Lie przeprowadzil swdéj dowéd twierdzenia, ze jesli w prze-
strzeni istnieje grupa ruchéw (nie przytaczamy dokladnej charakterystyki
tego pojecia), to w przestrzeni obowigzuje geometria euklidesowa lub
jedna z nieeuklidesowych. Jednakze Lie zalozyl, ze przeksztalcenia owej
grupy 83 wytworzone przez przeksztalcenia infinitezymalne, a wiee za-
tozyl rézniczkowalno$é wystepujacyeh tu funkeji, co sie znéw nie podo-
balo jego nastepcom i sklonilo Hilberta do ponownego opracowania
zagadnienia w 1V dodatku do Podstaw geometrii. Odezyt Riemanna
i praca Helmholtza wywarly duzy wplyw na Kleina i niezawodnie w nich
szukaé nalezy m. in. zalgzkow tzw. programu z Erlangen.

Opowiedzialem o rozmaitych koneksjach odezytu Riemanna z ba-
daniami pé6Zniejszymi trwajacymi do dzis; przejde teraz do ostatniego
rozdzialu podwieconego przestrzeni, ktora poznajemy empirycznie. Roz-
dzial ten zredagowany zostal z wielkim staraniem i odwazaniem kazdego
slowa. Znaé, ze z tych mysli rozwinela sie calosé dociekan i ze one przede
wszystkim pasjonowaly Riemanna. Potwierdza to uwaga przy spisie
tresci, wskazujaea na potrzebe uzupelnienia koncowyeh wywodow; snaé
nasunely sie Riemannowi nowe mysli juz po wygloszeniu odezytu,

Riemann fraktuje w tym ostatnim rozdziale zagadnienie przestrzeni
z punktu widzenia fizyki doswiadczalnej. Pragnie dostosowaé¢ system
geometrii do wynikéw eksperymentalnych badan i np. powiada: ,,Mozna
sobie wyobrazié, ze stosunki metryczne w obszarach nieskonczenie malych
nie czynig zadosé postulatom geometrii, i nalezaloby przyjaé taka hipo-
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teze, jezeli z jej pomocg dalyby sie prosciej wytlumaczyé obserwowane
zjawiska”.

Whnioski wyciagane z obserwacji $wiata zewnetrznego nie sy ugrun-
towane w jednakowym stopniu. Sady nasze o topologicznyeh wlasnoseiach
przestrzeni sg pewniejsze niz sady o wlasnosciach metryeznych, zawodzgce
zwlaszeza gdy sie zwracamy do obszaréow nieskonczenie wielkich Iub
nieskonezenie malych: ,,Nieograniczonosé przestrzeni wydaje sie faktem
lepiej ustalonym od jakiego badZ innego faktu”, ale nieograniczonosé
nie oznacza, moéwi Riemann, nieskonezonosci, albowiem jezeliby prze-
strzenn miala krzywizne dodatnig, bylaby z natury rzeczy skonezona.
Dyskusje dotyeczace obszaréw ,,nieskonczenie wielkich” sg jednak, zda-
niem Riemanna, jalowe.

Nie 83 natomiast prozne kwestie odnoszgce sie do obszaréw nieskon-
czenie malych, ,nasza znajomos$¢ bowiem przyczynowych zwigzkow
w przyrodzie zalezy od tego, z jaka dokladnoseig uda sie nam wnikngé
w zjawiska zachodzgce w nieskonczenie malych obszarach”.

Riemann dopuszeza mozliwodé, ze krzywizna przestrzeni nie jest
stala w takich obszarach, zastrzega si¢ jedynie, Ze srednia jej wartosé¢
w obszarach skonczonych powinna by¢ bliska zera, poniewaz obserwacje
astronomiczne uczga, iz krzywizna jest w czesei przestrzeni dostepnej
badaniom teleskopowym albo réwna zeru, albo znikomo mala. Wydaje
sie zatem, ze Riemann wyobrazal sobie wnetrze cial materialnych jako
wypelnione fluktuacjami krzywizny. W takim razie nie byloby, jak méwi,
niezaleznogei ciat od polozenia — ciala zmienialyby swg wielko$é¢ podezas
ruchu. Riemann stawia nastepnie narzucajace sie¢ pytanie, co mogloby
byé przyczyna takich stosunkéw metrycznych. OdpowiedZ brzmi:
Zrodla powstawania stosunkéw metrycznyeh nalezy szukaé w ,,silach
wiezéw dzialajacych na te rzeczywistosé, ktora wytwarza idee prze-
strzeni”’. Wykryje je moze przyszlodé, a rozwazania odezytu mialy na celu
tylko to, aby ,,ograniczonosé pojeé i zakorzeniale przesgdy nie hamowaly
postepu i nie przeszkadzaly poznaniu praw materii”.

W stowach tych dzwieczy nuta pewnej rezygnacji — moze w wyniku
bezowoenych poszukiwan teorii, ktora by tlumaeczyla, w jaki sposéb
stosunki metryczne zaleza od materii i sil w niej dziatajacych. W nieosig-
gnieciu tego upragnionego a kapitalnego celu widze przyczyne, dla ktorej
Riemann nie oglosit swych dociekan drukiem.

My$l Riemanna nie byla rozumiana przez pi¢édziesigt lat, a podjeta
zostala w ogdlnej teorii wzglednosei, ktorej punktem wyjscia byly wpra-
wdzie inne wyobrazenia, ale ktora doprowadzila na nowo do koneepeji
ksztaltowania stosunkéow metryeznych, nazwanych teraz potencjalami
grawitacyjnymi, przez materi¢ i pole elektromagnetyczne. Teoria wzgle-
dnodci doszla przy tym do wynikow zadowalajacych dla czedei prze-
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strzeni lezgcych pomiedzy skupieniami materii, ale préby glebszego
wnikni¢eia w zaleznosei miedzy grawitacja a polem elektrycznym,
tj. w terminologii Riemanna miedzy metryka a materia, czyli préby
zbudowania jednolitej teorii grawitacji i elektryeznodci nie daly — po-
mimo trzydziestoletnich wysitkéw Einsteina i innych — definitywnych
wynikéw. Program Riemanna pozostaje nadal aktualny, chociaz nie-
watpliwie teoria wzglednosei ueczynila wielki krok naprzéd w kierunku
jego realizacji. W szczegélnosei przypuszezenie Riemanna, ze stosunki
geometryczne w lonie atoméw mogg odbiegaé od postulatéw geometrii,
nie zostalo wlasciwie, jak dotad, podjete przez nauke, badania teorii
wzglednosei 83 raczej makroskopowe.

DobiegliSmy konca odezytu Riemanna. Wyrosty z zainteresowan
fizycznych zawazyl on na rozwoju matematyki, jak niewiele innych dziel,
1 pozostanie w jej historii zjawiskiem wyjatkowym i zdumiewajgcym.
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