fwmpm
1897

W. SIERPINSKI (Warszawa)

O réwnaniu 3*+4'=5°

K. Zarankiewicz postawil pytanie, czy réownanie
(1) 34 4¥V=5°

ma rozwigzanie w liczbach naturalnych @,y,z inne niz x=y=2z=2. Udo-
wodnimy tu, Ze takich rozwigzan nie ma. Dowéd nasz bedzie elementarny.,
choé dosyé dlugi. ’

Przypusémy wige, ze liczby naturalne x,y,2 spelniaja rownanie (1),
przy czym nie jest jednoczesnie zx=y=z=2. :

Wobee 9=8-+1 wnosimy z latwoseig (na przyklad przez indukcje),
ze kazda potega liczby 9 o wykladniku calkowitym nieujemnym przy
dzieleniu przez 8 daje reszte 1. Stad wynika natychmiast, ze jezeli
jest liczbg nieparzystg postaci x=2k-1, gdzie k jest liczby calkowity
nieujemng, to liczba 3*=9%-3 przy dzieleniu przez 8 daje reszte 3 i wobec
tego liczba 3”-+4Y przy dzieleniu przez 4 daje reszte 3. Lecz liczba 5,
a wiec tez kazda potega liczby 5 o naturalnym wykladniku, przy dzieleniu
przez 4 daje reszte 1. Rownosé (1) nie moze wiee (dla naturalnych z,y,2)
zachodzié, jezeli x jest liczbg nieparzysta. Liczba x musi wige by¢ parzy-
sta, x=2k, gdzie k jest liczbg naturalng.

Gdyby bylo y=1, wéwezas wobee (1) i 2= 2k mieliby$my 3% 44 =
Poniewaz 5°=3-8-+41, wiec kazda potega liczby 5 o wykladniku parzy-
stym przy dzieleniu przez 8 daje reszte 1, natomiast liczba 3% 14 przy
dzieleniu przez 8 daje reszte 5. Wnosimy stad, ze z musi by¢ liczbg nie-
parzysta. Wobec 5°=3-8-F1 kazda potega liczby 5 o parzystym wykla-
dniku przy dzieleniu przez 3 ddje reszte 1, kazda zatem potega liczby 5
o wykladniku nieparzystym przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2. Tymecza-
sem liczba 3% 4 4 przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1. Réwnosé 3% 4 4= 57
zachodzié¢ wiec nie moze. Dowiedliémy wiee, ze nie moze byé y=1, mamy
zatem y>1,

Lecz dla y> 1 liczba 4¥ jest podzielna przez 8 i przeto liczba 3%+ 4Y
przy dzieleniu przez 8 daje reszte 1. Wynika stad, Ze liczba z nie moze
by¢ nieparzysta (gdyz kazda potega liczby 5 o wykladniku nieparzystym
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przy dzieleniu przez 8 daje reszte 5). Jest wiee z=2I, gdzie I jest liczbg
naturalng. Mamy zatem 3% -+4Y—5% gkad 2% =4V=5% — 3% — (5! 1 3%) x
X (5'—3%), zatem 5'> 3*. Poniewaz potega liczby 2 nie ma innych dzielnikéw
procz poteg liczby 2 (o wykladniku calkowitym =0), wiee z ostatniej
réwnosci wnosimy, ze istniejg liczby calkowite m i n> 0, takie iz 5'+ 3=
=2™ i 5'—38F=2" skad 2-5'=2"42" 2-3%=2"_2" oraz m>n. Gdyby
bylo n>2, liczba 2™ 42" bylaby podzielna przez 4, gdy tymezasem liczba
2-5' nie jest podzielna przez 4. Jest wiec n< 2, a zatem n =0 lub n=1.
W razie n =0 mieliby$émy 2-3*=2"—1, co wobec m—n>>0 jest niemo-
zliwe (gdyz prawa strona tego wzoru jest liczbg nieparzysta). Musi wige
byé n=1, zatem 5'=2""'41 i 3*=2""1_1 oraz m>n=1, czyli m>2.
Gdyby bylo m=2, mieliby§my 5'=3, co jest niemozliwe. Gdyby bylo
m=3, mieliby§my 5'=>5, 3¥*=3, skad k=I=1, zatem x=2=2 oraz wobec
(1), 3*+4Y=5% co daje y=2, whréw zalozeniu, ze nie jest jednoczegnie
x=y=2=2. Jest wiec m=>4 i przeto liczba 2™ ' —1 przy dzieleniu przez
8 daje reszte 7, gdy tymezasem liczba 3* przy dzieleniu przez 8 daje reszte 1
lub 3 (zaleznie od tego, czy k jest parzyste czy nie). Rownosé 3¥=r2m-1 1
zachodzié wiee nie moze,

Zalozenie, ze réwnanie (1) ma inne rozwigzanie w liczbach natural-
nych x,y,2 niz a=y=2=2, prowadzi zatem do sprzecznosci. Zapowie-
dziany dowdd zostal wiee przeprowadzony.

Z dowiedzionego twierdzenia mozna z latwodcia wysnué wniosek,
ze nie ma trojkgta pitagorejskiego réznego od trojkata o bokach 3, 4, 5,
ktorego boki bylyby kazdy potega liczby pierwszej (o wykladniku natu-
ralnym). Gdyby bowiem taki tr6jkat o bokach a, b i ¢ istnial, to wobec
tego, ze jak wiadomo, w kazdym trojkgcie pitagorejskim co najmniej
jedna z przyprostokatnych jest podzielna przez 4 i co najmniej jedna
przez 3, z bokéw za$ co najmniej jeden jest podzielny przez 5, wiee mu-
sialoby byé na przyklad a=2%, b=3", ¢=5" oraz a*+b*=¢* skad 2%+
+3%=5""_ A zatem 44 3*=5"", co — w my$l dowiedzionego twierdze-
nia — daje k=2, l=m=1, wigc a=4, b=3, ¢=5.
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