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L. JedmaNowrcz (Torui)

Kilka uwag o liczbach pitagorejskich

W poprzedniej pracy (str. 194-195) W. Sierpinski undowodnil, ze
roéwnanie 3°44Y—=5° nie ma zadnych rozwigzan w liezbach naturalnych
(calkowitych dodatnich) préez rozwigzania x=y=z=2. Wynik ten na-
suwa przypuszezenie, ze dla dowolnych naturalnych liczb a, b, c, 2, Y, 2,
jezeli a*+V'=¢ i a®+b'=¢", to x=y=2=2.

Jak wiadomo, liczby naturalne a,b,c spelniajace rownanie o’ +b*=c*
nosza nazwe pitagorejskich. W szczegdlnosei liczby ksztaltu

(1) a=2n-+1, b=2n(n+1), c=2n(n+1)+1,

gdzie n jest dowolna liczba naturalng, sg, jak latwo sprawdzié, liczbami
pitagorejskimi. Dla n=1 mamy a=3, b=4, ¢=5, a zatem wynik W. Sier-
piniskiego jest odpowiedzig twierdzgcg na wysunigte wyzej przypuszcze-
nie w przypadku liczb pitagorejskich ksztaltu (1) i n=1. Ogélny przy-
padek liczb pitagorejskich ksztaltu (1) pozostaje otwarty. Celem niniej-
szej pracy jest potwierdzenic przypuszezenia w przypadku n=2,3,4,5.
W §1 podaje kilka ogdlnych lematéw dotyczacych liezb ksztalttu (1),
ktore bedg w dalszym ciggu wykorzystane.

§ 1. Kilka lematéw o liczbach pitagorejskich ksztaltu (1).
W tym paragrafie przez a,b,c¢ bede oznaczal liczby pitagorejskie ksztal-
tu (1), przy ezym o liczbie naturalnej n nie bede czynil zadnych zalozen.

LeMAT 1. Jezeli @, y, z sq liczhami naturalnymi i@ a"--b"=¢*, to x jest
liczba parzystq.

Dow6d. Reszty z dzielenia liczb a, b, ¢ przez 2(n-1) sg odpowiednio
rowne —1, 0,1, a zatem reszta z dzielenia a®+b” przez 2(n-1) wynosi
(—1)% a z dzielenia ¢ przez 2(n-+1) wynosi 1. Réznica tych dwoch reszt
jest podzielna przez 2(n-+1) tylko dla « parzystego, c. b. d. u.

LEMAT 2. Jezeli k, y, 2 sq liczbami naturalnymi, y = 2 oraz a™* 4o =,
to z jest liczba parzysiq.

Dowo6d. Niech b=2%, gdzie ¢ jest liczbg nieparzysta. Poniewaz
a*=2b+1, = (b+1)=b*+ 2b+ 1, wiec reszty z dzielenia a, b?, ¢* przez
2**1 s3 odpowiednio réwne 1,0,1, a zatem reszta z dzielenia b
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przez 2°%' przy zalozeniu y >2 wynosi 1, natomiast reszta z dzielenia
¢ przez 2°7! przy zalozeniu, ze z jest liczbg nieparzysta, wynosi ¢=b- 1.
Poniewaz réznica tyeh dwdch reszt b nie jest podzielna przez 2°%') wiec 2
nie moze byé liczbg nieparzysta, c. b. d. u.

Z lematu 1 wynika, Zze w przypadku liczb pitagorejskich ksztaltu (1)
rownanie

(1.1) fm”—}- bY = ¢*

sprowadza sie¢ do postaci

(1.2) a4+ b¥ = ¢,

a jesli ponadto y>2, to na mocy lematu 2 przybiera postad
(1.3) a4 pPil = ¢,

Widzimy wiee, ze dla wykazania naszego przypuszezenia dla kon-
kretnych liczb a,b,c ksztaltu (1) wystarczy wykazaé, ze

a) z (1.2) wynika y>2, .

b) z (1.3) wynika k=p=r=1.

Dowéd, ze w rownaniu (1.2) y nie moze byé réwne 1, ulatwiaja na-
stepujace dwa lematy:

LEMAT 3. Jezeli w réwnaniu (1.2) y=1, to k jest liczbq parzystq, a =
jest ksztaltu 4u--1.

Dowoéd. Poniewaz a®=2¢—1, b=c—1, wiec reszta z dzielenia przez
¢ lewej strony réwnia (1.2) dla y=1 wynosi (—1)-1, natomiast reszta
z dzielenia przez ¢ prawej strony wynosi 0. Stagd wynika, ze k¥ musi by¢
liczbg parzystg. Niech wiec k=2¢. Réwnanie (1.2) mozna napisa¢ w postaci:

(1.4) (2b+ 1)+ b=(b+1).

Reszta z dzielenia lewej strony tego réwnania przez b* wynosi 4bt-+1-1b,
natomiast z dzielenia prawej strony wynosi zb-1. Réznica tych dwéch
reszt (4t-+1—2)b ma byé podzielna przez b, skad wynika, ze liczba
4t+1—=z jest wielokrotnoseig liczby b. Mamy zatem z=4¢{-+1-+mb. Po-
niewaz jednak liczba b jest podzielna przez 4, wiec liczba z jest ksztaltu
4u-1, czego nalezalo dowiesé.

LuMAT 4. Jesli a*+b=c"*", to ¢* 1 jest podzielne przez o’
Dow6d. Z zalozenia wynika, ze ¢***'—b dzieli si¢ przez a®. Mamy
jednak b+c=a®, skad wynika, ze ¢*“*'4¢ dzieli si¢ przez a*. Poniewaz

liczby a i ¢ s wzglednie pierwsze, wiee ¢*+1 musi byé podzielne przez
a’, c. b.d. u.
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§ 2. Rownanie 5"+ 12Y=13" (n=2). Na mocy lematu 1 réwnanie
to mozemy napisa¢ w postaci

(2.1) 5%+ 12v=13"

Jezeli y=1, to na mocy lematu 4 liczba 13**+1 musiataby by¢é podzielna
przez 25. Tymezasem liczba ta nie jest podzielna nawet przez 5. Istotnie,
reszta z dzielenia 13 przez 5 wynosi 3, a zatem reszta z dzielenia przez 5
liczby 13* jest réwna reszcie z dzielenia przez 5 liczby 3'=81, czyli 1.
Wynika stad, ze reszta z dzielenia przez 5 liczby 13*“+1 wynosi 2. Musi
byé zatem y=2.

Roéwnanie (2.1) jest wige ksztaltu

25% 12V =13,
gdzie y>2, skad
13% — 5% = (137 4 5%)(13° — 5*%) = 3v2%,
a zatem
137+ 5% =32¢, 137 5*=372°,

gdzie a-y=y, ﬁ-{-é 2y. Dodajac i odejmujac. te rownosei stronami
i dzielgc przez 2, otrzymujemy

130 = 30081y grot-t,  SF=gipp-l @il
Poniewaz ani 5, ani 13 nie sg podzielne przez 2 i 3, nalezy rozpatrzygé
nastepujace mozliwosci:

1. =0, f=1.

Mamy woéwezas 5°=1-—3"4Y"1<0, co jest niemozliwe.

2. p=1, y»=0.

. Mamy wowezas 5°=3Y—4Y"!, co jest mozliwe jedynie dla y<4.
Dla y=2 réwnanie to jest spelnione przy k=1, skad x=y=2z=2, nato-
miast dla y=3 i y=4 réwnanie nie jest spelnione przy zadnym k.

3. y=0, 0=1.

Mamy wowezas 5°=3Y-4¥~!— 1. Reszta z dzielenia lewej strony przez
4 wynosi 1, natomiast reszta z dzielenia przez 4 prawej strony wynosi —1,
czyli rownanie to nie jest spelnione przy wszystkich y i k.

4. =1, a=0.

Mamy woéwezas 1374 5*=2-47"1. Reszta z dzielenia lewej strony
przez 4 wynosi 2, a prawej 0, czyli réwnanie to nie jest spelnione przy
wszystkich p, &k 1 .

§ 3. Réwnanie 774 24"=25° (n=3). Na mocy lematu 1 réwnanie
to mozna napisa¢ w postaci

(3.1) T 4 24Y = 257,
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Jezeli y=1, to na mocy lematu 4, musiatoby byé 25*“ 1 podzielne przez 49.
Tymezasem liczba ta nie jest podzielna nawet przez 7. Istotnie, reszta
z dzielenia 25% przez 7 wynosi 4, reszty zas z dzielenia przez 7 poteg 4%
sgrowne 1, 2 lub 4, a wiec 4*+1 nie jest podzielne przez 7. Musi byé
zatem ¥y =2 i na moey lematu 2 réwnanie (3.1) mozemy napisaé¢ w postaci
(3.2) (LES YO
skad

25:&[}_ 72k: (25311_'_ Hi)(z 5P _— -— ) . 31}'23{.",

a zatem

25P + T =326, 25" — TF=13"2,

gdzie a+y=y, f+6=3y. Dodajac i odejmujac te réwnosci stronami
i dzielge przez 2, otrzymamy

P=3e2f-14 320, 7R=3epf-1_grad-),

P

Poniewaz ani 25, ani 7 nie sa podzielne przez 2 i 3, nalezy rozpatrzyé
nastepujace mozliwodei:

1. a=0, f=1..

Mamy wowezas 78=1--3Y2%"2<0, co jest niemozliwe.

2, f=1, y=0.

Mamy woéwezas T5=3Y—2%"2<0 dla y=>2, co jest niemozliwe.

3. a=0, d=1.

Mamy wdwezas

(33) 257 = ;;.'w 2_|__ Jﬂf Tk:23y—2_3y:__2.8y—I__3y-

Lewa strona drugiej réwnosei jest podzielna przez 7. Reszta z dzielenia
liczby 2-8”~! przez 7 wynosi 2. Aby wige prawa strona takze byla po-
dzielna przez 7, reszta z dzielenia liczby 3Y przez 7 powinna takze wynosié 2,
co jak latwo zauwazyé, zachodzi tylko wtedy, gdy liczba y jest ksztaltu

6u-+2. Mamy wiec
(3.4) 7F=2.80u+l__ gbuti_ 165.864__g.36%

Jezeli k=2, lewa strona tej réwnosei jest podzielna przez 49. Latwo
jednak sprawdzié, ze reszta z dzielenia liczb 8% i 3° przez 49 réwna sie 43.
Stad wynika, ze reszta z dzielenia przez 49 prawej strony réwnosei (3.4)
jest rowna reszcie z dzielenia przez 49 liczby 16-43%—9-43"=7-43%,
Poniewaz jednak liczba ta nie jest podzielna przez 49 przy zadnym u,
wige rOwnanie (3.4) nie jest spelnione przy zadnym k>2, Musi by¢ zatem
k=1. Wowezas u=0, skad x=y=z2=
4. o0=1, =0,
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Mamy woéwezas 7°=2%"*3V—1. Reszta z dzielenia lewej strony
tej rownosci przez 3 wynosi 1, prawej za§ —1, czyli r6wnosé ta nie jest
spelniona przy wszelkich %k i y.

§ 4. Réwnanie 9°+40V=417 (n=4). Jesli y=1, to na mocy lematu 4
liczba 41*"4-1 musialaby byé podzielna przez 81. Tymezasem liczba ta
nie jest podzielna nawet przez 9. Istotnie, reszta z dzielenia liczby 41*
przez 9 wynosi 4, natomiast reszty z dzielenia poteg 4“ przez 9 sg réowne
1, 4 lub 7, skad wynika, Ze liczba 4“1 nie jest podzielna przez 9 przy
Zadnym u. |

Mamy zatem y>2 i na mocy lematu 2 réwnanie nasze mozna napi-
sa¢ w postaci
(4.1) 9%k 1 40Y = 41%,

skad

41%P — 9% — (417 4 9%) (417 — 9F) = 5V 2%,
a zatem ;
4174+ 9F =526, 417 — 9= 572°,

gdzie a+y=y, f+ 6=3y. Dodajgc i odejmujge te réwnosci stronami i dzie-
lac przez 2 otrzymujemy

417 =52f-1 4 5721, 9F — puof-1__ 5rod-l

Poniewaz ani 41, ani 9 nie s podzielne przez 2 i 5, nalezy rozpatrzyé
nastepujace mozliwosei:

1. a=0, p=1.

Mamy woéwezas 9°=1-—5Y2""1<0, co jest niemozliwe.

2. 6=1, a=0.

Mamy wowezas 9¥=2-8""'—5¥. Reszta z dzielenia lewej strony
przez 4 wynosi 1, prawej strony natomiast —1, co jest niemozliwe.

3. p=1, »=0.

Mamy woéwezas 9¥=5Y—2-8Y"1> 0 jedynie dla y=2, skad r=2=2.

4. y=0, d6=1.

Mamy wowezas 9¥=57-2-8/"'—1. Reszta z dzielenia lewej strony
przez 4 wynosi 1, prawej za§ —1, co jest niemozliwe.

§5. Rownanie 11°+4 60Y=61° (n=>5). Jesli y=1, to na mocy lematu
4 liczba 61*" 41 musialaby byé podzielna przez 121. Tymezasem nie jest
ona podzielna nawet przez 11. Istotnie, reszta z dzielenia liczby 61° przez
11 wynosi 9, reszty zad z dzielenia przez 11 poteg 9" wynoszg 1, 9, 4, 3, 5,
a zatem 9"+41 nie jest podzielne przez 11.
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Mamy zatem y>2 i na moey lematu 2 réwnanie nasze mozZna napisaé
w postaei '

(5.1) . 11%4 60Y=61%,
skad
6127 — 11% — (617 4 11%) (617 — 11¥) = 223V 5,
a zatem
6174 11°=28%, 61" —11*=2%3%,
gdzie

a+0=2y, B+e=y, y+i=y.
Dodajgc i odejmujge te rownosei stronami i dzielage przez 2 otrzymujemy
(5.2) 617 =2°-13f57  2°-13%55,  11%F=2°"13%5" — 29-13*5¢,

Poniewaz ani 61, ani 11 nie s podzielne przez 2, 3 i b, nalezy rozpatrzy¢é
nastepujace mozliwosei:

1. a=1, =0, yp=0. 3. a=1, f=0, (=0,

2. =0, p=0, d=1. 4. a=1, y=0, e=0.
We wszystkich tych ezterech przypadkach prawa strona drugiej rownosei
5.2) jest ujemna, ca jest niemozliwe.

5. py=0, o6=1, e=0.

Mamy wéwezas 11%F=4V"13% —5¢—=3-12¢"'— 5, Reszta z dzielenia
lewej strony tej réwnosci przez 5 wynosi 1, natomiast reszta z dzielenia
przez b prawej strony jest rowna reszcie z dzielenia przez 5 liczby 327,
Yiatwo jednak sprawdzié, ze reszta ta réwna sie 1 jedynie wtedy, gdy
jest ksztaltu 4u+42. Mamy zatem

11k - 3 ; 134:1'--{-1 o 54u+2-

Reszta z dzielenia lewej strony przez 8 wynosi 1 lub 3, a prawej dla >0
wynosi — 1, co jest niemozliwe. Musi byé zatem u=0, skgd v=y=2=2.

6. f=0, o6=1, (=0.

Mamy wéwezas 11%=47='5Y — 3Y. Reszty z podzielenia lewej i prawej
strony przez 3 s3 odpowiednio réwne (—1)* i (—1)”, skad wynika, ze
liczby k i v sa jednakowej parzystosci. Z drugiej strony reszty z dzielenia
lewej i prawej strony przez 4 sy odpowiednio réwne (—1) i —(—1),
czyli k i y nie mogg by¢ jednakowej parzystosci. Przypadek ten jest
zatem niemozliwy.

7. a=1, =0, (=0.

Mamy wowezas 11 =15"—4""'. Reszty z dzielenia prawej i lewej

strony przez 11 s3 odpowiednio réwne 0 i 4/—4Y"'=3-4Y"1, Poniewaz
-
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3-4-' yizy zadnym y nie jest podzielne przez 11, przeto rownosé nasza
nie zachodzi przy zadnych k i y.

8. d=1, e=0, (=

Mamy wowezas 11°=4Y"115Y —1=15-60"""— 1. Reszty z dzielenia
lewej i prawej strony przez 10 sa odpowiednio réwne 11 —1, co jest nie-
~mozliwe,
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