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l.J. JEŚMANOWICZ (Toruń) 

Kilka uwag o liczbach pitagorejskich 

W poprzedniej pracy (str. 194-195) W. Sierpinski udowodnił, że 

równanie 3x +4Y =5z nie ma żadnych rozwiązań w liczbach naturalnych 
(całkowitych dodatnich) prócz rozwiązania x=y=z=2. Wynik ten na-
suwa przypuszczenie, że dla dowolnych naturalnych liczb a, b, c, x, y, z, 
jeżeli a2 +b2 =C2 i ax+bY=cz, to X=Y=Z=2. 

Jak wiadomo, liczby naturalne a,b,c spełniające równanie a2 +b2 =c2 

noszą nazwę pitagorejskich. W szczególności liczby kształtu 

(1) a= 2n+ 1, b= 2n(n+ 1), C= 2n(n+ 1)+ 1, 

gdzie n jest dowolną liczbą naturalną, S'ą, jak łatwo sprawdzić, liczbami 
pitagorejskimi. Dla n=l mamy a=3, b=4, c=5, a zatem wynik W. Sier-
pii1skiego jest odpowiedzią twierdzącą na wysunięte wyżej przypuszcze-
nie w przypadku liczb pitagorejskich kształtu (1) i n=l. Ogólny przy-
padek liczb pitagorejskich kształtu (1) pozostaje otwarty. Celem niniej-
szej pracy jest potwierdzenie przypuszczenia w przypadku n= 2, 3, 4, 5. 
W § 1 podaję kilka ogólnych lematów dotyczących liczb kształtu (1), 
które będą w dalszym ciągu wykorzystane. 

§ 1. Kilka lematów o liczbach pitagorejskich kształtu (1). 
W tym paragrafie przez a, b, c będę oznaczał liczby pitagorejskie kształ­
tu (1), przy czym o liczbie naturalnej n nie będę czynił żadnych założeń. 

LEMAT 1. Jeżeli x, y, z są liczbami naturalnymi i ax -f-b11 =- cz, to x jest 
liczbą parzystą. 

Dowód. Reszty z dzielenia liczb a, b, c przez 2(n+l) są odpowiednio 
równe -1, O, 1, a zatem reszta z dzielenia ax+b11 przez 2(n+l) wynosi 
(-1Y, a z dzielenia cz przez 2(n+l) wynosi 1. Różnica tych dwóch reszt 
jest podzielna przez 2 (n+l) tylko dla x parzystego, c. b. d. u. 

LEMAT 2. Jeżeli k, y, z są liczbami naturalnymi, y ~ 2 oraz a2k+bv=cz, 
to z jest liczbą parZJJStą. 

Do wód. N i ech b = 28 q, gdzie q jest liczbą nieparzystą. Ponieważ 

a2 =2b+l, <l= (b+l)2 =b2 + 2b+ 1, więc reszty z dzielenia a2
, b2

, c2 przez 
2s+i są odpowiednio równe 1, O, 1, a zatem reHzta z dzielenia a2k +bu 
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przez 2s+i przy założeniu y ~ 2 wynosi 1, natomiast reszta z dzielenia 
cz przez 2s+1 przy założeniu, że z jest liczbą nieparzystą, wynosi c = b + 1. 
Ponieważ różnica tych dwóch reszt b nie jest podzielna przez 2s+1, więc z 
nie może być liczbą nieparzystą, c. b. d. u. 

Z lematu 1 wynika, że w przypadku liczb pitagorejskich kształtu (1) 
równanie 

(1.1) 

sprowadza się do postaci 

(1.2) 

a jeśli ponadto y~2, to na mocy lematu 2 przybiera postać 

(1.3) a2k + bJJ+I = c2r. 

Widzimy więc, że dla wykazania naszego przypm.;;zczenia dla kon-
kretnych liczb a, b, c kształtu (1) wystarczy wykazać, że 

a) z (1.2) wynika y~2, 
b) z (1.3) wynika k=p=r=l. 
Dowód, że w równaniu (1.2) y nie może być równe 1, ułatwiają na-

stępujące dwa lematy: 
LEMAT 3. Jeżeli w równaniu (1.2) y=l, to k jest liczbą parzystą, a z 

jest kształtu 4u + 1. 
Dowód. Ponieważ a2 =2c-l, b=c-1, więc reszta z dzielenia przez 

c lewej strony równia (1.2) dla y=l wynosi (-l)k--1, natomiast reszta 
z dzielenia przez c prawej strony wynosi O. Stąd wynika, że k musi być 
liczbą parzystą. Niech więc k =2t. Równanie (1.2) można napisać w postaci: 

(1.4) 

Reszta z dzielenia lewej strony tego równania przez b2 wynosi 4bt+l+b, 
natomiast z dzielenia prawej strony wynosi zb+l. Różnica tych dwóch 
reszt ( 4t+ 1-- z) b ma być podzielna przez b2

, skąd wynika, że liczba 
4t+1-z jest wielokrotnością liczby b. Mamy zatem z=4t+1 +mb. Po-
nieważ jednak liczba b jest podzielna , przez 4, więc liczba z jest kształtu 
4u + 1, czego należało dowieść. 

LEMAT 4. Jeśli a4t + b = c4 u+ 1, to c4u + 1 jest podzielne przez a2 • 

Do wód. Z założenia wynika, że c4u+ 1 -b dzieli się przez a 2• Mamy 
jednak b+c=a2

, skąd wynika, że c4u+ 1 +c dzieli się przez a2
• Ponieważ 

liczby a i c są względnie pierwsze, więc c4n+1 musi być podzielne przez 
a2

, c. b. d. u. 
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§ 2. Równanie 5x+ 12Y= 13z (n= 2). Na mocy lematu 1 równanie 
to możemy napisać w postaci 

(2.1) 

Jeżeli y=l, to na mocy lematu 4 liczba 134u+l musiałaby być podzielna 
przez 25. Tymczasem liczba ta nie jest podzielna nawet przez 5. Istotnie, 
reszta z dzielenia 13 przez 5 wynosi 3, a zatem reszta z dzielenia przez 5 
liczb"y 134 jest ró,vna reszcie z dzielenia przez f) liczby 34 =81, czyli 1. 
Wynika stąd, że reszta z dzielenia przez 5 liczby 134u+l wynosi 2. Musi 
być zatem y ?;2. 

Równanie (2.1) jest więc kształt-ą. 

25k + 12y = 132P, 

gdzie y ?;2, skąd 
132P- 52k= (13p + 5k) (13p - Ok)= 3Y22Y, 

a zatem 

gdzie a+y=y, fJ+ó=2y. Dodając i odejmując . te równości stronami 
i dzieląc przez 2, otrzymujemy 

Ponieważ ani 5, ani 13 nie są podzielne przez 2 i 3, należy rozpatrzy.ć 
następujące możliwości: 

1. a= O, fJ=l. 
Mamy wówczas 5k=l-3Y 4Y- 1<0, co jest niemożliwe. 
2. fJ=l, y= o . 

. Mamy wówczas 5k= 3Y _ 4Y-1, co jest możliwe jedynie dla y ~4. 

Dla y=2 równanie to jest spełnione przy k=l, skąd x=y=z=2, -nato-
miast dla y =3 i y =4 równanie nie jest spełnione przy żadnym k. 

3. y= o, Ó=l. 
Mamy wówczas 5k = 3Y • 4Y-I _ 1. Reszta z dzielenia lewej strony przez 

1! wynosi 1, natomiast reszta z dzielenia przez 4 prawej strony wynosi -1, 
czyli równanie to nie jest spełnione przy wszystkich y i k. · 

4. c5=1, a= O. 
Mamy wówczas 13P + 5k = 2 · 411 -

1
• Reszta z dzielenia lewej strony 

przez 4 wynosi 2, a praw·ej o, czyli równanie to nie jest spełnione przy 
wszystkich p , k i y. 

§ 3. Równanie 7x+ 24v= 25z (n=3). Na mocy lematu 1 równanie 
to można napisać '~ postaci 

(3.1) 



K illca ·uwag o liczbach pitagorejsk-ich 199 

Jeżeli y=l, to na mocy lematu 4, musiałoby być 254u+l podzielne przez 49. 
Tymczasem liczba ta nie jest podzielna nawet przez 7. Istotnie, reszta 
z dzielenia 254 przez 7 wynosi 4, reszty zaś z dzielenia przez 7 potęg 4u 
są równe 1, 2 lub 4, a więc 4u+1 nie jest podzielne przez 7. Musi być 
zatem y~2 i na mocy lematu 2 równanie (3.1) możemy napisać w postaci 

(3.2) 

skąd 

a zatem 
25P + 7k = 3a2f1, 251J - 7k = 3Y2'5, 

gdzie a+y=y, f:J+ó=3y. Dodając odejmując te równości stronami 
i dzieląc przez 2, otrzymamy 

252P = 3a2tJ-I + 3Y2 15 - 1 , 7k = 3a2tJ-l _ 3Y2 6 - 1 • 

Ponieważ ani 25, ani 7 nie są podzielne przez 2 i 3, należy rozpatrzyć 
następujące możliwości: 

(3.3) 

1. a=O, fl=l. . 
l\.famy w6wcza.s 7k = l -3Y23Y- 2 < 0, eo jest niemożliwe. 
:!. ft=l, y=O. 
Mamy wówczas 7k= ;3Y _23v- 2 <0 dla y~ 2, co je8t niemożliwe. 
3. a=O, · ó=l.. 
Mamy wówczas 

Lewa strona drugiej równości jest podzielna przez 7. Reszta z dzielenia 
liczby 2 · sv-i przez 7 wynosi 2. Aby więc prawa strona także była po-
dzielna przez 7, reszta z dzielenia liczby 3 11 przez 7 powinna także wynosić 2, 
co jak łatwo zauważyć, zachodzi tylko wtedy, gdy liczba y jest kształtu 
6u + 2. Mamy więc 

7k = 2. 86u+l _ 36u+2 = 16. 8 6u _ 9 . 36u. 

Jeżeli k~2, lewa strona tej równości jest podzielna przez 49. Łatwo 

jednak sprawdzić, że resŻta z dzielenia liczb 86 i 36 przez 49 równa się 43. 
Stąd wynika, że reszta z dzielenia przez 49 prawej strony równości (3.4) 
jest równa reszcie z dzielenia przez 49 licz by 16 · 43u -9 · 43u = 7 · 43u. 
Ponieważ jednak liczba ta nie jest podzielna przez 49 przy żadnym u, 
więc równanie (3.4) nie je8t spełnione przy żadnym k~2. Musi być zatem 
k=l. Wówczas u=O, skąd x=y=z=2. 

4. b=l, y=O. 
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Mamy wówczas 7k= 2311-
2 311 -1. Reszta z dzielenia lewej strony 

tej równości przez 3 wynosi 1, prawej zaś -1, czyli równość ta nie jest 
spełniona przy wszelkich k i y. 

§ 4. Równanie 9x+4011 =41z (n=4). Jeśli y=l, to na mocy lematu 4 
liczba 414n+1 musiałaby być podzielna przez 81. Tymczasem liczba ta 
nie jest podzielna nawet przez 9. Istotnie, reszta z dzielenia liczby 414 

przez 9 wynosi 4, natomiast reszty z dzielenia potęg 4u przez 9 są równe 
1, 4 lub 7, skąd wynika, że liczba 4u+1 nie jest podzielna przez 9 }lrzy 
żadnym u. 

Mamy zatem y~2 i na mocy lematu 2 równanie nasze można napi-
sać w postaci 

(4.1) 
skąd 

a zatem 

gdzie a+y=y, f3+C3=3y. Dodając i odejmując te równości stronami idzie-
ląc przez 2 otrzymujemy 

41P= 5a2P-I+ 5y2ó-l' 9k= 5a2P-I_ 5Y2ó-I. 

Ponieważ ani 41, ani 9 nie są podzielne przez 2 i 5, należy rozpatrzyć 
następujące możliwości: 

1. a= O, /J=l. 
Mamy wówczas 9k=l-511 2311-

1<0, co jest niemożliwe. 
2. C3=1, a= O. 

Mamy wówczas 9k = 2 · s11-
1

- 511• Reszta z dzielenia lewej strony 
przez 4 wynosi 1, prawej strony natomiast -1, co jest niemożliwe. 

3. /3=1, y=O. 
Mamy wówczas 9k=511 -2·811-

1> O jedynie dla y=2, skąd x=z=2. 

4. y=O, C3=1. 
Mamy wówczas 9k = 511 • 2 · 811-

1-1. Reszta z dzielenia lewej strony 
przez 4 wynosi 1, prawej zaś -1, co jest niemożliwe. 

§ 5. Równanie nx+ 6011 = 6lz (n=5). Jeśli y=l, to na mocy lematu 
4: liczba 614u+l musiałaby być podzielna przez 121. Tymczasem nie jest 
ona podzielna nawet przez 11. Istotnie, reszta z dzielenia liczby 614 przez 
11 wynosi 9, reszty zaś z dzielenia przez 11 potęg 9u wynoszą 1, 9, 11, 3, !), 
a zatem 9u+1 nie jest podzielne przez 11. · 
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Mamy zatem y~2 i na mocy lematu 2 równanie nasze można napisać 
w postaci 

(5.1) 

skąd 

a zatem 

gdzie 

112k + 6QY = fjl 211~ 

6l 2P-112k= (61P + 11 k) ((ffP - 11 k) = 22v3v i)Y, 

a+ o= 2y, f3 + e = y, 

Dodając i odejmując te równości stronami i dzieląc przez 2 otrzymujemy 

(5.2) 

Ponieważ ani 61, ani 11 nie są podzielne przez ~' 3 i 5, należy rozpatrzyć 
następujące możliwości: 

1. a=l, (3=0, y=O. 3. a=l, /1=0, C=O. 
2. fJ=O, y=O, o=l. 4. a=l, y=O, e=O. 

We wHzystkich tych czterech przypadkach prawa strona drugiej równości 
(5.2) jest ujemna, co jest niemożliwe. 

5. y=O, o=l, e=O. 
Mamy 'vówczas 11 k = .1v-I3Y - 511 =:3·12v-i _ fl 11 • Reszta z dzielenia 

lewej strony tej równości przez 5 wynosi 1, natomiast reszta z dzielenia 
przez G prawej strony jest równa reszcie z dzielenia przez 5 liczby 3 · 2v- 1

• 

Łatwo jednak sprawdzić, że reszta ta równa się 1 jedynie wtedy, gdy y 
jest kształtu 4u + 2. Mamy zatem 

ll k = 3 · l24u+l _ 54u+2. 

Reszta z dzielenia lewej strony przez 8 wynosi 1 lub 3, a prawej dla tt >O 
wynosi -1, co jest niemożliwe. Musi być zatem u=O, skąd x=y=z=2. 

6. fJ= o, o=l, C= o. 
Mamy wówczas llk= 4v-i5v - 3v, Reszty z podzielenia lewej i prawej 

strony przez 3 są odpowiednio równe ( -l)k i ( -1)11 , skąd '''ynika, że 
liczby k i y są jednako-wej parzystości. Z drugiej strony reszty z dzielenia 
lewej i prawej strony przez 4 są odpowiednio równe ( -l)k i -( -l)Y, 
czyli k i y nie mogą być jednakowej varzystości. Przypadek ten jest 
zatem niemożliwy. 

7. a=l, e=O, C=O. 
Mamy wówczas llk=1.:>1'-4JJ- 1

• Reszty z dzielenia prawe.i i lewej 
strony vrzez 11 są odpowiednio równe o i 4v_4Y- 1 =3·411 -

1
• Ponieważ 

4. 
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3 · 4Y- l przy żadnym . .'J nie jest podzielne JlrZez Il, przeto rÓWilOŚĆ naHza 
nie zachodzi przy żadnych k i y. 

8. r} c=l, c=O, (=0. 
Mamy wówczas nt.. 0= 411 -

11.5v _1 = 1.1·6ov-1
- l. Reszty z dzielenia 

lewej i prawej Htrony przez 10 są odpowiednio róvme 1 i -1, eo jest nie-
możliwe. 
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