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A. ScHINZEL (Warszawa)

O liczbach pierwszych, dla ktérych suma dzielnikow
szeScianu Jjest pelnym kwadratem

Fermat postawilt Wallisowi pytanie, czy istnieje szedcian liczby
naturalnej, ktorego suma dzielnikow jest kwadratem liczby naturalne;j.
Udowodnimy

TWIERDZENIE. Jedynq liczbq pierwsza, kiorej szescian ma swnge dziel-
nikow bedacq kwadratem liezby naturalnej, jest liczba 7.

Dowod. Jezeli p jest liczbg pierwszg, a sumg dzielnikow liczby p?
jest n?, gdzie n jest liczbg naturalng, to

(1) L+ p+p*+p'=n?
a zatem - '
(2) p(L4p+pY)=(n—1Dn+1).

Stad wynika, Ze co najmniej jedna z liczb naturalnych n—1 1 n+-1 jest
podzielna przez p. Rozréznimy dwa przypadki:

1° p jest dzielnikiem n—1. Wowezas n—1=kp, gdzie k jest liczbg
naturalng. Réwnanie (2) daje wiec po skrdceniu przez p
(3) pPP—(F¥—1)p+1—2k=0.
Na to, by rownanie (3) miato pierwiastki naturalne, potrzeba, zeby liczba
(4) A= —1—4(1—2k)=(k2—1)>48k— 1
byla kwadratem. Lecz k jest liczbg naturalng, a zatem 8k—4>0, skad
(5) ‘ A> (B — 1)

Gdyby bylo k=1, mielibysSmy »—1=p, skad n+1=p-+2, a zatem
14+p+p*=p+2, skad p*=1, co jest niemozliwe. Gdyby bylo k=2, mie-
libysmy A4,=21, co nie jest kwadratem. A wiee k+#2. Gdyby bylo k=3,
mielibysmy 4,=84, co nie jest kwadratem. A wiec k3. Musi wiec byé
k>4; stad 2k*>8k> 8k—3, zatem

(6) A=k — (2K —8k+3) < k',
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Z nieréwnosei (6) i (5) otrzymujemy
(B — 1) <4, < (K,

skad wynika, ze 4, nie moze byé kwadratem liczby naturalnej, bo nie
ma liczby kwadratowej zawartej miedzy kwadratami dwoch kolejnych
liezb k*—1 oraz k% Réwnanie (3) nie ma wiee w przypadku 1° pierwiast-
kow naturalnych p> 1.

2% p jest dzielnikiem n-1. Wowezas n-1=kp, gdzie k jest liczby
naturalng. Réwnanie (2) w tym przypadku daje po skréceniu przez p

7 - p'—(k*—1)p+1+42k=0.

Na to, zeby rownanie (7) mialo pierwiastki naturalne, potrzeba, zeby liczba
Ay=(K*—1)*—8k—4

—

byla kwadratem. Wobec k>0 mozemy napisaé
(8) Ay < (K'—1)%

Gdyby bylo k=1, mielibysmy A4,=—12, co nie jest kwadratem. A wiec
k1. Gdyby byvlo k=2, mieliby§my 4,=—11, co nie jest kwadratem.
A wice k+#2. Gdyby bylo k=3, mielibySmy 1+p-+p°=9p—6, czyli
p%—8p47=0. Pierwiastkami tego réwnania s liczby 1 i 7. Nie moze
byé p=1, liczba 7 za$ spetnia zgdane warunki, gdyz 1+7+474 7=
=400=202. Gdyby bylo k=4, mielibySmy 4,=189, co nie jest kwadra-
tem. A wiee k44,

A zatem jezeli ps£7, to musi byé k=5, skad 2k*>10k=8k+2k>
=>8k+410>8k+7 1 przeto

(9) 4, — (B —2)*=21— 8k— 7> 0.

Na podstawie nieréwnosci (8) i (9) mozna dla p 47, napisaé
(-2 < d,< (F—1),

skad wnosimy, zZe liczba 4,, jako zawarta miedzy kwadratami kolej-
nych liczb k*—2 oraz k*—1, nie moze byé kwadratem. Réwnanie (2)
nie ma wiec w przypadku 2°, a co za tym idzie, i w ogdle, innych pier-
wiastkow naturalnych p>1 préez p=7, c¢. b. d. d.

W zwiazku z dowiedzionym twierdzeniem zauwazmy, ze niedawno
V. Thébault dowiédl (zob. [1], str. 129), ze 3 jest jedyng liczbg pierwszg,
ktorej czwarta potega ma sume dzielnikow bedacg kwadratem liczby
naturalnej.

Praca cytowana

[1] V. Thébanlt, Curiosités arithmétiques. 3. Aw sujet d’un probléme de Fermal,
Mathesis 62 (1953), str. 120-129.
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