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W. SierpifNskr (Warszawa)

O pewnej definicji przestrzeni zupelnej

Artykul niniejszy stanowi cze$¢ pracy, ogloszonej
w 1948 r. w jezyku francuskim w wydawanym w Luck-
now (Indie) czasopismie Ganita, t.1, str. 13-16.

Jak wiadomo, przestrzen metryczng nazywamy zupelng, jezeli kazdy
cigg nieskonczony -jej punktéw, spelniajgey warunek Cauchy’ego, ma
w tej przestrzeni granice. (Méwimy, ze cigg nieskonczony punktow
P1yPs2s--- Spelnia warunek Cauchy’ego, jezeli dla kazdej liczby dodatniej ¢
istnieje taka liczba naturalna n, ze odleglo$é miedzy punktami p, i P, .«
(k=1,2,...) jest mniejsza niz &).

Bedziemy moéwili, ze przestrzen metryczna M ma wlasnos$é Ascoliego,
jezeli dla kazdego ciggu nieskonczonego kul domknigtych tej przestrzeni,
z ktorych kazda zawiera nastepna i ktérych promienie zmierzajg do zera,
istnieje punkt wspélny wszystkim kulom tego ciggu. (Kulg domknietq
o $rodku p i promieniu r, zawartya w przestrzeni metrycznej M, nazywamy
zbiér S(p,r) wszystkich punktéw przestrzeni M, ktérych odleglosé od
punktu p nie jest wieksza niz 7). _

Celem niniejszego artykulu jest dowdd nastepujgcego twierdzenia:

TWIERDZENIE. Na to, Zeby przestrzer, metryczna byla zupelna, potrzeba
i wystarcza, zeby miata wlasnosé Ascoliego.

Dowéd. 1. Warunek jest konieczny. Istotnie, przypusémy, ze prze-
strzen M jest zupema i niech S,,8,,.. bedzie ciggiem nieskoniezonym kul
domknietych przestrzeni M, takich ze 8,08,D... i ktérych promienie
zmierzajg do zera. Niech dla n=1,2,... bedzie 8,=58(p,,r,). Oznaczajgc
przez o odleglo$é w przestrzeni M, wobec 8,08, (dla k=1,2,...) mamy
0(PaskyPn)<tn, @ poniewaz limr,=0, wiegc 0(PnikyPn)<e dla n dosta-

T—00
tecznie wielkich oraz dla k=1,2,...; stad wynika, Ze ciag p,,ps,,... spel-
nia warunek Cauchy’ego. Poniewaz zas§ przestrzenn M jest zupelna, wige
lim p, = pe M, a poniewaz p,, x€8,, dla k=1,2,..., i kula 8, jest domknie-
ta, wiec p=1im p, €8, dla k=1,2,..., skad wynika, Ze pe S, 8;...

T—>00
2. Warunek jest dostateczny. lstotnie, przypudémy, ze przestrzen
metryezna M ma wlasnos$é Ascoliego i niech p,,p,,... bedzie ciggiem
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nieskoticzonym punktéw przestrzeni M, spelniajacym warunek Cauchy’ego.
Dla kazdej liczby naturalnej k istnieje wiee taka najmniejsza liczba na-
turalna »n;, ze

(1) g(pm-!pu) <2 # dla =Ny
Jest wiec ny ,=mn, dla k=1,2,... Oznaczmy
(2) 8=8(p,,,27"") dla k=1,2,...

Niech k oznacza pewng liezbe¢ naturalng. Dla ¢eS, ., jest o(q,p,,.,)<
<27%, a wobec Ngyr =Ny Oraz (1) mamy o(p,,,Pn,.,)<27". Zatem

0(q,Pn) < Q(Q!pﬁk+-]}+0(pnk4l?p?it) < 2‘k+ S et

A wige geS;, dla geSy,,. Stgd wynika, ze 8,,,CS; dla k=1,2,...

Poniewaz przestrzen M ma wlasnodé Ascoliego, wiee istnieje taki
punkt peM, ze peS, dla k=1,2,... Wobec (2) jest wiec o(p,p,,)<2 %,
a zatem wobec (1) dla n>=n, mamy

0(P1Pn) < 0(PsPn) +0(Pnyyn) <2714 27F < 0-F42,

skad lim p,=p. Przestrzefi M jest wiec zupelna.

UdowodnilisSmy ‘wiee twierdzenie. Pozwala ono zastapi¢ zwykla
definicje przestrzeni zupelnych nastepujgeg, niemniej naturalng niz
zwykla: Przestrzen metryczng nazywamy zupetna, jezeli ma wlasnosé Asco-
liego.

Zwykla definicja przestrzeni zupelnych nawigzuje do teorii Cantora
liczb niewymiernych; moglibySmy powiedzieé, ze nasza definicja prze-
strzeni zupelnych nawigzuje do teorii Dedekinda liczb niewymiernych
(gdyz wlasnosé Ascoliego dla przedzialéw domknietych moze, jak wia-
domo, zastapi¢ pewnik cigglosei Dedekinda).

Zauwazymy tu jeszcze, ze w przestrzeni zupelnej iloczyn ciggu nie-
skonczonego zstepujacego kul domknietych moze byé¢ pusty. Rzeezy-
wiscie, niech P oznacza zbiér przeliczalny, P=|p,,p,,...}, i niech g(p,,p,) =
=0 dla n=1,2,... oraz (p;,p)=1+1/(k+1) dla k=£l. Eatwo mozna
dowies¢, ze zbiér P stanie sie w ten sposdb przestrzenig zupelng z odle-
glodeig p. Przyjmijmy 8,=8(p,,14-1/2n). Warunek peS, jest oczy-
wiscie réwnowazny nierownosei o(pg,p,)<<1-+1/2n, a zatem nier6wno-
Sei 1+ 1/(k+n)<1+41/2n, czyli nieréwnosei L>=n. Stad wynika, ze
8,={PusPni1s---}» 8 stad 8,28,D... oraz §,8,8,...=0.

Twierdzenie nie byloby wiee prawdziwe, gdybyémy w definicji wla-
snosei Ascoliego opuscili warunek, Ze promienie kul zmierzajy do zera.
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