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R. SIKORSKI (Warszawa)
O definicji funkcji analitycznej wieloznacznej

Podawana w podrecznikach definicja funkeji analitycznej wielo-
znacznej opiera sie zwykle na identyfikowaniu pojecia funkeji anali-
tyeznej wieloznacznej z pojeciem powierzchni Riemanna (dokladniej:
ze zbiorem elementéw gladkich powierzchni Riemanna). Funkeje anali-
tyezng definiuje sie wtedy jako zbiér elementéw analitycznych, spelnia-
jacy pewne dodatkowe warunki. Ten sposob definiowania jest bardzo
abstrakeyjny, mato pogladowy i trudny do przyswojenia dla przecigtnie
zdolnego studenta. Tak zdefiniowana funkecja analityczna wieloznaczna
przestaje wladciwie byé funkejg, tzn. przyporzgdkowaniem pewnym
przedmiotom matematycznym innych przedmiotéw matematycznych.
Zresztg taka definicja funkeji analitycznej wieloznacznej pozostaje w ko-
lizji ze zwykla roboczg definicja réznych specjalnych funkeji analitycznych
wieloznacznych, jak logz, 2% ktérych przeciez nikt nie definiuje jako
zbioréw elementéw analitycznych.

Wydaje mi sig, ze poprawna (zar6wno pod wzgledem merytorycznym,
jak i dydaktyeznym) droga postepowania powinna byé nastepujaca.
Najpierw wprowadzamy ogélne pojecie funkeji wieloznacznej, tzn. funkeji,
ktéra liczbom zespolonym przyporzagdkowuje pewne, na ogo6l wieloele-
mentowe zbiory liczb zespolonych, nastepnie przez nalozenie pewnych
prostych warunkéw wyodrebniamy pewng wezszg klase funkeji wielo-
znacznych, ktére nazywamy funkejami analityeznymi. Ten sposéb poste-
powania stosujemy przeciez systematycznie w dziedzinie funkeji jedno-
znacznych, mianowicie najpierw definiuje si¢ ogélne pojecie funkeji jed-
noznacznej, tj. przyporzagdkowania liczbom pewnych liezb, nastepnie
przez nalozenie dodatkowyeh warunkéw wyodrebniamy wezsze klasy
funkeji, np. funkeje ciagle, analityczne itp.

Dalej podaje dokladny opis sposobu wprowadzenia pojecia funkeji
analitycznej wieloznacznej?).

DEFINICTA 1. Niech f i ¢ bedg funkejami meromorfieznymi okreslo-
nymi w obszarach G i H. Mowimy, ze funkeja g jest bezposrednim prze-

1) Terminologia uzyta w niniejszej pracy jest taka sama jak w lksiazce,
A. Zygmund i 8. Saks, Funkeje analityczne, Monografie Matematyczne 10:
Warszawa 1938.
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dtuzeniem funkeji f, jezeli GH 40 i f(2)=g(2) dla kazdego ze GH. Méwimy,
ze funkcja ¢ jest przediuzeniem funkeji f w obszarze H, (zawierajageym
obszary G i H), jezeli istnieje taki cigg funkeji meromorficznyeh f,,f,,
..3/n Okreslonych w obszarach odpowiednio G,,G,,...,G,, ze f;,., jest
bezposrednim przedluzeniem f; dla j=1,2,...,n—1, G;CH, dla j=
=1,2,...,n oraz f,=f, f,=g, G,=G, G,=H.

DEFINICIA II. Funkcjq zespolong wieloznaczng F okre§long w obsza-
rze G nazywamy przyporzagdkowanie kazdemu punktowi zeG pewnego
zbioru F(z) liczb zespolonych.

Zbiér F(z) moze byé pusty dla pewnych ze@. Zakladamy jednak,
ze istnieje taka liczba zespolona z,e@, ze zbiér F(z,) nie jest pusty.

DErFiNicTA III. Galeziq funkeji zespolonej wieloznaczenj F okre-
Slonej w obszarze G nazywamy kazda takg funkcje meromorficzng f
okreflong na pewnym obszarze HCG, ze f(z)e F(z) dla kazdego zeH.

DErFINICTA IV. Funkecjq analityczng (wieloznaczng) w obszarze @
nazywamy kazdg funkeje zespolong wieloznaczng F okreflong w G, spel-
niajacg warunki:

a. Jezeli z,e@ i wye F(z,), to istnieje taka galgZz f funkeji F okredlona
w pewnym obszarze HCG zawierajacym punkt z,, ze f(z,)=w,.

b. Jezeli funkcje meromorficzne f i ¢ sa galeziami funkeji F, to g
jest przedluzeniem funkeji f w obszarze G.

c. Jezeli funkcja meromorficzna f jest galezig funkeji F, a funkeja
meromorficzna ¢ jest przediuzeniem funkeji f w ohszarze @, to ¢ jest
gatezig funkeji F.

Jezeli G jest calg plaszezyzng, to zamiast funkeja analityezna w obsza-
rze G moéwimy wprost funkeja analityezna.

DEeFINICTA V. Podobszarem naturalnym funkeji analitycznej F w obsza-
rze G nazywamy zbior H takich liczb ze@, ze F(2) nie jest zbiorem pustym.
Obszarem mnaturalnym funkeji analitycznej F nazywamy zbiov H takich
liezb 2, ze F'(z) nie jest zbiorem pustym.

Wprowadzenie pojecia przedluzenia analitycznego wzdluz krzywej
jest wladciwie zbedne w elementarnym wykladzie teorii- funkeji anality-
cznych. Wystarczy postugiwaé sie pojeciem przedluzania podanym w de-
finicji 1. Tak na przyklad pojecie dowolnej przedtuzalnosci mozna zde-
finiowaé jak nastepuje:

DEFINICJA VI. Funkeja F analityezna w obszarze G jest dowolnie
przedtusalnae w G, jezeli:

a. G jest podobszarem naturalnym funkeji F.

b. Jesli f jest galezig funkeji F okre§long w pewnym obszarze H
(HC@) ograniczonym krzywg regularng Jordana I', to kazdy punkt
ograniczenia I' jest punktem przediuzalnodei funkeji f.
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Twierdzenie o monodromii mozna bardzo latwo udowodnié przy
powyzszej definicji dowolnej przedluzalnosei np. metodg odwzorowania
wiernego obszaru jednosp6jnego na wnetrze kola jednostkowego.

Podana poprzednio definicja funkeji analityeznej wieloznacznej
nie jest bynajmniej definicja powierzchni Riemanna tej funkeji (ani
jej podzbioru zlozonego z elementéw gladkich). Moim zdaniem pojecie
funkeji analityeznej i jej powierzehni Riemanna (czy tez zbioru gladkich
elementéw tej powierzchni) sa to istotnie rézne pojecia, chociaz pozo-
staja one w odpowiedniofci wzajemnie jednoznacznej. Pierwsze z tych
pojeé ma prosty charakter analityczny, drugie jest dosé¢ skomplikowanym
pojeciem topologicznym.

W elementarnym wykladzie teorii funkeji analityeznych, gdy stu-
chacz nie ma dostatecznie ugruntowanych wiadomosei z topologii, trudno
jest rozwijaé teori¢ powierzehni Riemanna. Nalezy zadowoli¢ si¢ jedynie
podaniem wzmianki wraz z uwagg, Ze funkecja analityczna wieloznaczna
wyznacza pewng jednoznaczng funkecje zespolong, okreslong na jej po-
wierzchni Riemanna. Tego rodzaju postepowanie przewiduje zreszty
obecny program wykladu teorii funkeji analitycznych na uniwersytetach.

Zauwazmy, ze podana tutaj metoda wprowadzenia pojecia funkeji
analitycznej wieloznacznej moze byé réwniez stosowana w innych przy-
padkach, np. dla funkeji wieloznacznych harmonieznych.
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