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E. TARNAWSKI (Gdansk)

O ocenie bledu powstalego przy stosowaniu interpolacji
liniowe] w cazterocyfrowych tablicach logarytmicznych

W czterocyfrowych tablicach matematyezno-fizycznych F.omni-
ckiego [2] na stronicy VII czytamy, ze gdy interpolacja liniowa tych
tablic stosowana jest do liczb 100, 101, ..., 998, 999, to blad nie prze-
kracza ,liczby 0,000006 (dokladniej 0,000005426...)”,

»Poniewaz za$ juz przez samo zaokrgglenie logarytméw do czte-
rech miejse dziesigtnych popeliamy bledy dochodzgce do 0,00005, a wiec
prawie dziesi¢é razy wieksze, przeto jasnym jest, ze taka proporcjonalna
interpolacja jest przy tej dokladnosei rachunku dozwolona®.

W niniejszym artykule blad, o ktérym mowa, ocenimy dokladniej
anizeli podano w tablicach Lomnickiego.

Wiadomo, ze bezwzgledna wartosé bledu, ktéry popelniamy zaste-
pujac wartosei funkeji ich przyblizeniami dziesietnymi podanymi w ta-
blicach czterocyfrowych, nie przekracza liczby a=0,00005.

W tablicach sg podane wartosei funkeji dla koricéw réwnyeh prze-
dzialéw zmiennej niezaleznej. Chege oceni¢ warto$é funkeji, ktéra ozna-
czmy przez f(x), w pewnym punkeie 2 jednego z tych przedziatéw {a,b,
stosujemy zazwyczaj interpolacje liniowg. Polega ona na tym, ze wartosci
funkeji f(x) w odpowiednim punkeie przedzialu {a,b) zastepujemy war-
tosciami funkeji liniowej

g0 =+ D=1 oy,
i3

ktora ma na koticach przedziatu {a,b) te same wartodei co funkeja f(xr).
Odchylenie A(x) obu funkeji (blad powstaly przy zastosowaniu tej inter-
polacji) wynosi

Az) = f(z) — g(z).

Interpolacje liniowg stosujemy jednak faktycznie nie do dokladnych
wartosei funkeji f(z) na koncach przedzialn (a,b>, tzn. nie do f(a) i f(b),
ale do przyblizonych wartodei funkeji, tj. do f(a)—un, i f(b)—y,, gdzie
Ny 1 my oznaczajg bledy tablicowe, ktére popelniamy zastepujac wartosei

14*



212 E. Tarnawski
dokladne f(a) lub f(b) wartosciami przyblizonymi. W tym przypadku
otrzymujemy nastepujace réwnanie prostej interpolujgcej:

f(b) —f(a) 4+ nm— 7,
b—a '

y(@) =f(a) —m+ (¢ — a),

a odchylenie 4*(z) wartodci furikcji f(x) i y(x) (odehylenie wartosei przy-
blizonej od prawdziwej) wyraza si¢ wzorem
Tr—a

b—a

* b—
1) A" (@) =1(@) — y(@) = 4@) + m7— + s

Tak wiec blad 4% (z), ktéry powstal w punkecie # przy zastosowaniu inter-
polacji liniowej do wartosei przyblizonyeh funkeji f(#) na kofcach prze-
dziatu (a,b), wyrazilidmy przez bledy tablicowe 7, i 5, oraz przez blad
A(x), ktory by powstal, gdyby interpolacje liniowg stosowaé do wartosei
prawdziwych funkeji f(x) na
konicach przedziatu (a,b>. Po-
niewaz |p|<a oraz |n|<a,
gdzie a oznacza kres gorny
bledu wartosei tablicowych,
wiec wobec (1) i a<e<b
mamy

(2) 14%@) <|A(@)| + a.

= (x}

17,1

Prostg ilustracje geometryezng
nieréwnosei (2) widzimy na
rysunku.

Okazuje sie, ze przy obli- ,
czaniu bledu bezwzglednego |
|4*(z)] mozna by pomingé
blad |A4(xz)|, jesliby byl on
bardzo maly w stosunku do a.

Przystepujac do oceny war- Tlustracja geometryczna nierownosei (2):
tosci |4 (z)| w przedziale {a,b) Jakl.m]wie}c obierzemy punkty M i N bokéw

2 A & AD i BC réwnolegltoboku A BCD, zawsze |r(x)|,
zalézmy, ze funl_mla’ f(x) okre- tj. blad bezwzgledny powstaly po zastapieniu
$lona w przedziale {a,b) ma prostej ¢(») przez prosta y(x), nie bedzie
w calym tym przedziale drugg przekraczal «
pochodng. Stosujge znane
twierdzenie o przyblizeniu funkeji przez wiclomian interpolacyjny (por.
[1], str. 95, wzor (47) dla n=1) otrzymujemy

fi'f {5)
2

N
7Y i)

a X b

(3) A(x) = (z — a)(z —b),
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gdzie & jest pewnym punktem wnetrza przedzialu (a,b) zaleznym od z.
Wynika stad, Ze dla a<<x<<b jest spelniona nieréwnosé

1 _
[A(x)| < g max /(@) (z—a)(b—w),

a=x=bh

gdzie max|f”(x)] oznacza najwieksza wartodé funkeji |f'(x)] w prze-
a=r=h

dziale {a,b>. Wobec tego, ze

. b <(b—a)2
(.’L—ﬂl)( _m)m 9

dla kazdego = z przedzialu {a,b), wiec

1 rr a2
(4) |4(@)|< g max|f” ()| (b—a)".
asr<b
Zastosujemy otrzymane wzory do oszacowania bledu bezwzgle-
dnego |A(x)| dla f(x)=loga !), gdy badanie dotyczy przedzialéw o dlu-
gosei 1, ktorych lewe koiice sa wyrazami skonczonego ciggu liczbowego

(D) \ 100,101,...,998,999.
Wobec (3) i (4) mamy
. M o

gdzie k oznacza jedng z liczb ciggu (5), & jest pewng liczbg z wnetrza prze-
dzialu {k,k+1) zalezng od x, a M =0,434294481... Wobec (6) stuszna
jest nierownos¢

0<A(2)<107* M8, gdzie 107*M[8=0,00000542868. ..

Znalezlismy zatem wynik zblizony do wyniku podanego w tablicach
Lomnickiego, ale mniej dokladny.

Obliczmy teraz, dla jakiego x blad
(7) A(x)=logz—loghk— (r—k) log(141/k)
przybiera w przedzialach {(k,k+1) swoja wartosé najwiekszg, jezeli k
jest jedng z liczb ciggu (5).

Oznaczmy przez @ (k) najwieksza wartodé funkeji 4(x) w przedziale
{kyk+1) 1 zastosujmy wzor (6). Otrzymamy nieréwnosci

1 M M
b Ml fuoen™™ o  E5
o) (+2)>8(k+1)2 *k+D<gwrp

1) W artykule tym logarytm naturalny oznaczamy przez In, logarytm dazie-
sigtny zas przez log.
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a stad @(k)> @ (k-+1). Funkeja @ (k) jest malejaea, przybiera zatem naj-
wiekszg wartodé dla k=100.

Obliczamy @(100). W tym celu szukamy maksimum funkeji 4(z)
w przedziale (100,101>. Wobec tego, ze A'(x)=M(1/z—9), gdzie o=
=In1,01 oraz A" (x)=—M [2*<0 dla >0, wiec A(x) przybiera w prze-
dziale ¢(100,101) najwieksza wartos¢ dla x,=1/d (0=In1,01). Najwiekszy
blad wynosi zatem A(x,).

-

Uwzgledniajac (7) otrzymujemy
A(xy)=M (1006 —1Ind—1)—2,
a podstawiajac 0,=1000=1001In1,01 mamy
A(x))=M (0, —1Inéd,—1).

Aby obliczyé 6, rozwijamy funkeje In(1-+x) w szereg potegowy

x o o
In(l—i-r’l‘-):I = +§ £y

Podstawiajac £=0,01 i uwzgledniajge 7 pierwszyeh wyrazow sze-
regu obliczamy
0=In1,01~0,009950330853168

z bledem bezwzglednym nie przekraczajacym 1-107%, a stad

6, 20,9950330853168

z bledem bezwzglednym nie przekraczajgeym 1-107%,

Aby obliezyé Iné,, napiszmy rozwiniecie funkeji In(l—wr) w szereg
potegowy *)

3

x o
In(l—x)= — -]——|— 3 —J,—3 4+ oui) e

Podstawiajac = 0,0049669146832 (kres bledu 1-107") i uwzgledniajge 5
pierwszych wyrazow szeregu obliczamy

Ind, ~ —0,0049792908017

) W obu obliczeniach wartoici logarytmu z duza dokladnosciag moZna by sig
posluzyé szeregiem szyheciej zbieznym niz wyzej napisany, np. szeregiem

wto-a(yt 4 (o))
n(l+t)= 2;&_—#4-?;- ‘2-+—£ +..0,

ktory otrzymujemy przez odjecie tamtych i podstawienie (1-+x)/(1—x)=141¢. Okazuje
sic jednak, ze w przypadku wartoéei 0,01 oraz 0,0049669146832 napisane wyzej
rozwinigeia funkeji logarytmicznej nadaja sie lepiej, bo mimo ze musimy uwzglednié
wigeej wyrazow szeregu, rachunek jest prostszy.
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z bledem bezwzglednym nie przekraczajaeym 2-10~'%. Stad
8, —Ind; —1~0,0000123761185

z bledem bezwzglednym nie przekraczajacym 3-107%.

Gdy wykonamy mnozenie przez M (M ~0,4342944819), wowezas
otrzymamy szukany wynik 0,0000053748..., a jako jego przyblizenie,
z bledem bezwzglednym nie przekraczajageym 5-10" (z dokladnoscig
do 12 miejse), liczbe

0,000005374880.

Wynik ten jest rézny od wyniku podanego w tablicach Lomnickiego na
stronicy VII.

Prace cytowane

[1]1 F. Leja, Rachunek réiniczkowy i calkowy, Warszawa 1954.
[2] A. Lomnicki, Czterocyfrowe tablice matematyczno-fizyezne, wyd. XI, War-
szawa 1950.
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