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S. GorAaB (Krakow)

O kilku kwestiach zwigzanych z metoda wykladu
geometrii analitycznej

Tres¢ odezytu wygloszonego na konferencji dydak-
tycznej poswieconej geometrii analitycznej w dniach
14 i 15 maja 1954 1. w Krakowie

Ze wzgledu na to, ze uwagi niniejsze dotyezg pewnych reform odno-
szgeyeh sie do metody wykladu przedmiotu uswieconego dlugg tradyeja
(choé ostatnie lata przyniosty juz znaczne zmiany w tym kierunku),
zyczylbym sobie, by potraktowano te uwagi jako material do dyskusji.

K. Borsuk w przedmowie do swego podrecznika Geometria anality-
czna w n wymiarach wspomina o trudnosciach spotykanych przy wykladzie
geometrii analitycznej. Trudnosei te s3, moim zdaniem, dos¢ duze i wigk-
sz0$¢ autoréw przechodzi raczej nad nimi do porzadku, a tylko niektérzy
starajg sie je przezwyciezyc.

Skad pochodzg te trudnosci? Azeby na to pytanie da¢ jasng odpo-
wiedz, przede wszystkim zastanéwmy sie, czym ma by¢ wyklad geometrii
analitycznej i jakie cele ma spelnié. Tutaj nie jesteSmy w tak wyraznej
sytuacji, jak przy wykladzie analizy matematycznej, gdzie zakladamy
znajomosé arytmetyki teoretycznej, na podstawie ktorej mozna juz
konsekwentnie oprzeé¢ pojecie granicy i budowaé cala analize.

Geometria analityeczna jest w gruncie rzeczy pewng metodg trakto-
wania geometrii. I tutaj mozna zaja¢ dwa konsekwentne stanowiska:

Albo zakladamy dokladng (i ugruntowang, a wiec opartg na porzgd-
nym systemie aksjomatycznym) znajomosé geometrii i wowezas geometria
analityczna jest w pierwszej instancji tylko pewng interpretacja znanego
systemu na gruncie arytmetyki, pewnym modelem — jak moéwimy
w logice matematycznej — i powinna polega¢ na ,przetlumaczeniun”
pojeé pierwotnych i aksjomatéw na pewne znane fakty z arytmetyki.
Natomiast w drugiej instancji geometria analityczna powinna shuzy¢
do tego, by pewne twierdzenia, ktéorych dowod na gruncie systemu aksjo-
matyeznego bylby trudny, udowodni¢é metodg analityezng znacznie
prosciej.

Albo nie zakladamy znajomosei geometrii w postaci syntetycznej
i wtedy trzeba oczywiscie budowaé geometri¢ analityczng od podstaw.
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Tymezasem wiekszosé autoréw zajmuje stanowisko raczej posrednie.
7 jednej strony, zakladajac znajomosé geometrii posluguja sie¢ jej twier-
dzeniami, z drugiej strony, defininjage pewne geometryczne pojecia na
drodze czysto analityeznej presuponujg niedostateczng znajomosé faktow
z geometrii, wyniesionych ze szkoly sredniej.

Nie ulega watpliwosci, ze w szkole fredniej nie mozemy dacé syste-
matycznego, pelnego i ze stanowiska logiki nalezycie ugruntowanego
wykladu geometrii Euklidesa. Istnieja jednak pojecia geometryczne
trudne do zdefiniowania na gruncie systemu aksjomatycznego, a znacznie
latwiejsze do okredlenia na drodze analitycznej. Wreszcie istniejg pojecia
i kwestie z nimi zwiazane, jak np. pojecia orientacji plaszezyzny czy
przestrzeni, o ktorych nawet w rozbudowanych systemach aksjomaty-
cznych nie zawsze sie mowi, a w szkole §redniej pomija si¢ z reguly.

Okolicznogei tutaj przytoczone powoduja wlasnie ,nieczystosé”
tradycyjnej metody geometrii analitycznej.

Wprawdzie na pierwszym wykladzie geometrii analitycznej zape-
wniamy studentow, ze metoda geometrii analitycznej polega na prze-
tlumaczeniu jezyka geometryeznego na jezyk algebraiczny, a wice na
przyporzadkowaniu zasadniczym tworom geometryeznym odpowiednich
twordow algebraicznych, student jednak spostrzega w nastepnych wykla-
dach, ze z pewnych twierdzen geometrii si¢ korzysta (np. z twierdzen
Talesa lub Pitagorasa dla wyprowadzenia réwnania linii prostej czy
wzoru na odlegloéé dwoch punktow), innych zas twierdzen geometryeznych
dowodzi si¢ rachunkiem. Powoduje to dezorientacje studentow co de
roli jaka ma spelmié geometria analityeczna.

Dalsza trudno$é¢ w wykladach geometrii analitycznej wigze si¢ z po-
jeciem ukladu wspolrzednych. Pojecie ukladu Kartezjusza nie jest trudne,
zwlaszeza, z¢ w szkole dredniej mowi sie juz o tym, moze nie calkiem
scidle, ale wystarczajaco do wyrobienia nalezytego wyobrazenia. W geo-
metrii analitycznej jednak nie mozemy poprzesta¢ na jednym, raz na
zawsze przyjetym, ukladzie wspoélrzednych; musimy poslugiwaé sie
réznymi ukladami wspélrzednych, bo musimy przeksztalea¢ te twory
algebraiczne, ktore sg przyporzadkowane tworom geomefrycznym za
pomocg ukladu wspoélrzednych. A wiee wobee dopuszezenia nieskon-
czonej ilogci ukladéw wspolrzednych przypisujemy de facto danej figurze
geometrycznej (lub danej relacji miedzy figurami) nieskoriczong ilosé
tworéw algebraicznych (lub zwigzkéw miedzy nimi) w zaleznosei od
wyboru jednego z dopuszczalnych ukladéw wspélrzednych. Lgezy sie
to $cifle z kleinowskim punktem widzenia na geometrie, do ktoérego
student pierwszego roku studiéw jeszcze nie calkiem dojrzal.

W zwigzku z tym nie zgodzilbym si¢ z pogladem K. Brosuka, ze
arytmetyeczne pojecie wektora swobodnego i jego zwrotu jest prostsze
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od sensu geometrycznego tego pojecia. Wprawdzie przejscie od geome-
tryeznie prostego pojecia wektora zaczepionego jako pary punktow
do pojecia wektora swobodnego wymaga pewnej subtelnosci logieznej,
mianowicie definiowania przez abstrakeje za pomocg pewnej relacji
rownowaznosei, jednak definicja analityezna wektora swobodnego, jako
jednoznacznego przyporzadkowania kazdemu ukladowi wspolrzednych
trojki liczb, zawiera w sobie pewne trudnosci, ktore muszg byé przy de-
finicji z miejsca omdéwione i wyswietlone. Natomiast takie pojecia, jak
orientacja plaszezyzny ezy przestrzeni albo relacja réwnoskretnosei
dwu ukladow Iartezjusza maja prostszy wyraz algebraiczny anizeli
sens geometryczny.

Wspomnialem juz, ze wyklad geometrii szkolnej obywa sie zwykle
bez tych pojeé. Ale pojecia te sy wazne i w wykladzie uniwersyteckim
muszg byé uwzglednione, a poniewaz sg trudne, wiec w podrecznikach
bywaja przewaznie traktowane po macoszemu. Wezimy dla przykladu
pojecie iloczynu wektorowego. Nie wszystkie podreczniki z dostateczng
wyrazistoscig podkreslaja zaleznosé tego pojecia od orientacji przestrzeni.
Zatrzymajmy sie¢ na dwoch polskich podreeznikach K. Borsuka oraz
M. Starka. Okreslenie iloczynu wektorowego jest u Borsuka czysto
geometryczne (prostopadlod¢ do dwoéeh danyeh wektorow, ustalenie
dlugosei za pomoeg pola rownolegloboku rozpigtego na danych wektorach,
ustalenie zwrotu przez postulat rownoskretnosei dwoeh tréojek wekto-
row); na podstawie przyjetej definicji Borsuk wyprowadza nastepnie
wzory na wspolrzedne iloczynu wektorowego. Pierwsze cechy okreslenia
opieraja si¢ na pojeciach geometrii ,,przedanalitycziej”, okreslenie zas
réwnoskretnosei dwoch tréjek wektorow, ktorego to pojecia autor pod-
recznika nie zaklada jako znane, podane jest na drodze czysto anality-
cznej. Autor popelnia te niekonsekwencje przypuszezalnie dlatego, Ze
czysto geometryczne okreslenie tego pojecia nie jest proste. Stark wpraw-
dzie czuje, ze potrzeba okresli¢c geometrycznie relacje zgodnosei dwu
trojek wektoréw, ale w rezultacie nie dowodzi twierdzenia o réwnowaz-
nosci odpowiednich poje¢ geometrycznych i algebraicznych (ograniczajge
siec do dowodu tylko w przypadku prostszym geometrii plaskiej). Po-
nadto Stark bierze jako sens geometryczny nie ten, ktéory — moim zda-
niem — bardziej przemawia do infuicji.

Geometryczne pojecie rownoskretnosei dwu troiek wektorow ma te
slabg strone, ze posluguje sie pojeciem ,ruchu” figury w przestrzeni.
To pojecie mozna wprawdzie zastgpi¢ pojeciem jednoparametrowej
rodziny figur, ale i tu nie obejdzie si¢ bez trudnodei zwiazanych z po-
jeciem ,,bliskosci” dwach figur. Wedlug okreslenia podanego n M. Starka,
figura K zlozona z trojki (uporzgdkowanej) wektorow niekomplanarnych
jest rownoskretna z figurg F' zlozong z innej trojki wektordw, jesli ist-
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nieje ruch ciagly figury F, przy ktéorym wektory figury moggy si¢ defor-
mowa¢é¢ (zmieniaé dlugodei i kierunki), przeksztaleajacy trojke wektoréow
figury F w odpowiednig tréjke wektorow figury F’ i przy tym taki, zeby
wektory deformujacej sie figury w zZadnej posredniej pozycji nie staly
sie komplanarne.

Definicja ta ze wzgledéw metodologicznych jest — moim zdaniem —
gorsza od podanej dalej, po pierwsze dlatego, ze postuguje sie ruchem
nie sztywnym, lecz takim, przy ktérym figura ulega deformacjom, po
drugie za$ dlatego, ze mozna figure F przeksztaleié na réwnoskretng F’
przechodzgc takze przez komplanarne pozycje figury zmiennej. Uwazam
tez, ze ze stanowiska intuicji geometrycznej lepsze jest nastepujace
okreslenie, redukujgce pojecie rownoskretnodei dwéch tréjek niekompla-
narnych w przestrzeni do pojecia dwdch par niekolinearnych wektoréw
na plaszezyznie. Méwimy mianowicie, ze F jest wtedy rownoskretne z F',
gdy wykonawszy taki sztywny ruch figury F w przestrzeni, ktory by
przeprowadzal pierwszy wektor trojki F w pozycje zgodng co do kierunku
i zwrotu z pierwszym wektorem tréjki F' oraz plaszezyzne pierwszej
pary wektorow figury F w plaszezyzne pierwszej pary wektoréw figury F',
i to w taki (jeden z dwu mozliwyeh) sposéb, by orientacje tych plasz-
czyzn indukowane przez wspomniane pary wektoréw byly zgodne, osig-
gniemy to,ze trzecie wektory obu trdéjek znajda si¢ po tej samej stronie
wspolnej plaszezyzny.

Rzecz jasna nie twierdze, ze okreslenia te sa proste i ze latwo jest
wykazaé¢ rownowazno$é tego skomplikowanego pod wzgledem geometry-
cznym pojecia ze stosunkowo prostym jego wyrazem analityeznym.

Ale podreczniki geometrii analitycznej unikajg nawet kwestii poje-
ciowo prostszyeh.

Weizmy dla przykltadu wzor na jednoznacznie okreslony kat, ktiry
tworzy para prostych na zorientowanej plaszezyznie. Majae pare prostych

(1) ar-+by+ =0 (i=1,2

chodzi nam o znalezienie kata ¢ mniejszego od 7, o ktory musi sie w do-

datnim kierunku obréci¢ pierwsza prosta, azeby sie pokryé z drugg.
W niektéryeh podrecznikach (ale nie we wszystkich) wyprowadzany

jest wzor

(2) | tgp=———"—,
gdzie m; s3 . wspélezynnikami kierunkowymi wspomnianych prostych.

Nota bene, wzoru tego nie wprowadza sie ogdlnie, lecz tylko w przypadkach
szezegblnyeh i to z pomocg rysunku.
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Zauwazmy jednak, ze wzor (2) nie jest dosé ogdlny, bo uzyliSmy
szezegolnej postaci rownania prostej y =ma+n. Oczywiscie mozna wypro-
wadzié wzoér ogdlny

(3) COSQP = —————————— * 5EN | 4 Ly
Va+uyasn o b

ktorego jednak nie znalazlem w zadnym podreczniku, choé wydaje sie

potrzebny. Wyprowadzenie tego wzoru wigze sie z kwestig orientacji

plaszezyzny, do czego jeszcze powrdce.

Mowi sie, ze orientacje plaszezyzny, czyli ustalenie na niej okre-
§lonego kierunku obrotéw, mozna uzyskac¢ albo przez podanie pary li-
niowo niezaleznych wektoréw, albo — co bardziej przemawia do intuicji —
przez ponumerowanie trzech wierzchotkéw lub, co na jedno wychodazi,
trzech bokéw pewnego trojkata.

Majge dany tréjkat z takim ,,obiegiem” badZ za pomocg réwnan
trzech bokow

(4) a;x+b;y+e;=0 (1=1,2,3),
badz za pomocyg wspolrzednych wierzeholkow
A;(xyy)  (1=1,2,3),

stajemy przed zagadnieniem, czy ta orientacja jest zgodna, czy prze-
ciwna do orientacji nadanej plaszezyZnie przez uklad wspoélrzednyech,
do ktorego odnosimy nasz rachunek. W podrecznikach spotkalem kry-
terium stosujgce sie do przypadku, gdy trojkat jest dany przez wspol-
rzedne wierzcholkow, ktére mowilo, ze zachodzi zgodnosé, gdy wyznacznik

|

r Yy 1 !
xy Yy 1 |
@3 Yy 1

jest dodatni, a niezgodnosé, gdy wyznacznik ten jest ujemny. Nie spotka-
lem jednak odpowiedniego kryterium dla przypadku, gdy trojkat jest
dany rownaniami (4) bok6w. W tym przypadku kryterium zgodnosci
jest

by

b |

a; byl

4 a, b,
W, W,W,>0, gdzie W,= »

' a,
H W3=|
|a

|
{
i W=
|

a; 03 a; by

Porusze jeszcze jedno zagadnienie plaskiej geometrii analitycznej,
zwigzane z pojeciem orientacji plaszezyzny.

Przypusémy, ze chodzi o znalezienie katow wewnetrznych trojkata,
gdy trojkat ten dany jest rownaniami (4) bokow. Oczywiscie mozna by
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znalezé wspélrzedne wierzcholkow i — gdy wyklad prowadzimy metodgy
wektorowa — zastosowaé wzory na cosinus kata miedzy wektorami.
Ale chodzi o bezposrednie obliczenie katéw wewnetrznych trojkata
z rownan (4). Otéz odpowiedni wzor, np. na kat a; tréjkgta miedzy bo-
kami o numerach 1 i 2, otrzymuje si¢ przez pomnozenie prawej strony
réwnania (3) przez —sgn(W,W,W,), co daje

%m+bb
]/ 1+bzl/“2"‘ b2 '

Przytoczone tutaj przyklady wskazuja na to, ze wiele twierdzen
geometrycznych, zwlaszeza tych, w ktérych interweniuje pojecie orientacji
pewnych tworéw geometryeznych, nie jest wylozonych w dedukeyjnych
systemach geometrii, choé twierdzenia te wyraznie interweniuja w geometrii
analityeznej lub w jej zastosowaniach.

Slabg strong klasycznej metody w geometrii anahtycme] jest zbyt
duza domieszka intuicji przy wyprowadzaniu zwiazkow miedzy tworami
geometrycznymi a analityeznymi. Jak wiadomo, sprowadzamy kwestie
niesprzecznosdei systemu geometrii Euklidesa do arytmetyki. Jezeli wiec
dowodzimy trudnych twierdzenn geometrycznych za pomocg rachunku
latwiejszego niz dedukeja w syntetycznym systemie geometrii, to po-
winnidmy w pierwszym stadium ustalania tego pomostu miedzy geometrig
a algebra calkowicie wyeliminowaé¢ intuicje. Tymezasem w Xkierunku
jej wyeliminowania jest jeszeze duzo do zrobienia.

Wyobrazam sobie, ze w celu uporzadkowania podstawowych rozdzia-
6w geometrii analitycznej, nalezaloby wylozyé w pierwszym etapie te
rzeczy, ktdore stanowia — ze sie tak wyraze — transkrypcje podstawo-
wych (nie tylko pierwotnych) pojeé geometrycznych na jezyk algebry
i analizy. Nastepnie nalezaloby przyja¢ pewien system aksjomatow
geometrii i konsekwentnie pokazaé realizacje postulatow tego systemu
za pomocyg tworéw algebraicznych.

W dalszym ciggu nalezaloby wybraé¢ pewne zagadnienia geometry-
czne, aby je potraktowadé analityeznie. Wehodzilyby tu w gre zagadnienia:

1’ interesujace ze wzgledu na metode rachunkowg,

2" instruktywne przez to, ze ich ujecie analityczne jest znacznie
prostsze lub przejrzystsze niz geometryczne,

3’ nadajace si¢ jedynie do analityeznego potraktowania,

4° majace zastosowania w analizie, mechanice lub fizyce.

cosa;= — sgn(W,W,)
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