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O niektérych zagadnieniach dotyczacych wyktadu
geometrii analitycznej
Tresé odezytu wygloszonego na konferencji dydak-

tyeznej poSwigeonej geometrii analitycznej w dniach
14 i 15 maja 1954 r. w Krakowie

Mam zamiar powiedzieé¢ kilka slow zardwno o materiale zawartym
w programie geometrii analitycznej dla matematykow, jak zwlaszcza
o kolejnosei, w ktorej, moim zdaniem, nalezy ten material przerabiad.
Nasuwaja sie od razu dwa zasadnicze pytania:

1. Czy nalezy od poezgtkn wprowadzaé geometrie przestrzenng?

2. Ozy nalezy od poczatku wprowadzaé rachunek wektoréw ?

Sadze, ze odpowiedz na te pytania zalezy od aktualnych warunkéw
i dlatego zastrzegam sie od razu, ze mysle tu tylko o najblizszych kilku
latach. Przy wykonaniu pfogramu trzeba sie¢ oczywidcie liczy¢ z pozio-
mem sluchaczy. Wiadomo ogdlnie, ze przecietny poziom shuchaczy I roku
studiéw jest obecnie niezwykle niski. Prawdopodobnie wielu z obeenych
czytalo szosty numer ezasopisma ,,Matematyka” z 1953 r., w ktorym hu-
morystyeznie zostal opisany autentyczny egzamin wstepny z matematyki
kandydata z czworkg na maturze. W biezageym roku akademickim w Lu-
blinie réowniez wiekszodé studentow 1 roku mogla okazaé cezwoérki lub
pigtki z matematyki na S$wiadectwach maturalnych, ale prawie nikt
z nich nie wiedzial, co to jest tréjscian, kilku mieszalo czworoscian ze
stozkiem, a jeden postawil pytanie, czy kazda cieciwa kola jest jego
$rednicg? Poza tym mieli na ogét tak duze trudnosei z najprostszymi
rachunkami algebraicznymi przy rozwigzywaniu zadan z geometrii ana-
lityeznej, ze zapominali o ich tresei geometrycznej. Przebieg tegorocznej
Olimpiady Matematycznej nie zdaje si¢ wrozy¢ zadnej poprawy tego
stanu rzeczy w najblizszej przyszlosci. Nie trzeba tez zapomina¢, ze w szko-
lach drednich geometria analityczna w ogole nie jest obecnie wykladana.

W tych warunkach wydaje mi sie, z¢ wyklad musi byé prowadzony
bardzo clementarnie a wprowadzanie nowych poje¢ stopniowe. Na po-
czgtku zatem nalezy stanowczo ograniczy¢ sie do geometrii na plaszezyznie
i nie wprowadza¢ rachunku wektorowego, gdyz pojecie wspolrzednych
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i, praktycznie biorge, wiele twierdzen z geometrii elementarnej przestrzen-
nej sa dla tych shuchaczy nowoscig. Jasne jest, ze wyklad poezatkowy
wylgeznie geometrii plaskiej musi prowadzi¢ do pewnych powtdrzen ; mysle
jednak, ze wobec opisanego przed chwilg poziomu stuchaczy, tego rodzaju
powtorzenia sa nie tylko nieszkodliwe, ale wrecz konieczne. Sadze tez,
ze przynajmniej na poczgtku nalezy pisa¢ wzory wylgeznie we wspol-
rzednych prostokatnych ograniczajac sie jedynie do omdwienia przy-
padkdw, gdy te same wzory stosuja sie i we wspolrzednych ukosnokgtnych.
Warto podkredli¢ niezaleznosé wzoréw geometrii analityeznej od polo-
zenia figur wzgledem ukladu wspdlrzednych.

Jak zawsze, wskazane jest nawigzywanie do zagadnien juz znanych,
a wiec w danym przypadku do geometrii elementarnej. Mozna np. udo-
wodnié¢ analityeznie twierdzenie Cevy; bardzo pouczajace jest tez roz-
wigzanie jednego i tego samego zadania raz za pomocg geometrii anali-
tycznej i powtornie srodkami geometrii elementarnej (nadawalby sie
tu np. dowéd twierdzenia, ze 3 wysokosci tréjkata przecinaja sie w jednym
punkecie, lub twierdzenia, ze 4 wysokosei czworodcianu przecinaja sie w je-
dnym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwlegle krawedzie sg do
siebie prostopadle). Sluchacze przekonaja sie tym sposobem bezposre-
dnio, jak bardzo metody analityczne, choé mniej eleganckie od geometry-
cznych, udostepniaja dzieki swojemu automatyzmowi rozwigzanie nawet
do$é¢ trudnych dla przecietnego sluchacza zagadnien. Oeczywiscie poza-
dany jest kontakt z wykladang jednoczesnie algebra wyzsza, jednak
sadze, ze powinien sie on wyrazaé raczej geometryczng ilustracja twier-
dzen algebraicznych (np. twierdzen z teorii réwnan liniowych), niz nad-
mierng jak na ten okres abstrakeyjnoscia wykladu. Sadze, Ze w czasie
od wrzesnia do listopada mozna wylozyé w ten sposob teorie prostej
i kola, a takze zapoznaé¢ sluchaczy z wlasnosciami poszezegiélnych stoz-
kowych za pomocg ich réwnan kanonieznych (dyskusja réwnania ogdl-
nego stopnia drugiego wydaje mi sie w tym okresie przedwezesna). W tym
samym czasie mozna tez zapoznaé shuchaczy z elementami teorii dwu-
stosunku (ale nie przeksztalcenia rzutowego). W grudniu mozna przejsé
do geometrii przestrzennej wprowadzajae jednoezesnie elementy teorii
wektorow; tempo wykladu powinno byé w tym czasie specjalnie powolne
ze wzgledu na slaba orientacje przestrzenng znacznej wiekszosei stuchaczy.
Do korica I semestru mozna wylozy¢ czesciowo (ale nie wylacznie) metodg
wektorowgy teorie plaszezyzn i prostych w przestrzeni.

W drugim semestrze mozna zaja¢ si¢ dyskusja réwnania ogélnego
stopnia drugiego na plaszezyznie, a poézZniej teorig ogélng stozkowych.
W tym miejscu nalezaloby, moim zdaniem, uwzglednié szerzej niz to sie
na ogoél czyni w programach i podrecznikach teorie pekow stozkowych
(tak jak poprzednio teori¢ pekéw prostyeh, kol, plaszezyzn, a pdzniej
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kul i kwadryk), gdyz metoda pekéw pozwala rozwigza¢ wiele zadan (np.
zadanie napisania réwnania stozkowej przechodzgcej przez 5 danych
punktow) znacznie proseiej od innych metod. Ponadto peki, np. kol
wystepuja w wielu zastosowaniach matematycznyeh i fizyeznych (np.
w hydrodynamice). '

W kwietniu mozna powrdci¢ do geometrii przestrzennej, wykladajae
teorie kwadryk z gléwnym naciskiem na szczegélowe przestudiowanie
poszezegolnyech kwadryk za pomocg ich réwnan kanonicznych oraz
teorie powierzchni prostokreslnych i obrotowyeh. Teorig przeksztalcen
(tj. przeksztalceniem izometrycznym, jednokladnym, afinicznym, rzuto-
wym i inwersja) nalezaloby sie, moim zdaniem, zajmowaé¢ przy koncu
kursu, gdyz wowezas dopiero mozna w pelni zilustrowaé jg przykladami
z teorii stozkowych i kwadryk (prosze sobie np. przypomnieé, w jakie
piekny sposoéb Klein udowadnia wlasnosei przeksztalcenia afinicznego
odwzorowujae kule na elipsoide); ponadto teoria przeksztalceri jest sto-
sunkowo wiecej abstrakeyjna, a wieec mniej przystepna dla poczatkujgeych
stuchaczy. Nalezy kla§é duzy nacisk na zwigzek tych przeksztalcen z rzu-
tami réwnolegtymi i rodkowymi i wspomnieé o zastosowaniach inwersji
do zadan konstrukeyjnych, nie zapominajac o omoéwieniu. przyrzadéw
kreslacych krzywe przeksztalcone.

Za zupelnie zly pomyst uwazam znajdujgey si¢ w programie, a trwa-
jacy niecale dwa tygodnie kurs geometrii wykreflnej. Nie tylko bowiem
jest wykluczone, by stuchacze po takim krotkim kursie mogli geometrie
wykreslng stosowaé, ale po paru miesigcach nie pamietaja nawet wylo-
zonej teorii: przyzwyczaja ich to jedynie do tzw. ,,studiowania po lebkach’’,
do czego i tak majg naturalne sklonnoseci. W ogoéle zresztg program wy-
daje mi sie nieco przecigzony duzg iloscig pojeé réznorodnych a nowych
dla slabo przygotowanych sluchaczy.

Jest rzeczg bardzo wazng, by przy okazji powiedzie¢ choé¢ pare slow
o zastosowaniach teorii, wiee np. przy studiowaniu stozkowych o torach
planet, przy paraboloidzie eliptycznej o reflektorach parabelicznych,
a przy powierzchniach prostokre§lnych o pominietej niestety w pro-
gramie powierzchni $rubowej (jako przedstawicielce powierzehni ko-
noidalnych). _

Na zakonczenie powiem kilka stéw o rzeczy, moim zdaniem w ogoéle
najwazniejszej: nalezy kla$é jak najwigkszy nacisk na samodzielne roz-
wigzywanie zadan. Przeciez gléwnym celem nauczania nie jest bynaj-
mniej wpojenie w stuchaczy jak najwiekszej liczby roznorodnych wiado-
mosei, ale wdrozenie ich do samodzielnego matematycznego myslenia
i do umiejetnosei stosowania nabytych wiadomosei; ten cel da si¢ osiggnac
przede wszystkim przez urzgdzenie mozliwie czesto éwiczen pisemnych.
Cwiczenia takie daja ponadto mozno$é systematycznego zorientowania
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sig¢ — juz na I roku studiéw — ktoérzy stuchacze wyrdzniajg sie jakimis
oryginalnymi pomystami. Pomimo ze istniejg pewne schematy rozwig-
zania wielu zadan, to jednak mozna pozostawié duzo miejsca inicjatywie
stuchacza nie podajac np. polozenia ukladu wspéhrzednych, ale sklaniajac
stuchacza do mozliwie korzystnego wyboru tego ukladu lub tez do wy-
boru miedzy ukladem prostokatnym, ukosnokgtnym lub biegunowym.
W zadaniach na miejsca geometryczne inicjatywie sluchacza pozosta-
wiony jest wybér parametréw zmiennych, ktére maja byé pézniej rugo-
wane, a takze mniej lub wigcej zreczne wykonywanie tego rugowania.
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