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J. SzArskI (Krakéw)

Uwagi o metodzie wektorowej w geometrii analitycznej

Tresé odezytu wygloszonego na konferencji dydak-
tycznej poswigconej geometrii analitycznej w dniach
14 i 15 maja 1954r. w Krakowie

Korzydci i zalety metody wektorowej sa wprawdzie powszechnie
znane, ale dobrze bedzie zestawié je i zilustrowaé prostymi przykiladami.
Metoda ta bywa stosowana tylko w liniowej czedei geometrii analitycznej,
w teorii tworéw stopnia drugiego naturalniejsza jest metoda algebraiczna.

Ujecie wektorowe pozwala w prosty sposéb zapisywaé skompli-
kowane wzory skalarne. Dzieki wyraZnemu sensowi geomretrycznemu
wzory wektorowe sg latwiejsze do zapamietania—zwlaszcza, ze czesto
ich postaé¢ jest taka sama dla odpowiednich tworéw plaskich, jak dla
przestrzennych. Jako przyklad mozna przytoczyé¢ réwnanie parametry-
czne prostej przechodzgcej przez punkt X, i rownoleglej do wektora a:

(1) XX =at,

gdzie X jest punktem biezgcym prostej, ¢ zas parametrem. Réwnanie (1)
obowigzuje zaréwno na plaszezyznie, jak i w przestrzeni. Przejscie od
postaci wektorowej do pisowni we wspélrzednych nie przedstawia w za-
sadzie wiekszych trudnosci.

Innym dobitnym przykladem jest réwnanie plaszezyzny przecho-
dzgcej przez punkt X, o wspélrzednych (x,,¥,,2,) i prostopadlej do wektora
n o wspolrzednych (4,B,C), w postaci wektorowej

n-X,X=0,
skad natychmiast otrzymuje sie posta¢ skalarng
A(x — @) +B(y —¥,) + C(z—2,) =0.

Jako dalszy przyklad wymienimy réwnanie wektorowe plaszezyzny
przechodzacej przez punkt X, o wspélrzednych (z4,%,,2,) 1 réwnoleglej
do dwéch wektoréw @ i @' o wspoélrzednyeh (a,b,c) i (a',b",c’) :

X X-(axa)=0,
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skgd otrzymujemy réwnanie skalarne w postaci wyznacznikowej
le—xy y—yo 2—2
a b ¢ =0.

’ ’

a b’ ¢

Ujecie wektorowe pozwala w pewnych przypadkach omingé trudnosei,
ktére napotyka si¢ przy metodzie analitycznej. Jezeli np. dane sg wspol-
rzedne wierzcholkow trojkata ABC i chodzi o réwnanie symetralnej kata
wewnetrznego np. przy wierzcholku 4, to klasyezna metoda daje, jak wia-
domo, réwnania dwéch prostych i nastepnie kaze rozstrzygnaé, ktora
z tych prostych jest symetralng wewnetrzng, a ktora zewnetrzng. Rozwa-
zanie wektorowe prowadzi za§ od razu do wniosku, ze wektor
AB/]AB|—|—E{|AC| jest réwnolegly do symetralnej wewnetrznej, skad
juz latwo napisa¢ jej réwnanie parametryczne czy tez zwyczajne.

Podamy dalsze przyklady ilustrujgee korzysci metody wektorowe;j.
Pierwszy przyklad jest zaczerpniety z geometrii rézniczkowej. Gdy dana
jest krzywa o réwnaniu parametrycznym w postaci wektorowej r=mn(s),
gdzie r jest wektorem wodzgeym wzgledem poczgtku ukladu wspélrze-
dnych, a s dlugoscig tuku na krzywej, mamy, przy stosownych zaltoze-
niach regularnosei, nastepujacy prosty wzér na krzywizne:

dr
st |’
Aby stad wyprowadzié wzér na krzywizne, gdy w réwnaniu krzywej
wystepuje dowolny parametr ¢, przepisujemy wzor (2) w postaci

dr y dr
ds = ds* |

(2) -

(3) -

gdyz jak wiadomo, |dr/ds|=11 \vektun, dr[ds oraz d*r[ds® sa prostopadle.
Dalej mamy
“ dr  dr dt dr  &r dt dr d*t
) ds  dt ds’  dst  dit dat ds*
oraz
dr dt  dr d*

o o—— ==
dt ds = dt ds*

Wstawiajge wyrazenia (4) do wzorn (3) otrzymujemy znany wzér w po-

staci wektorowej
| dr 1 [ dt)3
= | — ><__2 e e
di di ds

4% |\&

dr  d*r !({33)‘3

15%



228 J. Szarski

Drugi przyklad ma na celu pokazanie, ze dowody wektorowe pewnych
twierdzenn geometrii przestrzeni euklidesowej mozna przenie$¢ bezpo-
§rednio na przypadek przestrzeni ogolniejszych. Mianowicie podamy
wektorowy dow6d twierdzenia, ze kula jest zbiorem wypuklym. Roz-
patrzmy kule o frodku O i promieniu R i oznaczmy przez p wektor wo-
dzgacey punktu P wzgledem O. Wowezas warunkiem, aby punkt P nalezal
do kuli, jest |p|<E.

Niech P, i P, beda dowolnymi punktami kuli, tzn.

() Ip| <R, Ip/<E.
Mamy wykazaé, ze kazdy punkt P odcinka (P,,P,» rowniez nalezy do
kuli. Wiadomo, ze dla dowolnego punktu tego odeinka jest

. P=hp1t+ 4Ps,
gdzie

(6) h=0, 1, =0, Mt dy=1.
Korzystajace z nieréwnosci tréjkgtowej oraz z (5) i (6) dostajemy
PI= 4P+ P <|LP1|+ [ apo| = 4 [P1 |+ L|po| <L, R+ L, R=R,

co nalezato wykazaé. Podany dowdd przenosi sie bez zmian na przypadek
kuli w dowolnej przestrzeni wektorowej z normg jednorodna.

Metoda wektorowa ma takze ujemne strony. Wprowadzenie teorii
wektoréow na poczatku wykladu geometrii analitycznej moze stworzyé
dla studentéw trudnosei pojeciowe. Przy systematycznym wykladzie
metodg wektorowg jest naturalng rzeczg rozwazaé rownoczesnie zaga-
dnienia geometrii plaskiej i przestrzennej, co moze by¢ trudne dla stu-
dentéw nie majgeych dostatecznego przygotowania w zakresie stereo-
metrii. Poza tym ujecie wektorowe nie nadaje sie na ogol do efektywnych
rachunkéw numerycznych. Rachunek wektorowy wymaga czesto pe-
wnej pomyslowosei, natomiast metoda analityczna prowadzi zwykle
szybciej do celu i nie wymaga specjalnyeh pomystéw. Dlatego przy éwi-
czeniach nalezaloby metode wektorowg ograniczyé w zasadzie do tych
przypadkéw, gdzie prowadzi ona szybko do pewnych wzoréw wektorowych,
ktére latwo nastepnie napisaé¢ we wspolrzednych. Jako przyklad mozna
tu przytoczy¢ wzor na odleglo$é punktu P, od prostej w przestrzeni,
przechodzgcej przez punkt P, i réwnoleglej do wektora a, mianowicie

[Py P, X @
la|
Wzor ten otrzymuje sie bezposrednio stad, ze szukana odleglosé jest

rowna wysokogei réownolegloboku o bokach PP, i a, poprowadzonej
do boku a.
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Metoda wektorowa ulatwia studentowi zapamietanie zwlaszeza
wigkszych partii materialu, a wykladowcy ulatwia wyklad. Stosowanie
metody wektorowej nalezy ograniczyé w zasadzie do czesci teoretycznej
wykiadu, natomiast na déwiczeniach, zwlaszeza przy rachunkach nu-
merycznych, wskazane jest poslugiwanie sie zwyklymi $rodkami anali-
tyeznymi. Z teoria wektoréow student matematyki musi sie zapoznaé
ze wzgledu na jej zastosowanie w innych dzialach matematyki, np. w me-
chanice teoretycznej, geometrii rozniczkowej i réwnaniach rézniczkowych.
Dlatego wydaje sie rzeczg wlasciwg, by przynajmniej z algebra wektoréw
zapoznaé studenta w wykladzie geometrii analitycznej i to mozliwie
wcezesnie, aby moc z niej nastepnie korzystac.
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