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8. StrrAszEWICZ (Warszawa)

O dowodzie twierdzenia de I'Hospitala w wyktadach
rachunku rézniczkowego

Referat wygloszony na konferencji metodyecznej
w Krynicy w lutym 1954 r.

Jako twierdzenie lub ,regula” de I"Hospitala bywaja w podreczni-
kach analizy podawane dwie rézne rzeczy. W jednym przypadku stwier-
dza sie, ze granica ilorazu dwoéch funkeji dgzgeych do zera, gdy z—-a,
jest réwna ilorazowi pochodnych tych funkeji w punkcie a, jezeli iloraz
ten istnieje. W tej postaci twierdzenie, ktorego dowo6d jest zresztg bardzo
prosty, gdyz trzeba sie tylko odwolaé¢ do definicji pochodnej, jest malo
uzyteczne. Regula ta bowiem zawodzi, gdy ktoras z pochodnych w punkeie
a nie istnieje lub gdy obie sg réwne zeru, co sie w zastosowaniach prakty-
cznych czesto zdarza. W drugiej wersji chodzi o réwnoséé graniey ilorazu
dwoéch funkeji i graniey ilorazu ich pochodnych. To twierdzenie ma
znacznie szerszy zakres stosowalno$ei i moim zdaniem jedynie ta postaé
zashuguje na uwzglednienie w naszych wykladach. W znanyeh mi podre-
cznikach dowod tego twierdzenia polega na zastosowaniu uogélnionego
twierdzenia o wartosci posredniej, czyli tzw. twierdzenia Cauchy’ego.
Przy tym wydaje mi sie, ze owo twierdzenie Cauchy’ego po to tylko sie
wprowadza, aby mozna bylo udowodnié regule de I'Hospitala, gdyz
nie znam innych jego zastosowan niezbednych w elementarnym kursie
analizy. Co wiecej, dow6d twierdzenia Cauchy’ego podawany w podre-
cznikach, a korzystajacy z utworzonej ad hoc funkeji pomocniczej, wy-
daje si¢ naszym studentom — nie bez racji — sztuczny i rzecz cata dy-
daktyecznie jest dosé niekorzystna. Dodam, ze trudnosci si¢ pietrzg, gdy
chodzi o rozszerzenie twierdzenia na przypadek granic niewlasciwych;
wiekszosé podrecznikéw dowoéd tutaj pomija.

Na wykladach w Politechnice stosuje inne ujecie, ktore w ydaje
mi sie prostsze i wnoszace pewne wartodei ksztalegece; by¢é moze, ze nie
jest ono nowe. '

Rzecz polega na wysunieciu na czolo przypadku szezegélnego, ktory
sam przez si¢ zashiguje na uwage.

Naszkicuj¢ odpowiedni tok wykladu. Operuje w nim granicami je-
dnostronnymi, co jest dogodne, ale nieistotne.
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TwIERDZENIE 1. Zalozenie. 1° f(x) jest ciqgla dla 0 <a<d, limf(x)=0.
40
2° Istnieje f' (@) dla 0<w<d, istnieje lim f' ().
T—+0
Teza.

it L i Pl

z—++0 L. g0

Dowéd. Definiujemy f(0)=1lim f(a); woéwczas
40
f(@)—(0)

0 =f'(6x), gdzie 0<0<1.

Jesli x—-10, to fx—-+0, a zatem

lim M =lim f'(z), ec.n.d.

z>40 & Z—>40
Uwaga. Zdolniejszym studentom warto zwréeié uwage na to, ze
istotng trescig tego twierdzenia jest nastepujaca ciekawa wlasnodé po-
chodnej: Jezeli funkcja f(x) jest rééniczkowalna w otoczeniu punktu a
(dla x£a) © jeieli estme}e lim f'(x), to f(x) jest rééniczkowalna takie w pun-

Ll

f'(a)=lim f'(x)

kcie a 1

TWIERDZENIE 2. Zalozenie. 1° f(z), g(x) sa ciagle dla a<x<b;

lim f(z)=lm g(x)=0

z—a+0 r—a+0
20 Istnieja f'(x) ¢ ¢'(x) dla a<x<<b, ¢'(x)>0.
30 Istnieje lim /(@)
z—sa+0 § ({L‘}
Teza.
lim f(_:n)_ = lim f&(m_)_

esato (&) @—>a+0 g9 (x)
Dowd6d. Definiujemy f(a)=g(a)=0; oznaczamy g¢(x)=u. Woweczas
mamy z=g¢(u), f(@)=f(p(x))=F(u),
/' (=)
g (@)

Jezeli x—a-+0, to u—-0 i na odwrét, a zatem

finy T s TN i 0 iy L)

Z—a+40 9’(»’3) u—st40 U U->+0 z—>a+0 § (fﬂ)

F'(u)= ———

B
£
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TWIERDZENIE 3. Zalozenie. 1° f(x), g(x) sq ciagle dla x> a,

lim f(x)=lim g(x)=0.

T—00 00
20 Istniejq f'(x) © ¢'(x) dla x>a, ¢'(2)>0.

3° Istnieje lim f(:c)

Teza.
i I g d B
00 g(fﬂ} T g’ (x)

Dowéd. Niech x=1/u, wtedy
fo) o Q) PO (=10d) (@)

lim 2l — lim < -

im m
2200 §(@) w0 G(L/UW)  usso §'(L/U)(— 1/U¥) ~ ameo 9 (@)

TwIERDZENIE 4. Zalozenie. 1° f(z) jest ciggla dla x> 0, lim f(x)=

L0
20 Istnieje f'(x) dla x>0, istnieje lim f'(x)=I.
L—r00
Teza.
hm& =lm f'(x)=1.
zsoo & 00

Dowdd. Niech x> x> 0; wtedy

MO 1) _ oy, gade  ey<i<s,
Tr— X,
stad
f(_m) 0 EH(L(&;%f(s)),
(*_—zklf(f e+ | L1 2.

Obieramy &> 0, ustalamy z, tak, ze gdy x> x,, wtedy
(x)—1| <e/2

(zatem |f'(x)| jest mniejsze od pewnego a>0); wowczas

_f_(_“’_)__” __._.1.. iimﬂlH__ a,
z

stad, gdy o, jest dostatecznie wielkie, to dla x>,

EACLNY I
xr

c. n. d.
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Nalezaloby tu podaé¢ interpretacje geometryczng twierdzenia 4:
Jezeli krzywa y=f(x) ma asymptote y=max-+b i jezeli istnieje lim f’(x),
L—»00
to m=1lim f’(x). Studentéw zainteresuje rowniez wigzaca sie z tym uwaga,
L—>00
ze jezeli styczna do krzywej dazy przy z—oc do pewnej prostej granicznej,
to ta prosta jest asymptota krzywej, ale nie na odwrdét.
TWIERDZENIE 5. W twierdzeniu 3 moina zaloienie
limf(z)=limg(z)==0
LG L0
zastapic zaloZeniem .
limf(x)=limg(z)=occ.
T 00 L0
Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 2 i polega na re-
dukeji do twierdzenia 4.
TWIERDZENIE 6. W twierdzeniu 2 mioina zaloienie
lim f(x)= lim g(x)=0
L= 40 T—a+0
zastqpic zalozeniem
lim f(z)= lim g(x)=coc.
T 40 b ]
Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3 (redukeja do
twierdzenia 5).
W wykladach w Politechnice Warszawskiej podaje zwykle dowody
twierdzenn 1 i 2, a na déwiczeniach 3; pozostale twierdzenia przyjmuje
bez dowodu ilustrujge je przykladami.
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