2szego

Ministe
i Szkoln

\

fwmpm
1897

S. STRASZEWICZ (Warszawa)

Krzywe stopnia drugiego w elementarnym wykladzie
- geometrii analitycznej

Referat wygloszony na konferencji metodycznej
w Krynicy w lutym 1954 r.

Referat niniejszy dotyczy wykladu prowadzonego na takim pozio-
mie i w takim zakresie, jaki odpowiada programowi pierwszego semestru
wydzialow budowlanych. Na geometri¢ analityczng plaszezyzny razem
ze wstepem o wektorach przypada tu 30-32 godzin, z czego na krzywe
stopnia drugiego mozna wydzielié najwyzej 11-12 godzin. Jasne jest,
ze przy tym wymiarze ezasu nie moze byé mowy o ogélnej dyskusji rowna-
nia stopnia drugiego w takiej postaci, jak ja podajg obszerniejsze podre-
czniki. Stozkowe muszg byé traktowane monograficznie z dodaniem
niewielkiego jedynie uzupelnienia o réwnaniu ogélnym stopnia drugiego.
Przyjmuje taki rozklad: okrag 2 godziny, elipsa 3 godziny, hiperbola
3 godziny, parabola 1-2 godziny, réwnanie ogélne — 2 godziny. Do tego
dochodza oczywiscie éwiczenia w podobnej ilosci godzin. Temat okrag
pomijam w dalszym ciggu; zakladam, ze w ciggu dwéch godzin podaje
sie najwazniejsze wiadomosei w sposéb tradyecyjny.

Zaczne od uwagi ogdlnej. Nauczanie geometrii analitycznej na po-
ziomie elementarnym powinno uwzgledniaé¢ dwa réwnie wazne i uzupel-
niajace sie nawzajem rodzaje zagadnienl, ktére powstaja z chwily wpro-
wadzenia wspélrzednych:

1° Interpretacje geometryezng zwigzkoéw analitycznych.

2% Ujmowanie wlasnodci geometrycznych w zwigzki analityczne,
np. dowody analityezne twierdzen geometrycznych, a zwlaszeza ukla-
danie réwnan miejse geometryeznych.

5 Trzeba pokazaé studentowi te dwa oblicza geometrii analitycznej
i wdrozy¢ go w odpowiednie sposoby postepowania.

Dodam, ze material nauczania powinien by¢ dobrany starannie
pod wzgledem wartosci ksztalegeej i odmierzony bardzo oszezednie,
jesli w krotkim czasie majg byé osiggniete trwate wyniki,
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Tradycyjnie wprowadza sie elipse i hiperbole jako miejsca geometry-
czne punktéow, dla ktorych suma lub réznica odleglofei od ognisk jest
stata, parabole zas jako miejsce geometryczne punktéw réwnoodleglych
od ogniska i od kierownicy. Nie znam elementarnego podrecznika, ktory
by od tej tradyecji odstepowal.

Sposéb ten ma, moim zdaniem, bardzo maly wartos¢ metodyczng,
a to z nastepujacych powoddow:

1" Dla technikéw elipsa — to przede wszystkim przekroj walca
lub rzut okregu; nie wiem, czy potrzebna im jest kiedykolwiek wlasnogé
ogniskowa. Korzystaja # niej ponoé ogrodnicy, ale to wyglada raczej
na legende. Hiperbola (réwnoosiowa) wystepuje najezesciej w zwigzku
z odwrotng proporcjonalnoseia, parabola wigze sie z zastosowaniem
funkeji kwadratowej. Czy jest celowe wysuwanie na plan pierwszy de-
finieji i wlasnodei, z ktoryeh si¢ w praktyce weale albo prawie weale nie
korzysta? Poza tym podkreflanie w definicji odrebnosei tych trzech
krzywych nie jest celowe, nalezy raczej zmierzaé¢ do uwydatnienia cech
im wspdlnych.

2° Wyprowadzanie réownani stozkowych z wymienionych definicji
nie ma tych walorow, jakie powinny mieé ¢wiczenia na ustawianie réwnai
miejse geometrycznyeh, gdyz jest ono tutaj natychmiastowe; przy elipsie
np. — trzeba tylko do rownosei r+r,=2a podstawié¢ odpowiednie wy-
razenia na 7, i r, wedlug wzorn na dlugosé odeinka. Nie wystepuje tu wige
moment poszukiwania zwigzkéw analityeznych ujmujacych wlasnosei
geometryczne i wartosé ksztalegea tych zadan jest mala.

3° Doprowadzenie réwnan elipsy i hiperboli do postaci kanonicznej
dokonywane bywa z reguly drogg dosé niezgrabnego rachunku przez
dwukrotne podnoszenie réwnania do kwadratu. Sprawa sie komplikuje
przez to, ze przy takim postepowaniu trzeba udowodnié, iz otrzymane
rownanie jest réwnowazne z poczatkowym, co niektére podreczniki
czynig w sposob réwnie niezreczny, inne zas (jak np. Priwalow) w ogoéle
pomijaja milezeniem. Nie jestem bynajmniej przeciwnikiem opuszczania
niektérych dowodéw w naszyech wykladach — jest ono w wielu przy-
padkach wskazane. Ale nie nalezy tego czynié¢ tam, gdzie student sam
sklonny jest do blednego wnioskowania, gdyz nie widzi potrzeby dowodu,
a tak wlasnie bywa przy réownowaznosei réwnan.

Jedli juz cheemy wyprowadzaé rownania elipsy i hiperboli z defi-
nicji ogniskowej, lepiej byloby rozumowaé w nastepujacy sposéb:

Niech F,(—e¢,0), F,(c,0) bedy ogniskami (¢>0), P(x,y) dowolnym
punktem i niecch ¥, P=v,, F,P=7r,. Rozwazamy réwnanie

(1) (ry4r,—2a) (r,—r;—2a) (v, —ry4-2a) (r, +12-+2a) =0,

gdzie a> 0. Poniewaz r;+1,>2¢, |r,—ry|<2e¢, wiee gdy a> ¢, réwnanie (1)
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jest rownowazne réownanin r,+#,=2a i przedstawia elipse, gdy zas a<e,
rownanie (1) jest rownowazne réwnaniu (r,—r,—2a)(r,—7,+2a)=0
Iub réwnaniu |r,—r, =2a, przedstawia zatem hiperbole.

Latwe przeksztalcenie lewej strony rownania (1) prowadzi do rowna-

nia
(ri—ri+4a*)} —16a°r=0;

po podstawieniu 1} = (r-+e)+y%, ri=(r—c)*-+y* daje ono réwnanie
(2) (@ —&) o + By =a*(a* —¢*),

ktore dla «-#¢ przybiera postaé

p @y

(3) 5k 5 =1.

Rownanie (3) zatem przedstawia elipse, gdy a>e, lub hiperbole, gdy
a-<c.

Gdy a=e¢, réwnanie (2), a zatem i réwnanie (1), przedstawia o
odcietych,

Przytoczone rozumowanie trafia w istote rzeczy, pozwala unikngé
powtarzania tego samego rachunku przy hiperboli, co przy elipsie, a przy
tym jest zgrabne. Studentowi zas trzeba od czasu do czasu dawaé wzorce
,elegancji’” matematveznej. Podobny sposob traktowania rzeezy jest
w podreezniku F. Leji, z tym jednak, ze elipsa i hiperbola rozwazane sg
oddzielnie.

Naszkicuje¢ obecnie metode, ktorg stosuje w swoich wykladach
w rozdziale o krzywych stopnia drugiego.

Zauwaze najpierw, ze juz w poprzednich wykladach opracowuje
przesuniecie i obrot ukladu wspoélrzednyceh, ze zwréceniem uwagi na to,
ze stopien rownania algebraicznego nie ulega przy tym zmianie, oraz
podaje eclementarne wlasnosci powinowactwa osiowego prostokatnego,
okreslonego wzorami F=ux, y=ky.

Pisze rownanie

A4+ 2Bxy +Cy* +2Dz+2Ey+F=0
i mowie studentom, ze przedstawia ono krzywg stopnia drugiego i zZe
zajmiemy sie na razie pewnymi przypadkami szezegélnymi tego rownania.
Mozna by wprawdzie od razn omowi¢ niektére wlasnosei ogdlne stoz-
kowych, np. przeciecie z prosta, co by si¢ nawet dobrze wigzalo z wia-
domosciami z algebry szkolnej o ukladach rownan, ale to nie jest konieczne.

Bior¢ najpierw rdwnanie

AR LCP+F=0 (A-C-F+#0)

i rozpatruj¢ dwa przypadki:
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I. A1 C 83 tego-samego znaku; F jest wowcezas znaku przeciwnego,
jesli krzywa ma byé rzeczywista. Nazywam jg elipsq. Réwnaniu nada-
je postadé

@ 9
S 45 =1.
a b
Zestawiam je z rownaniem okregu
—3 =2
x Y
Z4+Z =1
az az

i pokazuje, ze elipsa powstaje z okregu przez powinowactwo (,,8ci¢niecie):
r==, Yy=—y.
a

Stad wysnuwa sie natychmiastowe wnioski co do ksztaltu elipsy
(wypuklosé, symetria, istnienie stycznej itd.) oraz konstrukeje punktowsg
(ewentualnie dwoma sposobami: wprost z powinowactwa lub przy uzyciu
dwoch okregéow wspoélérodkowych), a takze konstrukeje stycznej w punk-
cie elipsy lub nawet z punktu poza elipsa. Réwnanie FTy+PPo =0 sty-
cznej do okregu daje od razu rownanie awx,/a®-+yy,/b*=1 stycznej do
elipsy. Innym waznym bezposrednim wnioskiem jest twierdzenie, Ze rzu-
tem prostokatnym okregu jest elipsa.

2 3 4

Sl

Rys. 1 Rys. 2

Biorge pod uwage proste powinowate do dwoceh prostopadlych
grednic okregu, uzyskujemy pojecie srednic sprzezonych elipsy, przy
czym ze zwigzku m,m,——1 wynika od razu zwigzek m,my,=—ba’
dla wspoétezynnikéw katowych srednic sprzezonych.

7 prostopadlodei styeznej okregu do srednicy przechodzacej przez
punkt stycznodci wysnuwamy wniosek, ze kierunek stycznej w punkcie
P(x,,y,) elipsy jest sprzezony z kierunkiem srednicy OF; poniewaz
Mop =1, /L,, Wiee wspolezynnik katowy stycznej jest réowny (—b*/a®)x
X (2o /y,), co daje inny sposéb otrzymania réwnania stveznej.
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Wreszeie powinowactwo z okregiem daje prosty i pogladowy dowdd
konstrukeji siatkowej elipsy, gdy dana jest para srednic sprzezonych.
Wystarezy przyjrzeé sie rysunkowi 1. Proste 471 i BI sy prostopadte, wiec
P lezy na okregu, a zatem P lezy na elipsie. J

W ten sposob wysuwam na plan pierwszy wilasnosci a,finiczne:elipsy.
Sa one najwazniejsze dla technika, a przy tym sg latwe i interesujgce.

Jako uzupelnienie podaje najwazniejsze wlasnosei metryczne.

a. Wlasnosé ogniskowa elipsy. Wprowadzam konstrukeyjnie

dowolnego P(z,y) oznaczam F\P=v,, F,P=r. Zwigzki

, %\
R=@+cf+y’, n=@—cl+y,, =¥ (1 N ;'2)

daja po krétkim rachunkun
cr * o
n=a-4+—, ty=a——,
a a
skad r,+r,= 2a. Zauwazam, ze dla punktu nie lezacego na elipsie mamy
9 b1y #A2a, gdyz ry 1 r, TOSNY Wraz z |y| przy stalym x.

WNIOSEK: Elipsa jest miejscem geometrycznym punktow, dla ktérych
-+ rs=2a. ’

b. Wlasnosé ,,optyczna’” elipsy, tj. twierdzenie, ze styczna jest
dwusieczna kata zewnetrznego tréjkata F)PF,, jest wazng i ciekawg wla-
snodeig elipsy. Dziwi mnie, ze tak
dobre podreczniki, jak Priwalowa
i Bieskina nic o niej] nie moéwig;
Jefimow podaje- to twierdzenie bez
dowodu. W innych znowu podreczni-
kach dowdéd jest przydlugi i niezbyt
zreczny. Najprosciej jest oprzeé sie na

Rys. 3 twierdzeniu o dwusieczne] w tréjkaeie

(jak w podreczniku W. Pogorzel-

skiego); polecam to zwykle jako é¢wiczenie rachunkowe, na wykladach

za$ wole nie traci¢ na to cennego czasu i podaje nastepujacy prosty

dowdd geometryezny: Kazdy punkt M styeznej rézny od punktu P sty-

cznej lezy na zewnatrz elipsy (wynika to z powinowactwa z okregiem),

wiee F\M -+ MF,>2a. Suma F\M+| MF, osigga zatem w punkeie P

minimum, stgd wynika omawiana wlasnosé styeznej na podstawie
znanego studentowi elementarnego zadania na ekstremum.

Pokazuje tez zwykle na przykladzie elipsy efektowng metode kon-
strukeji stycznych Robervala (1602-1675) stosujgeg rozwazania kine-
matyczne. Kiernnek stycznej do elipsy w punkcie P przebiegajaeym elipse
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wyznaczamy jako kierunek jego predkosei. Rzut », predkosei » na prostgy
F\P daje wowezas predkosé, z jaka zmienia sie odlegltosé F,P,gdyz skla-
dowa prostopadla do F,P nie wplywa na zmiang tej odleglosei. Tak samo
rzut v, predkosci vna prosta F,P daje predkodé¢, z jaka zmienia sie F,P.
A poniewaz suma F,P+F,P jest stala, wiee wektory », i v, 83 réwnej
dlugosei, przy czym jeden jest skierowany od ogniska, a drugi ku ogni-
sku. Zatem v dzieli kgt miedzy v, i v, na polowy.

e. Na zakonezenie opisanej poprzednio krdotkiej monografii elipsy,
mowie jeszeze o jej kierownicach. Poniewaz nie starczy eczasu na opra-
cowanie réwnania we wspélrzednych biegunowych, ograniczam sie do

Rys. 4 Rys. 5

rachunkowego stwierdzenia, ze dla kazdego ogniska istnieje taka prosta,
iz elipsa jest miejscem geometrycznym punktéw, ktérych odleglosei od
tego ogniska i od tej prostej maja staly stosunek.

Na éwiczeniach poznajg studenci jeszeze pare¢ wlasnodei elipsy m. in.
te, na ktoérej opiera sie uzycie elipsografu.

Przechodzge do hiperboli powracam do réwnania Aaz*-+ Cy*=F i
rozwazam przypadek

II. 4 i O sg réznych znakéw, np. A>0, C<0, F<0.

Roéwnaniu mozna nadaé postaéd

(4) = =1;

krzywa nazywa si¢ hiperbolq. )
Opracowuje najpierw hiperbole réwnoosiowq (b=a):
(5) ¢ —y'=d. :
Jestem zdania, ze na hiperbole réwnoosiowy nalezy polozyé duzy
nacisk jako na krzywg wazng w praktyce. Obrot ukladu o —z/4 sprowa-

dza réownanie do postaci
2

@
(6) rY =5



240 * S. Straszewicz

7 réwnania (6) wysnuwa sie opis ksztaltu hiperboli, istnienie asymp-
tot, stalosé pola prostokata OMPN. Stwierdza sig, ze hiperbola (6) jest
wykresem odwrotnej proporcjonalnosci y=Fkjz, co uwazam za szczegOnie
wazne, gdyz studenci wynoszg ze szkoly fredniej metne o tym pojecie.
Stad wyplywa dalej konstrukeja punktowa hiperboli.

Nastepny temat stanowi przeciecie hiperboli (6) z prostq y=max+b
(m+0). Podstawienie do réwnania (4) daje

mat+ b — ta’=0.

Zwracamy uwage na Srodek (z,,y,) cieciwy laczgce] punkty prze-
cigeia. Przypominajage wzdér na sume p:erma.stkow rownania kwadra-
towego znajdujemy od razu

o b b
(7) ms_—__QTns yB=§.

Dalsze  rozwazania polegaja na wszechstronnym wykorzystaniu
rownosei (4).

1. Z (7) mamy y,= —mz, jako miejsce geometryczne srodkow cieciw
o kierunku m, czyli réwnanie §rednicy sprzezonej ze Srednicg y=ma.

Sarigo)

k‘r

Rys. 6

Srednice sprzezone sa zatem symetryczne wzgledem asymptot. Osie
symetrii sa jedyng parg srednic sprzezonych prostopadlych, gdyz z réow-
nania m(—m)=—1 wynika m=-41. Asymptoty wystapig jako przypadki
graniczne — $rednice samosprz¢zone — gdy m—>0 lub m—>co.

Biorge osie symetrii za osie wspohrzednych wyznaczamy polozenie
wzajemne kierunkéow sprzezonych ze zwigzku (a+-f)/2=mn/4, co daje
tgf=ctga lub m;m,=1, przy czym mamy okazj¢ do wskazania analogii
z okregiem, gdzie m,m,= —1.

Do powyzszego nawigzuje wyznaczenie stycznej w punkeie P(x,,¥,)
hiperboli. Wykazuje w tym celu, ze kierunek stycznej jest sprzezony
z kierunkiem s$rednicy przechodzacej przez punkt stycznosci. Mianowicie
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gdy QP (rysunek 8), to sieczna PQ dazy do styeznej PT, a Srednica O8
sprzezona z kierunkiem PQ — do frednicy OP. A poniewaz kierunki P
i 08 sg symetryczne wzgledem asymptot, wiee to samo dotyezy kierunkow
PT i OP, wobec czego kierunek P7 jest sprzezony z kierunkiem OP.
To twierdzenie, ktére jest wazne samo przez si¢ (konstrukcja stycznej),
pozwala utworzyé¢ natychmiast réwnanie stycznej w P. W przypadku
réwnania (6) mamy mpr=—mop=Y,/T, i rOWnaniem stycznej jest

Loy + Yoot = a’.

Dla réwnania osiowego (B) jest mpp=1/mgp=1,/y,; rOWnanie stycznej
ma postaé
2

XLy — YYo= 4.

2. Wracam do réwnan (7) i wysnuwam z nich inny wazny wniosek:
@, 1 Y, nie zalezg od a. Znaczy to, ze cieciwy wszystkich hiperbol o tych
samych asymptotach wyciete przez te
samg prosty maja wspolny srodek. W szcze-
gélnosei dotyezy to réwniez hiperboli
znieksztalconej (a=0), czyli pary asym-
ptot. Wniosek: _

a) odeinki siecznej miedzy hiperbolg
i agsymptotami s3 réwne,

b) na styeznej punkt stycznodei jest
grodkiem odcinka miedzy asymptotami.

Stad konstrukeja afiniczna hiperboli,
gdy dane sg asymptoty i jeden punkt
krzywej. ‘Rys. 8

Po opisanym poprzednio monogra-
ficznym opracowaniu hiperboli réwnoosiowej wlasnosci afiniczne hiper-
boli dowolnej obja$ni¢ mozina w niewielu slowach. Stwierdzamy, ze
miedzy hiperbola (5) a hiperbola réwnoosiows (6) zachodzi powinowactwo

b

T =z, ?)':E?

i stagd jako natychmiastowe wnioski wysnuwamy twierdzenia i wzory
dotyczace asymptot, Srednic sprzezonych, stycznej oraz konstrukeje
afiniczne. W szczegélnosei np. zwigzek m;m,=1 miedzy kierunkami
§rednic sprzezonych przechodzi na m,m,=b*|a’.
Wiasnodei ogniskowe opracowujemy podobnie jak dla elipsy.
Wiasnosé ,,optyczng’’ uzasadniamy metodg kinematyczng Rober-
vala badZz geometrycznie jako wlasnosé ekstremalng. Mianowicie styczna

Roeczniki P.T.M.-Wiadomoséci Matematyczne I 16
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do hiperboli przecina jej asymptoty, lezy wiec (opréez punktu styeznosei)
w obszarze, w ktérym 1?1—?’2'|<2a; w punkecie stycznodei mamy maksi-
mum |r;—7,|=2a. Poniewaz ogniska lezg po przeciwnych stronach sty-
cznej, rzecz sie sprowadza do zadania geometryeznego: Dane sg punkty
A i B po przeciwnych stronach prostej t; znalezé na prostej ¢ taki punkt C,
ze |AC—B(C|=maksimum. Ot6z, jes§li B’ jest punktem symetrycznym
do B wzgledem t, to |AC—BC|=|AC —B'C|<AB’, maksimum zachodzi
wobec tego wowezas, gdy |AC—B'C|=AB’, tj. gdy C lezy na przediu-
zeniu odcinka AB’; AC i BC sg wtedy symetryczne wzgledem .

Krotki wyklad o paraboli prowadze w podobny sposéb jak wyklady
poprzednie. Biore pod uwage nowy przypadek szczegdlny ogoélnego rowna-
nia stopnia drugiego

Cy*+2Dx=0 (C-D+0),

ktéremu nadaje postac
Y= 2px.

Nazywajac te krzywa parabole zwracam uwage studentom, ze jest to

znany im wykres funkeji kwadratowej x=y2/2p 1 Ze mamy poznaé nie-
ktore wlasnosci tej krzywej.

yh Rozwazamy przeciecie paraboli z pro-

L7 P(xo.40) stg y=ma+b (m+#0); rugujac £ mamy
2 - -2y 2%,
0 X m m
0 . Sk@d bezpoéred_m'o Y :p/m, gdzie Y, 0ZNY-

cza rzedng srodka 8 cieciwy PQ (rys. 9).

Z wyrazenia dla y, ktére nie za-

Rys. 9 wiera b, wynika, ze Srodki cieciw réwno-

legltych lezg na rdéwnoleglej do osi syme-

trii, czyli na frednicy sprzezonej z kierunkiem cieciw, przy czym, od-

wrotnie, kazdej srednicy odpowiada okreslony kierunek z nig sprzezony.

Gdy Q—P, to y,—>y,, prosta QP dazy do styeznej PT o wspdlezynniku

katowym m=p[y,. '

Kierunek stycznej jest zatem sprzezony ze srednicg przechodzgca

przez punkt styeznosci; stad réwnanie stycznej

YYo =D (®+x,).

Wtiasnosé ogniskowg paraboli stwierdzamy podobnie jak przy elipsie
definiujgc ognisko jako punkt F(p/2,0), kierownice jako prostg o= —p/2.

Wiasnosé optyczng wykazujemy metoda Robervala badZ tez drogg
krétkiego rachunku.
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Jesli czas pozwala, podaje konstrukcje ,,siatkowg” paraboli wysnutg
ze spostrzezenia, ze na podstawie réwnania paraboli RQ/RP= OT/OR
(rys. 10 i 11). :

Na paru ostatnich wykladach o krzywych stopnia drugiego powra-
cam do ogélnego réwnania kwadratowego. Dotychezas studenci poznali
interpretacje geometryczng kilku przypadkéw szczegélnych réwnania.
Obecnie stawiam pytanie: Czy sg jeszcze inne krzywe stopnia drugiego?

7 s 4 0,” P

____________________

‘1;«/

i 5
/ .

v

0

X*
=y

Rys. 10 Rys. 11

Zastosowanie obrotu ukladu wspéhrzednych redukuje to zagadnienie do
dyskusji réwnania nie zawierajacego wyrazu z xy, ktéra w latwy sposéb
prowadzi do pelnej klasyfikacji metrycznej stozkowych. Temat daje sie
bez trudu opracowa¢ na jednym wykladzie dwugodzinnym, gdyz ogra-
niczam si¢ do ,,jakosciowego” przedstawienia sprawy nie wprowadzajgc
kryteriow opartych na niezmiennikach. Pewien nacisk klade na przypadki
znieksztaleenial).

) Uzywane czesto nazwy krzywa zdegenerowana lub zwyrodniala brzmia nieprzy-
jemnie. Proponuje méwié krzywa enieksztatcona.
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