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Recenzje

Jan Mikusinski, Rachunek operatoréw, Monografie Matematyczne
t. XXX, Warszawa 1953, str. VIII4-368.

Rachunek operatoréw znany jeszeze w poezatku XIX w. rozpowszechnil sie
i rozwinagl pdiniej dzieki pracom inzyniera O. Heaviside’a, ktéry zastosowal go do
rozwgzywania réwnan roiniczkowych elektrotechniki leoretycznej, nie troszezac
sie jednak w ogéle o uzasadnienie matematyczne. Heaviside traktowal symbol réz-
niczkowania d/dt=p jako co§, do czego stosuja sie reguly zwyeczajnej algebry i spro-
wadzal w ten sposob liniowe réwnania rézniczkowe zwyczajne o stalyeh wspoélezyn-
nikach do liniowyeh réwnan algebraicznych. Stad wyniklo prawdopodobnie prze-
konanie, ze gléwna zaleta rachunku operatoréw jest to, Ze moina z jego pomoca
prosto rozwiazywaé niektére rdwnania rézniczkowe. Przekonanie to widoeznie nie
pozostalo bez wplywu na matematykéw interesujacych sie rachunkiem operatorow,
skoro w latach 30-tych biezacego stulecia wysitki ich szly gléwnie w tym kierunku,
aby zalegalizowaé przede wszystkim formalizm rachunkowy operatoréw. W ten
spos6éb powstaly ujecia matematyezne rachunku operatoréw, ktére dzis sy juz tra-
dyeyjne. Opieraly si¢ one na teorii transformacji catkowych, najezesciej transformaecji
Laplace’a

L{f}= [ e~ war,
J _

ktora funkeji f(f) przyporzadkowuje inng funkeje zmiennej zespolonej s. Transforma-
cja Laplace’a dawala istotnie wzér sprowadzajacy rozniczkowanie funkeji f(t) do
mnozenia jej transformaty L{f({)} przez liczbe zespolona s. W ten sposéb operatory
staly sie zwyvklymi funkejami zmiennej zespolonej. Nie mozna odmoéwié takiemu uje-
ciu pewnych zalet, bo przedstawialo ono juz poprawna metode matematyczna i po-
zbawialo operatory ich ,,magii’”’ robige z nich po prostu zwykle funkeje zmiennej
zespolonej.

Rachunek operatoréw oparty na transformacji catkowej szybko stal sie narze-
dziem technikéw i zajal moena pozyeje w ich arsenale matematycznym. Jednakize
cena, ktéra trzeba bylo zaplacié za takie ujecie rachunku operatoréw, nie byla by-
najmniej umiarkowana. Nalezy tn przytoczyé przede wszystkim fakt wainy ze wzgle-
déw dydaktycznych, ze oparcie operatoréw na transfomacji Laplace’a (lub innych
analogicznyeh transformacjach calkowych) wprowadzalo od razu do samej metody
skomplikowane $rodki teorii funkeji zmiennej zespolonej, ktére nie sa adekwatne
prostocie algebraicznej samego rachunku operatoréw. S3 jednak réwniei inne,
powazniejsze wady tego ujecia. Rachunek operatoréw oparty na transformacjach
caltkowych ogranicza do&é istotnie zakres stosowalnoéei tej metody tylko do tych
funkeji, dla ktérych transformacja calkowa jest wykonalna. A wiec np. funkeja ef!
juz jest wylgczona 2z zasiggu rachunku operatoréw opartego na transformacji Laplace’a,
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oo
bo calka’ 6[ e=Ste—t" gt jest rozbiezna. Stad plynie konsekwencja dla zastorowan do ro-

wnan roézniczkowyeh, ze w rachunku operator6w opartym na transformacjach catl-
kowych nie moZna udowodnié w calej ogélnofci jedynodei rozwigzan réwnan
rézniczkowyeh, leez tylko dla klasy funkeji transformowalnych. Ta okolicznoéé
w zastosowanin do liniowych réwnan rézniczkowyeh zwyezajnych wydaje sie niezbyt
»grozna”, gdyz dla takich réwnahn mamy przeciez inne dowody jedynogei. Nie
jest tak jednak juz w przypadku liniowych réwnan o pochodnych czastkowych
(dwoéeh zmiennych) o stalych wspolezynnikach, dla ktérych to réwnan albo s znane
fakty niejedynosci (na przyklad dla rownania przewodnictwa ciepla), albo tez zgola
o jedynofei nie zawsze co§ wiadomo na podstawie klasyecznych teorii tych
rownan. Kwestie istnienia i jedynofei przestaly juz byé dawno przedmiotem
..dewocji”’ wylacznie matematykéw i graja we wspoélezesnych zagadnieniach fizy-
cznyech lub technicznych pierwszorzedna role. Jezeli wige rachunek operatoréw oparty
na transformacjach catkowych kwestii tych nie potrafi rozstrzygnaé w calej ogol-
noéei potrzebnej dla zastosowan, nalezy to uznaé¢ niewatpliwie za jego powazing
wade.

Inna powazniejsza wada tradycyjnego ujecia polega na tym, ze transformacje
calkowe niedostatecznie uwypuklaja i wykorzystuja znacznie glebsze aspekty rachunku
operatoréw niZ te, ktore polegaja na uproszezonej pisowni i automatyzmie calkowania
réwnan réiniczkowyech. Operatory nie dlatego ,,zrobily kariere” w fizyce i technice,
ze ulatwiaja rozwiazywanie réwnan réiniczkowych, ale z innego, powazniejszego
powodu. (Nawiasem méwige, samo uproszczenie pisowni i techniki rozwiazywania
réwnan rézniczkowych wydaje sie praktycznie dosé watpliwe, bo np. ,.zwykle”, nie-
operatorowe rozwigzywanie réwnah réiniczkowych zwyczajnych o stalych wspol-
czynnikach nawet przy ,,masowej produkeji” tych réownan nie wydaje si¢ znacznie
ucigzliwsze niz rozwigzywanie za pomocs operatordw.)

Gléwnym waznym i nowym aspektem rachunku operatoréw jest to, ze pojecie
operatora stanowi uogélnienie pojecia funkeji. Fizyey i technicy dlatego wtasnie chetnie
postuguja si¢ rachunkiem operatoréw, Ze sa w nim narzedzia pozwalajace opisaé
takie pojecia jak np. impuls, sila skupiona lub pewne przebiegi nieciagte, ktdérych
zwyklta klasyczna analiza albo w ogoéle opisaé nie moze, albo robi to w sposob ecigzki,
malo przejrzysty i nie przydatny do rachunkéw. Potrzeby fizyki i techniki narzuecaty
konieczno&é takiego wogélnienia pojecia funkeji, by wspomnieé tylko o funkeji della
Diraca. Rachunek operatoréw oparty na transformacjach calkowych prowadzi wpraw-
dzie réwniez do nogélnienia pojecia funkeji, ale jest ono tam jak gdyby ,,produktem
ubocznym”, a nie gléwnym watkiem teorii.

Monografia Mikusifiskiego stanowi systematyezny wyklad rachunku operato-
réw i jego zastosowah oparty nie na transformacjach calkowych, lecz na innej ory-
ginalnej koncepecji autora, ktéra stanowila przedmiot jego prac opublikowanych
w latach 1950-1952. Gléwna ideg teorii Mikusinskiego jest wladnie to, ze pojecie
operatora traktuje sie jako uogdlnienie pojecia funkeji. Okazuje sie, ze w ten sposdb
teoria nie tylko staje si¢ glebsza i ogdlniejsza, ale réwnoczesnie znacznie prostsza
niz teorie oparte na transformacjach ecalkowych.

Ksigzka sklada sie z pieciu czeci. Czedé pierwsza przedstawia w 7 rozdzialach
algebre operatoréw i jej zastosowania do rozwijzywania liniowyeh réwnan réinicz-
kowych zwyczajnych o stalych wspélezynnikach. Autor w sposob jasny, prosty i bez-
poéredni wprowadza czytelnika w tej czeSei od razu w idee przewodnia swojej teorii.
Mianowicie Mikusifiski konstruuje algebre, ktorej elementami sa (na razie) ciagle
funkeje zespolone {a(t]} zmiennej rzeczywistej =0, oznaczane krétko a. W algebrze
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tej okredla sie dodawanie elementow a-+b w sposdb ,,zwykly” jako {a(t)-{»b(t)}, ale
mnozenie — i to jest wlasnie istota pomysiu — jako splot

t
ab = | [a(z)b(t—7)dr}.
0

(Nawiasem dodam, ze doskonaly termin splot wprowadzony przez Mikusinskiego
przyjal sie obecnie powszechnie w polskiej terminologii matematyecznej.) Juz w krot-
kim rozdziale I czytelnik nie tylko znajduje definicje i przyklady splotu, ale tez prze-
konuje sie, ze splot jest przemienny, laczny, a ponadto dowiaduje si¢ o wlasciwosciach
operatora catkowego {1}=I.

W rozdziale I1 jest podstawowe dla dalszego ciagu twierdzenie Titchmarsha,
ze splot nie ma dzielnikéw zera, to znaczy, ze jezeli funkeje ciagle a i b nie 83 tozsamo-
sciowo réwne zeru, to ich splot ab tez nie jest tozsamosciowo réwny zeru. Podany
w ksigzee oryginalny dowdd tego glebokiego twierdzenia nie tylko nie korzysta z teorii
funkeji analitycznych, ale jest prostszy i krétszy niz inne znane dowody wymagajace
mocnych érodkéw. Oczywiscie prostota tego dowodu jest wyrafinowana. Czytelnik
interesujgacy sie glownie zastosowaniami moze zreszta przy pierwszym (a nawet
i drugim) czytaniu przyjaé¢ twierdzenie Titchmarsha bez dowodu i nie przestanie
rozumieé dalszej oryginalnej konstrukeji ciala operatoréow rozwinietej w rozdziale 11I.
Konstrukeja ta polega na tym, Ze operatory okreéla sig¢ jako ,ulamki” splotowe
afb. Ogdlnosé i wytworna prostota tej konstrukeji daje od razu niemal cala algebre
operatoréw. Okazuje si¢ np. bezposrednio, ze odwrotnosé splotowa 1/l=s operatora
catkowego 1 jest operatorem rézniczkowania, a stad prowadzi prosta i naturalna droga
do wielomianéw i funkeji wymiernych operatora rézniczkowego s. Nie-matematyk
otrzymuje w ten sposéb bardzo szybko $rodkami elementarnymi znaczng czesé al-
gebry operatoréw, potrzebna do rozwiazywania liniowyeh réwnan rézniczkowyceh
zwyczajnyeh o stalych wspoélezynnikach (ilustrowang w rozdziale IV wieloma przy-
kladami), a matematyk dostrzeze tu oryginalng i pigkna konstrukecje nowego ciala
algebraicznego, stanowiacego istotne rozszerzenie ciala liczb zespolonych i otwie-
rajacego pole do ciekawyeh, waiZnych, ale tez i trudnveh dociekan teorvetveznyeh
z pogranicza wielu dzialdw matematyki nowoczesnej (algebra abstrakeyjna, analiza
funkejonalna, teoria funkeji zmiennej zespolonej i inne). Autor o tyech aspektach
w swej ksigZce nie pisze.

Rozdzial V, jeden z najpigkniejszych w calej ksiazce, pokazuje naocznie, jak
metody operatorowe pasuja pojeciowo do teorii obwodéw elektryeznyeh. Widad
tu wyraznie, ze operatory rozumiane jako uogélnienie pojecia funkeji ujmuja prosto
i naturalnie wiele faktéw technicznych, bo np. operator liczhowy przedstawia impuls,
a operator impedancji w zupelnoéci charakteryzuje prosto i ogoélnie dynamiczne
wlaéeiwosei ukladow elektrycznych. Autor tez przedstawia szezegolowo zastosowania
rachunku operatoréw do opisu przebiegéw w obwodach elektryeznyeh liniowyel,
wyjasniajac i porzadkujac wiele pojeé i kwestii od najprostszych az do teorii czwor-
nikéw oraz ilustrujac konkretnymi przykiadami technieznymi przerachowanymi
do konea. Po krétkim rozdziale VI, omawiajacym ogélne rozwigzanie liniowych rownan
rozniczkowyeh zwyczajnyeh i zagadnien brzegowych dla nich, rozszerza si¢ w roz-
dziale VII teorig na funkeje bezwzglednie calkowalne w kazdym przedziale skofczo-
nym (0,t) i majace tam co najwyzej skonezong liczbe punktow nieciggloéei. Pozwala
to nie tylko opisaé za pomoca operatoréow zjawiska nieciagle, co jest bardzo wazne
dla zastosowaf, ale pokazuje tez, ze poczatkowe ograniczenie sie do funkeji ciagltych
bylo dla teorii nieistotne.
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Na tym konezy sie czesé pierwsza ksiazki i autor przerywa przedstawianie
schematu algebraieznego teorii operatorow. W czesei tej jest wyrainie pokazane, jak
wiele mozna otrzymaé z samej tylko konstrukeji algebraicznej. Widaé tez, Zze w tym
ujeciu postugiwanie sie transformacja Laplace’a jest zupelnie zbedne (autor nie wspo-
mina nawet o niej, dopiero na koneu ksiazki podwieca jej kilka zdan), a formalne ra-
chunki sa nie tylko réwnie proste, ale i ogdlniejsze, bo w tych przypadkach, do kto-
rych stosuje sie transformacja Laplace’a, formalizm rachunkowy Mikusinskiego jest
zupelnie analogiczny, lecz za to stosuje si¢ do szerszej klasy funkeji. Dzieki temu
tablice transformat, cieszace sie¢ wielkim powodzeniem u technikéw, nie straeily
bynajmniej swojego znaczenia dla rachunkéw, ale moga byé Smielej stosowane nadal.

Czesé pierwsza tej ksiazki (a takze zresztg i pozostale) napisana jest tak urze-
kajaco, ze warto tez poswiecié jej kilka uwag krytycznych, majaeych na celu udosko-
nalenie ksiazki przy drugim jej wydaniu. Zwolennicy tradycyjnego ujecia za pomocg
transformacji Laplace’a mogliby mianowicie tutaj — niezupelnie bez racji — wysunaé
nastepujace zarzuty: Do tego miejsca ksiazki, gdzie konhezy sig, na razie, ,czysta”
algebra operatoréw, nie zostaly jeszeze wprowadzone niektére operatory bardzo
wazne dla zastosowan, np. operator przesuniecia, ktéry w teorii ,,transformacyjnej”
uzyskuje sie w sposéb naturalny i nadzwyeczaj latwy od razu niemal na poezatku
teorii. A tymezasem w ksigice Mikusifiskiego czytelnik musi przestudiowaé okoto
20 stronie, doié dalekich (str. 110-129) i nie nalezacych juz do algebry operatoréw,
lecz do ich analizy, aby w sposéb — moim zdaniem — niedo$¢ naturalny i intuicyj-
nie przekonywujacy dowiedzie¢ sie o tym operatorze. Niewatpliwie operator prze-
suniecia mozna i nalezy wprowadzié czysto algebraicznie bez takich — dosé subtel-
nych — pojeé, jak funkeje operatorowe, ich ciaglosé, pochodne i operatorowe réwnania
rozniczkowe, jak to robi Mikusinski w rozdziatach I i IT ezesci drugiej swej ksiazki.
(zysto algebraiczne wprowadzenie operatora przesunigeia nie tylko wzbogaciloby
samy algebre operatoréow, ale pozwoliloby tez znacznie rozszerzyé zakres jej zasto-
sowan i zilustrowaé metode autora na takich przykladach, w ktérych ten operator
gra istotna role. Niektére z takich przykladéw sa wprawdzie przytoczone w ksiazce,
ale sa one wilasnie dopiero w dalszych jej czesciach i — jak sie wydaje — jest ich
zbyt malo. Przeciez juz teoria obwoddéw elekfrycznych zyskalaby znacznie, gdyby
wprowadzié do niej takze impulsy wlaczane w pewnej chwili #, nie méwiac juz o sze-
regu impulséw. Mozna by dalej pokazaé prosty sposéb operatorowy rozwigzywania
liniowych réwnan roéznicowyeh o stalyeh wspélezynnikach, co ma znaczenie dla
clektrotechniki i statyki. Zreszta w ksiazce nie ma w ogéle mowy o statyce. Zasto-
sowania rachunku operatoréw do statyki g@ obecnie przedmiotem publikacji w pol-
skich czasopismach technicznych i wymagalyby gruntownego, poprawnego a zarazem
prostego i jasnego wylozenia. Byloby pozadane, by w nastepnym wydaniu tej ksigzki
autor zwrocit uwage na te sprawy i wydobyl mozliwie jak najwiecej z konstrukeji
algebraicznej, a nie przerzucal niektérych pojeé i metod dajacych si¢ ujaé czysto
algebraicznie do czeéei poslugujacej si¢ analiza operatoréw. Wydaje sie, e takie
rozgraniczenie ,,kompetencji”’ nie tylko zwiekszyloby jeszcze bardziej wysokie zalety
dydaktyezne ksigzki i odebraloby argumenty zwolennikom transformacji Laplace’a,
ale takze zwiekszyloby sama wartod¢ matematyczng teorii, bo pokazaloby wyraznie,
jakie rzeczy mozna jeszcze osiagnaé Srodkami algebraicznymi, a jakie wymagaja
juz w sposéb istotny pojecia zbieinosci w ciele operatordow.

Zbieznoéé w ciele operatoréw autor wprowadza w rozdziale III czesci drugiej.
Najpierw definiuje pojecie funkeji operatorowej| f(4)={f(,t)}, ktéra wartoiciom
liczbowymn A (z pewnego przedzialu) przyporzadkowuje operator lub w szczegélnosei
funkeje zmiennej t=0 zwang wtedy funkejg parametryczna. Dalej wprowadza odpo-
wiednie pojecia cigglosci i pochodnej, co pozwala juz rozpatrywaé operatorowe réw-
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nania rézniczkowe. Dzigki temu za$ mozna wprowadzié operatorowe funkeje wyklad-
nicze ¢¥* jako rozwiazanie réwnania o’ (1)=w=z (1) z warunkiem x{0)=1, gdzie w jest
danym operatorem. W szezegélnoéei, jezeli w= —sg, otrzymuje sie wspomniany juz
operator przesuniecia. W koncu tego rozdzialu autor wprowadza ciagi i szeregi opera-
torow, a nastepnie przechodzi w dalszym rozdziale do twierdzenia o jedynosci
rozwigzan operatorowego réwnania rézniczkowego z’ (1) =wwx (1) przy danych warun-
kach poczatkowych dla » i #° w punkeie A=Jy. Twierdzenia tego rozdzialu sa podsta-
wg dla zastosowan rachunku operatoréw do liniowych réwnan o pochodnych czast-
kowych, o ktérych jest mowa w dalszyeh rozdziatach. Jest rzecza charakterystyezna
dla teorii Mikusinskiego, Ze jego ujecie prowadzi w sposéb mnaturalny do kwe-
stil jedynodci rozwigzan abstrakeyjnych réwnan roézniczkowyeh i rozstrzygniecie
tej kwestii daje moene narzedzie do badania zwyklych réwnan o pochodnych czast-
kowych. Tego rodzaju badania sa nie do pomyélenia w teorii operatoréw opartej na
transfomacjach calkowych, bo ona — jak wspomnialem — zapewnia jedynosé tvlko
w waskiej klasie funkeji. )
Sile abstrakeyjnego ujecia poznaje sie juz w rozdziale V czesei drugiej, gdzie jest
mowa o rzeczach zupelnie klasycznych, a mianowicie jest szezegélowa dyskusja
rownania struny drgajacej. Na przykladzie tego réwnania autor pokazuje tez, jak
w zakresie operatoréw otrzymuje sie ogélniejsza klase rozwigzan niz w zakresie zwy-
ktych funkeji, ktére na to, by spelnia¢ réwnanie struny, musza mieé drugie pochodne,
podezas gdy dla operatoréw ten warunek jest automatyeznie spelniony, bo wszystkie
rozwazane funkeje sa zawsze rdzhiczkowalne w sensie operatorowym. Sila metody
jest tym bardziej przekonywujgca, ze pozwala daé efektywne rozwigzanie réznych
zagadnien brzegowych lub poczatkowych w sposéb jednolity i ogdlny. Dzieki temu
autor moze oméwié rozne kwestie, o ktérych nie zawsze maowi sie w podreeznikach
traktujacych rownanie struny metodami klasycznymi. Podobuy charakter ma nastep-
ny rozdzial VI, méwigey o réwnaniu przewodnictwa ciepta w precie. Podstawowsa role

gra tu operatorowa funkeja wykladnicza e ~2V$, ktora dla >0 jest funkeja parametry-
czng; wylozone sy jej wlasciwosei analityczne potrzebne do efektywnego rozwiazywa-
nia réznych zagadnien réwnania przewodnictwa ciepta. Ujecie operatorowe tych
klasyeznych spraw jest i tutaj nie tylko ogdlniejsze, bo pozwala rozpatrywaé rozwia-
zania nierézniczkowalne w sensie funkeyjnym, ale dzigki nudowodnionym poprzednio
twierdzeniom daje ogdlne, proste i jednolite dowody jedynosei rozwigzan dla
poszezegdlnych rodzajéw warunkéw poezatkowych lub brzegowych, bez zadnyeh
krepujaeych zalozen, ktére musi si¢ przyjmowaé w rachunku operatoréw opartym
na transformacji Laplace’a. Azeby si¢ o tym przekonaé, wystarezy poréwnaé odpo-
wiednie miejsca w ksigice Mikusinskiego z przedstawieniem tyeh samyeh kwestii
w innych ksigzkach, w ktérych autorzy albo przemilczajy te drazliwe sprawy regu-
larnodei warunkoéw poczatkowych i brzegowyeh, albo — sumienniejsi - muszq na-
rzucaé silne ograniczenia, ktére sa nie tylko nieprzyjemne pod wzgledem analityeznym
(bo widaé, Ze wynikaja nie z istoty zagadnienia, lecz z uzytej metody), ale tez nie maja
chyba zadnej interpretacji fizycznej!). W rozdziale VII jest operatorowe przedsta-
wienie funkeji Bessla J,(f) dla » calkowitego, a w nastepnym, jest omdéwione réwna-
nie telegrafistéw, oczywiscie tez potraktowane operatorowo.

Ostatni, krétki rozdzial IX czesci drugiej zatytulowany Pochodna algebraiczna
zastuguje na osobne oméwienie. Autor wprowadza tutaj operacje D zdefiniowany
przez rownosé D{a(t)}={—ta(t)}. Operacja ta ma wiele wlasciwodei formalnych

') Por. np. G. Doetsch, Theorie und .1nwendung der Laplace-Transjormation,
Berlin 1937, str. 346 i nastepne.
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wspolnyeh z operacjy ,,roiniczkowanie wzgledem s”; zastosowana zreeznie do funkeji
wymiernyeh operatora s pozwala przedstawié¢ efektywnie te wyrazenia za pomoca
zwyklyeh funkeji ziniennej {. Uwazny czytelnik dostrzeze tu, ze operacja D gra waina
role w przvtoczonym na poczatku ksiazki eleganckim dowodzie twierdzenia Titeh-
marsha (chociaz oczywiscie nie ma tam o niej wyrainie mowy). Uwazny czytelnik
dostrzeze jednak tez tutaj, jak w sprawie tej operacji ,,rézniczkowania wzgledem s
drogi rachunku operatoréw Mikusinskiego réznia si¢ od rachunku operatoréw opar-
tego na transformacji Laplace’a. Transformacja Laplace’a przyporzadkowuje funkeji
{(t) funkeje F (s) zmiennej zespolonej s. Fakt, ze w transformacji Laplace’a operator s
jest zmienng zespolona liczbowa, nie dawal — jak widzieliémy — transformacyj-
nemu ujgeiu rachunku operatoréw przewagi nad ujeciem abstrakeyjno-algebraicz-
nym, a nawet powodowal niektére powazne klopoty. Nie mozna sie jednak oprzeé
wrazeniu, ze wilaénie tu, w sprawie ,,rézniczkowania wzgledem s, ujecie za pomoca
transformacji Laplace’a jest w nieco korzystniejszym polozeniu niz ujecie abstrak-
cyjne. Pomijajac juz fakt natury metodologiczno-dydaktycznej, ze pomyst ,,réz-
niezkowania wzgledem s w transformacie Laplace’a nasuwa sie w sposob zupelnie
naturalny (co trudno powiedzie¢ o ujeciu abstrakeyjnym), mozna by przytoczyé
jeszeze inne okolieznosei natury czysto matematyeznej. Otdz jui sama moznosé
rozniczkowania wzgledem s transformaty Laplace’a moze byé wykorzystana z powo-
dzeniem do rozwigzywania niektéorych réwnan rézniczkowych liniowyeh o wspol-
czynnikach zmiennych?). Wprawdzie da sie to ostatecznie tez zrobié w ujeciu Mi-
kusinskiego, ale nie widaé — na ragzie — jak uzyskaé inne twierdzenia, np. typu
lim f(#) =lim F (s) ?), znane w teorii transformacji Laplace’a i wykorzystujace w istotny
{—oc §—»0

sposoh fakt, ze s jest zmienna liczbowa. Twierdzenia te sa bardzo pozyteczne w za-
stosowaniach.

Nie cheialbym, by uwagi te byly rozumiane jako zarzut pod adresem teorii
Mikusinskiego, ale raczej jako ewentualne punkty programu jej dalszego rozwoju.
Teoria Mikusinskiego bowiem — jak juz wspominalem — wykazuje swojg przewage
w wielu innych aspektach, waznych pod wzgledem zaréwno naukowymn, jak i dydak-
tyeznym. Do przytoczonyeh jui przedtem argumentéw czesé trzecia omawianej
ksiazki dorzuca jeszeze jeden walny argument. W czedei tej naszkicowana jest mia-
nowicie teoria czastkowych réwnan liniowych dwéch zmiennych o wspoélezynnikach
stalych, z punktu widzenia metod operatorowych rozwinigtych przez autora. Réw-
nania te sprowadzaja sie do operatorowych rownan rézniczkowyeh zwyczajnyeh,
ktére autor omawia w poeczatkowyeh rozdzialach tej czeSci. Wprowadzajac pojecie
logarytmu operatorowego, klasyfikuje Mikusifnski operatorowe rdownanie rézniczkowe
na trzy typy: logarytmieczny, czysty i mieszany. Ta klasyfikacja wraz z twierdze-
niami o jedynoéci jest podstawg do pelnej dyskusji réwnania czastkowego

m nw

D N a0 s (A1) [0AOR =g (2,1)
p=0p=0

# warunkami danvini na brzegu poélpasa 0<t<C oo, 1 <<A="lp<< oc. W ksigZce sy podane
tylko przyklady ilustrujace fragmenty tej teorii z odeslaniem czytelnika do orygi-
nalnyeh prac autora. Przyklady te pokazuja doskonale metode pozwalajaca stwier-

) Por. np. R. V. Churchill, Modern operational mathematics in engineering,
New-York 1944,

3 B, A, Ouriun w [ M. RyanenoB, Cnpagounuk no onepayuonHomy ucuic-
aenuro, Mocksa-Jlennnrpa; 1951, str. 37.
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dzié, ezy 1 jakie warunki brzegowe zapewniaja rozwigzania i jego jedynodé.
Wystarezy przeczytaé choéby § 24 i § 25 rozdzialu III, zatytulowane Bledne roz-
wigzanie i Wyjasnienie pozornej sprzecznoéci, by zobaczyé, Ze chociaz w tej czesei
ksigzki jest tylko szkic ogélnej teorii, to jednak metoda operatorowa, rozwinieta
przez autora, wnosi do — zdawaloby sie klasyeznych — zagadnien fizyki matema-
tycznej nie tylko prostote, ogdélnosé i porzadek, ale tez wiele nowych wynikéw roz-
strzygajacych sporo kwestii dotad otwartych. Wypada zalowaé, ze w tej ksiaice,
przeznaczonej nie tylko dla matematykéw, ale i dla fizykéw i inzynieréw, nie zna-
lazlo sie miejsca na pelniejsze przedstawienie ogilnej teorii tyeh réwnan liniowyeh
o pochodnych eczastkowych, do ktérych metoda operatorowa doskonale pasuje.
Zwlaszeza teoria i metody rozwiazywania zagadnien mieszanych, opublikowane
przez autora w jego pracach, powinny byé omdwione szerzej w ksigzee, poniewaz
zagadnienia te sy bardzo wazne dla zastosowan.

Czesé czwarta ksigzki wprowadza rachunek calkowy operatoréw. Pozwala to
np. na ,ucinanie”’ funkeji poza danym przedzialem lub napisanie operatorowego
rozwigzania réwnania rézniczkowego przy danyech warunkach brzegowych, co ma
bezposrednie znaczenie dla (funkeyjnych) réwnan czastkowych. Nota beme i tutaj
mozna by postawié¢ pod adresem autora pytanie, ezy nie daloby sig tego materialu
umieéei¢ nieco wezedniej, chociazby juz polaczyé go z rachunkiem rézniczkowym
operatoréw. Pojecia i érodki wprowadzone w tej czedei sa bowiem bardzo przydatne
do wielu zastosowan technicznych rachunku operatoréw i byloby poreczniej mieé
je wezeéniej niz przy konecu ksiazki. W czedei piatej, ostatniej, sa zebrane wzory
wyprowadzone poprzednio w tekscie i potrzebne w rachunku operatoréw, a nadto
skrocone tablice kilku funkeji speecjalnych.

Niniejszy przeglad tresci ksiazki nie daje oczywiscie pelnego obrazu jej bogactwa
i wysokich zalet formalnyech, do ktérych nalezy zaliczyé przede wszystkim walory
dydaktyczne. Ksigzka jest skomponowana prosto i jasno, wyklad nadzwyeczaj przy-
stepny, szezegélowy, ale nie rozwlekly. Autor ma doskonale wyczucie potrzeb czy-
telnika i dba pieczolowicie o zaspokojenie tych potrzeb. Niemal wszystkie wywody
teoretyczne sg ilustrowane przykladami zaczerpnietymi czesto z konkretnych zagad-
nien fizycznych lub technicznych, przy czym prawie zawsze w przykladach tych
czytelnik znajdzie jakié¢ nowy aspekt teorii. Wartosé dydaktyczng ksiazki powigksza
znakomicie ponad 170 pouczajacych éwiczen, zaopatrzonyech w rozwigzania. Godne
podkreélenia jest, ze ksigzka wymaga od czytelnika przed przystgpieniem do jej
czytania bardzo skromnego przygotowania matematycznego, ograniczajacego sig
chyba tylko do elementéw rachunku rézniczkowego i calkowego w zakresie programu
politechniki. Jezeli po drodze potrzeba niektorych poje¢ lub twierdzen, autor
wprowadza je we wiasciwym miejsci krotko i przystepnie. W ten sposéb np. czy-
telnik dowiaduje si¢ o funkeji gamma FEulera, o szeregach trygonometryeznych,
o funkcjach Bessla, nie potrzebujac siggaé¢ do innych ksigzek. Dzieki temu mono-
grafia Mikusinskiego jest dydaktyeznie autonomiczna i to stanowi tez jej nieposlednig
zalete.

Nie bedzie przesadg powiedzieé, ze ukazanie si¢ Rachunkw operaloréw Mi-
kusinskiego jest waznym wydarzeniem w naszym zZyciu matematycznym. W dziele
tym sa bowiem zebrane glowne osiagnigeia autora (i wspélpracownikéw) w dziedzinie
teorii operatoréw, opublikowane wezeéniej w eyklu oryginalnych rozpraw naukowyech,
bedacych niewaptliwie powaznym dorobkiem matematyki polskiej, uwieniczonym
zresztg nagrodg pafstwowa II stopnia w 1953 r. Ukazanie sie tej ksiazki jest godne
uwagi z jeszcze innego powodu. 'Jest to mianowicie jedna z nielicznyeh pozycji
naukowyeh w naszej literaturze matematycznej, adresowana nie tylko dv mate-
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matykéw, lecz takze do fizykéw i inzynieréw. Nie ulega watpliwoéei, Ze adres ten
jest trafny.
Strona graficzna tej ksiazki przyjemna, wydaje si¢ jednak, Ze papier, na ktérym
jest wydrukowana keigzka, jest mmniej trwaly niz jej tres¢ nankowa.
S. Drobot

Jan Oderfeld, Zarys statysiycznej kontroli jakosci, Panstwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1954, str. 156,

Wirod coraz to liezniej pojawiajacych sie w Polsce wydawnictw matematycznych
ukazaly sie w roku 1954 dawno oczekiwane podreczniki rachunku prawdopodobien-
stwa i statystyki matematyeznej oraz statystycznej kontroli jakoéei. Rachunek prawdo-
podobienstwa i statysiyka matematyczna M. Fisza i Zarys statystycznej konlroli jakosei
J. Oderfelda, wydane przez Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, wypelniaja cze-
Sciowo luke spowodowana brakiem podreeznikéw polskich w tych dziedzinach.

W ostatnich czasach daje si¢ zauwazyé coraz wigksze zainteresowanie rachun-
kiem prawdopodobienstwa i jego zastosowaniami zaréwno matematykow, jak i spe-
cjalistéw rozmaitych innych dziedzin nauki i techniki. Nowe warunki ekonomiczne
i szybki rozwdj naszego przemystlu wymagaja coraz czescie] stosowania nowych
metod statystycznej kontroli jakoéci. Niestety, metody statystyczne sa polskim
technikom weinz jeszcze prawie zupelnie nieznane. W walce calego narodu o wyko-
nanie ambitnyeh planéw produkeyjnych znikomo mala role spelnia dotychezas sta-
tystyczna kontrola jakosci. Jej wprowadzenie i konsekwentne stosowanie mogloby
si¢ wydatnie przyezynié do podniesienia jakosei produkeji, zmniejszenia ilosei brakow
i obnizenia kosztéw produkeji. Dlatego ukazanie si¢ pierwszego polskiego podreecznika
statystycznej kontroli jakosei ma duze znaczenie.

Ksiazka J. Oderfelda jest przeznaczona przede wszystkim dla praktykéw.
7 obszernej juz dzisiaj specjalnosei autor wybral najwazniejsze problematy i naj-
prostsze metody, ktadac gléwny nacisk nie na rozwazania teoretyczue, lecz na prakty-
czne rozwigzania najwazniejszych zagadnien. Przejrzyjmy pokrétce tresé tej ksigzki.

Rozdzial I jest jakby obszernym wetepem. Oméwione s w nim zadania i cele
statystycznej kontroli jakosei w aktualnych warunkach technicznych i ekonomicznych,
jej znaczenie jako narzedzia planowania oraz zakres zastosowan w calym procesie
wytworezym od przygotowania produkeji az do uzytkowania gotowych wyrobéw.
Specjalny paragraf autor poswiecil waznemu zagadnieniu organizacji statystycznej

Hontroli jakofci, szkoleniu specjalistéw i oméwieniu aktualnego stanu w Polsce.

Rozdzial II zatytulowany Podstawy statystycinej kontroli jakodei ma za zada-
nie przypomnieé¢ czytelnikowi potrzebne péZniej podstawowe wiadomosei z rachunku
prawdopodobienstwa 1 statystyki matematycznej. Autor zaklada w swej ksiaice
pewne przygotowanie czytelnika w tych dziedzinach i dlatego rozdzial ten nie mial
byé weale skrétem wykladu, lecz encyklopedycznym przegladem zasadniczych po-
jeé: zmiennej losowej, wartosei oczekiwanej, wariancji, ich podstawowych wilasnosel
oraz stosowanych w dalszym tekécie rozkladéw zmiennych losowych. Na zakohczenie
omdwione sa zasady pobierania prébek, eksperymentalne rozklady pomiaréw i ele-
menty teorii tolerancji i pasowania.

Najobszerniejszy w calej ksigzce rozdziatl III jest poSwiecony najwazniejszym
zagadnieniom statystycznej kontroli jakofei w czasie produkeji. Oméwione s3 w nim
nastepujace karty kontrolne: karta ,,2”°, karta ,,w”’, modyfikacja karty ,,2”’ w przy-
padku zwezonych granic tolerancji, karta ,,. X —R" i karta ,X— 8. Pierwsza z nich,
karta ,,2”’ nadaje si¢ do kontroli produkeji towaru sztukowego kwalifikowanego
alternatywnie. Polega ona na rejestrowaniu iloéci sztuk wadliwych w préobkach o sta-



