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Marek Fisz, Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matema-
tyczna, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1955, str. 374.

Od kilkudziesieciu lat jesteSmy &wiadkami bujnego rozwoju statystyki mate-
matyeznej zapoczatkowanego pracami R. A. Fishera. Od tej pory nagromadzilo sig
wiele prac dotyeczacych zagadniefi estymacji i testowania hipotez, opierajacych sie
na rachunku prawdopodobiefistwa. Wiele z nich nie odznaeczalo sig jasnoseia i nie byto
wolnych od usterek logicznych. Moze w czesei miato to irédlo w stanie rozwoju ra-
chunku prawdopodobiefstwa, nad ktérego ugruntowaniem matematycznym pra-
cowano od poczatku biezacego stulecia.

Wiysitki te zostaly uwieficzone sukcesem. Od ezasu ogloszenia w 1933 r. pracy
A.N. Kolmogorowa pt. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung rachunek
prawdopodobienstwa stal sie teorig matematyezna.

Od tej pory stoi przed nauka &wiatowa zadanie opracowania podreczni-
kéw-monografii, ktére by przedstawily w jednolity, logicznie precyzyjny sposéb
dotychezasowy dorobek statystyki matematycznej i rachunku prawdopodobienstwa,
rozrzucony w wielkiej iloSei mniejszyeh i wiekszych prac. Zadanie to stawalo sig
tym wyraZniejsze, im bardziej zwiekszala sie liczba prae statystycznych korzysta-
jacych w istotny sposéb z nowego podejscia do rachunku prawdopodobienstwa. Ze
wzgledu na to, Ze w niespotykany przedtem sposéb rozwingl sig réwniez i sam rachu-
nek prawdopodobienstwa — na przykiad powstaly cale obszerne teorie procesow
stochastycznych — konieczny jest odpowiedni wybér materialu do takiego podre-
eznika. Jako jeden z programéw takiego podrecznika-monografii mozna by postawié
zadanie, by zawieral on poprawny wyklad najwainiejszych osiagnieé statystyki
i tyle z rachunku prawdopodobienstwa, ile jest potrzebne do zapewnienia komple-
tnodci wykladu statystyki.

Ksigzka Fisza jest realizacja takiego wladnie programu. Przegladnijmy po-
bieznie jej tresé. Jest ona podzielona na dwie czefei: pierwsza, zatytulowana Ra-
chunek prawdopodobienstwa i drugy, zatytulowanag Statystyke matematyczna.

Czesé pierwsza ksigzki jest wykladem rachunku prawdopodobiefstwa przepro-
wadzonym na gruncie ogélnie w dwiecie uznanej aksjomatyki Kolmogorowa. Celem
przyéwiecajacym autorowi jest przedstawi¢ mozliwie przystepnie, z podaniem przy-
ktadéw ilustrujageych, konstrukej¢ pojeciows rachunku prawdopodobienstwa opar-
tego na tej aksjomatyce i zreferowaé najwazniejsze twierdzenia dotyczace zmiennyeh
losowych niezaleznych.

I tak w rozdziale 1 autor precyzuje pojecia zdarzen i prawdopodobienstwa,
okresla prawdopodobienstwo warunkowe, niezaleino$é¢ zdarzen, dowodzi podstawo-
wych twierdzen zwigzanych z tymi pojeciami. W rozdziale 2 okreéla zmienng lo-
sowg oraz rozklad zmiennej losowej i rozklad pary zmiennych losowych. Omawia
sposoby opisywania rozkladu prawdopodobienstwa przez dystrybuante, gestosé
prawdopodobiefistwa itp. Okresla niezalezno4é¢ zmiennych losowych. Dalej, w roz-
dziale 3, opisuje parametry uzywane do charakteryzowania rozkladéw zmiennych
losowych, jak warto$é oczekiwang, momenty, kwantyle, dla pary zmiennych losowych
takze wspoélezynniki regresji i korelacji. Nie brakuje tu przykladéw ilustrujacych
wprowadzane pojecie. Szkoda tylko, Ze w przykladach zmiennych losowyeh autor
nie wskazuje, co tam gra role zdarzen elementarnych.

Rozdzial 4 zapoznaje czytelnika z funkejami charakterystycznymi, ktére sa
podstawowym narzedziem analityeznym przy badaniu rozkladéw granieznych.
Kulminacyjnym rozdzialem czesci pierwszej jest rozdzial 6, w ktérym sa zreferowane
prawa wielkich liezb i twierdzenia o rozkladach granicznych dla sum niezaleznych
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zmiennych losowyeh, dla ktéoryeh wymyilono nazwe centralne twierdzenie rachunku
prawdopodobieistwa i nadawano jg coraz to mocniejszym wariantom tych twierdzen.
Znajdujacy sie miedzy tymi rozdzialami rozdzial 5 zawiera opis wybranych roz-
ktadow prawdopodobienstwa.

Czesé druga ksigzki jest poswigcona statystyce matematycznej.

Dwa pierwsze rozdzialy tej czesci omawiaja rozklady prawdopodobienstwa
wystepujace w statystyce matematycznej. Tak wiee w rozdziale 7 opisane sa miedzy
innymi rozklady: ¢t Studenta, Z Fishera, rozklad chi-kwadrat, rozklad wspoélezynni-
kow korelacji dla prob z populacji normalnej. W nastepnym rozdziale 8 zebrano
najwazniejsze twierdzenia o rozkladach granicznych rdéinych statystyk, na przy-
ktad momentéw z proby i kwantyli z préby. Podano twierdzenia o zbieznosci kwan-
tyli z proby do kwantyli populacji. Wreszeie podano (bez dowodu) twierdzenia Gli-
wenki o zbieznodei dystrybuant empiryeznyech do dystrybuanty populacji oraz
twierdzenia Kolmogorowa i Smirnowa o rozkladzie granicznym odpowiednio dla
maksimum réznicy miedzy dystrybuanta empiryezng a dystrybuanta populacji oraz
dla maksimum réznicy miedzy dwiema dystrybuantami empirycznymi dla préb
z tej samej populacji. Sa to nowe i bardzo donioste 051.1 gniecia radzieckie z dzialu
tak zwanych statystyk nieparametrycznych.

Rozdzial 9 zapoznaje czytelnika z zasadami statystycznego weryfikowania
hipotez i z podstawowymi testami uzywanymi przy tej okazji. Jest tu wiee test ¢
Studenta, test chi-kwadrat, test lambhda Kolmogorowa i inne. Zastosowania tych
testéow zademonstrowano na wielu trafnie dobranych przykladach.

Rozwinieciem rozwazan rozdzialu 9 jest ogdlna teoria testéw zajmujaca sie
poszukiwaniem wlaiciwych metod weryfikowania hipotez. Gléwne nalezgce tu wyniki,
zwigzane z pojeciami testu jednostajnie najmoeniejszego i testu nieobeigzonego dla
testowania hipotez prostych referuje autor w rozdziale 13.

W zwigzku z zastosowaniami rolniczymi opracowano ob:sacrnv dzial statystyki
zwany analizq warianeji. Jest to, z grubsza mowige, rozszerzenie metod badania isto-
tnodei réznic miedzy srednimi dwu populacji na przypadek jednoczesnego badania
roznie miedzy frednimi wielu populacji. W krotkim rozdziale 12 autor referuje kilka
nalezyceyveh tu sposobow postepowania.

Waznym i ciggle rozwijajacym si¢ dzialem statystyki jest teoria estymacji
zajmujgcea sie badaniem sposobéw jak najlepszego szacowania parametrow popu-
lacji na podstawie préb. W rozdziale 10 autor referuje glowne wyniki tej teorii zwia-
zane z pojeciami zgodnosci, dostatecznodei i efektywnosei estymatoréw. Przedstar
wia tu takze podstawe Neymana metody przedzialow ufnodci. Warto by tu moze
szerze] zreferowaé nowe prace H. Steinhausa powstale na tle zastosowan do staty-
styvezne] kontroli jakosei, ktore stanowin wazny przyvezyvnek do wyjasnienia kontro-
wersji zwigzane] z regula Bayesa.

Dla korzystania z teorii estymacji i z teorii weryfikowania hipotez najezescie]
potrzeba, zeby proby byly niezaleine. W rozdziale 11 autor opisuje praktyezne metody
losowania, np. oparte na tablicach liezb losowyeh. a majgce na celu zapewnienie nie-
zaleznosei prob. Rozwaza sie tu takze, jak odbija sie na efektywnosei szacowania’
fredniej losowanie bez zwracania z populacji skonezonej oraz tak zwane losowanie
warstwowe.

Jedna z nowyel metod statystyeznych, powstalych w ostatnich latach wokol
zagadnien statystycznej kontroli jakosci, jest stworzona przez Walda tzw. analiza
sekwencyjna. Glowng jej idea jest podejmowanie decyzji o przyjeciu lub odrzuceniu
jakiejs hipotezy co do populacji nie na podstawie probki o danej z goéry licznoéei,
ale na podstawie probki o lieznosci ustalanej w czasie badania na podstawie kolejnych
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wynikéw badania. Autor przedstawia w rozdziale 14 wybrane osiggnigeia z tego
zakresu.

7 tego przegladu trefei widzimy, Ze material przedstawiony w ksiaice jest
dosé obszerny, biorac pod uwage objetodé ksigzki, i trafnie dobrany, tak Ze na jego
podstawie mozna sobie wyrobié zdanie o wspdlezesnym stanie statystyki matematy-
ecznej i rachunku prawdopodobienstwa. Jest to bardzo wielkim osiagnieciem tej
ksiazki i stawia ja wysoko w rzedzie Swiatowych osingnieé tego rodzaju.

Zawarty w ksiazce material jest podany na ogoél z duzg scistoseiz. Dlatego
bardzo raza usterki natury logiczne] wystepujace w niektoryeb sformulowaniach.

Tak np. na str. 211 autor definiuje statystyke pozycyjng C}:‘” jako k-ta co do wiel-
kosei sposrod realizacji » zmiennyeh losowych X;,X,,...,JX, (Okreslenie 8.2.1),
nastepnie stosunek k/n nazywa rangq statystyki f,'g;"ll {Okreslenie 8.2.2), a potem powiada,
ze ,vozrozniamy dwa typy statystyk pozycyjnych w zaleinosci od tego, do jakiej
granicy dazy ranga k/n, gdy n dazy do nieskonezonosei”, mianowicie nazywa staty-
styke &M skrajng wiedy, gdy granica ta jest 0 lub 1, a centralng, gdy jest niy liczba
zawarta miedzy 0 i 1 (okreslenie 8.2.3).

Ostatnia definicja jest tu bezprzedmiotowa, bo np. nie mozna na jej podstawie
rozstrzygnaé, czy statystyka {9 jest skrajna czy centralna. Nie pomoga poprze-
dzajace te definicje wyjasnienie, ze przy badaniu granicznych rozkladéw statystyk
pozyeyjnyeh rozpatrujemy ciagi takich statystyk, w ktoryeh k zalezy od n. Naleia-
loby raczej opuscié te definicje i poprzestaé na zakladaniu w twierdzeniach o rozkla-
dach granicznyech, ze dla rozpatrywanego ciagu statystyk ranga ma taky ezy inng
granice.

Niepotrzebnie tez autor whicza do definieji statystyki pozyeyjnej zalozenie,
ze zmienne losowe X, Xp,.....X, sy niezalezne i majy taki sam rozklad. Ta uwaga
dotyczy takze definicji dystrybuanty empiryeznej na str. 212, Uwazajae, ze to juz
jest zawarte w definicji dystrybuanty empiryeznej autor opuszeza te zalozenia w twier-
dzeniach Gliwenki, Kolmogorowa i Smirnowa na str. 226 i 227, co sprawia, ze wygly-
daja one na same tezy bez zalozen.

Spotyka sie w ksigzee niektore sformutowania wreez bledne.

Np. na str. 165 autor mowi, ze szereg 3 prqx ..jest zbiezny jedynie wtedy. gdy
przy k —oo, jest prqr -0, co jest niezrecznym sformulowaniem warunku konieezne-
go, bo zwrot ,jedynie wtedy” rozumie sig jako wskazanie warunku koniecznego
i dostatecznego.

Na str. 323 w sformulowaniun twierdzenia Neymana w zalozeniu autor pisze,
ze maja byé dopuszezalne hipotezy H(Q)= (), gdzie Q1<¢o lub >0, zamiast
napisa¢, Ze wéréd dopuszezalnyeh hipotez Hy(Q = ;) musza by¢é takie, dla ktoryeh
<@y, i takie, dla ktorych @1=>¢y, co sprawia, ze w sformulowaniu autora twier-
dzenie jest falszywe. Ponadto w tezie opuszezono, ze chodzi o jednostajnie najmo-
cniejszy test hipotezy Hgy(Q) = Qo).

Niewlasciwym wydaje si¢ wystawianie i obdarzanie numerem niektorych
ndefinicji’’, ktére sj w istocie tylko wprowadzeniem nowego terminu na pojecia juz
zdefiniowane. Np. na str. 254 autor defininje estymator jako taky statystyke, ktora
»stuzy za podstawe szacowania nieznanego parametru” (Okresilenie *10.1.1)., Otdz
definicja ta nic nie wnosi do wykladanej teorii. Estymator w tej teorii znaczy dokla-
dnie to samo co statystyka. Chyba, ze to jest np. nieobeigzony estymator warianeji,
co trzeba by wyrazié innymi slowy tak: statystyka, ktérej wartodé oczekiwana
réwna sie wariancji. A wiec to wprowadzenie terminu ma na celu ulatwienie sfor-
mulowan.
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Wiele zastrzezen budza liczne wypowiedzi i komentarze autora.

Tak np. w odsylaczu na str. 7 autor informuje, Ze S. Bernstein pierwszy ujat
aksjomatyeznie rachunek prawdopodobienstwa, podeczas gdy znane sa préby weze-
sniejsze takiego ujecia (Bohlman 1905).

Tamze autor pisze, ze ,ostatecznego i catkowitego rozwiazania zagadnienia
aksjomatyzacji rachunku prawdopodobiefistwa dokonal matematyk radziecki
A. Kolmogorow”. Otéz stanowczy ton co do ostateczno$ci tego rozwigzania wydaje
si¢ niewlasciwy, a jest on tym dziwniejszy, ze we wstepie na str. 4 autor pisze o nie-
dostatkach tej aksjomatyzacji, ktére w niej dostrzegt sam jej autor, Kolmogorow.

W innym miejsen, na str. 115, przy okazji doswiadezenn Rutheforda i Geigera,
autor wspomina o teorii proceséw stochastyeznych jako tym specjalnym dziale ra-
chunku prawdopodobienstwa, ktéry zajmuje si¢ badaniem przyczyn i seisly inter-
pretacja matematyecznag tego faktu, Ze w wielu doéwiadczaniach fizyeznych
i technieznych spotykamy si¢ z rozkladami bliskimi rozktadu Poissona. Podobna
informaeje co do rozkladu normalnego podaje autor na str. 122. Informacje
te sg nietrafne z dwu powodéw. Po pierwsze, wyjasnieniem roli tych rozktadéw zaj-
muje sie nie tylko teoria proceséw stochastycznyeh, o czym &wiadezy sama omawiana
ksigzka, a po drugie, informacje te nic nie méwig o istotnym novum teorii proceséw
stochastycznych w stosunku do klasycznej teorii prawdopodobiefnstwa, Ze miano-
wicie w procesach stochastycznych rozwaza sie zamiast ciggéw zmiennych losowych
(niezaleznych) nieprzeliczalne rodziny niekoniecznie niezaleznych zmiennych lo-
sowych.

Do tego rodzaju niewladciwych komentarzy zaliczylbym takze uwage na str. 193
dotyczaca precyzyjnosei rozwazan geometrycznych i analitycznych.

Na str. 256 autor stwierdza, Ze nieobcigzony estymator warianeji otrzymuje sie
dzielae sume kwadratéw obliczong z n-elementowej prébki przez n—1 zamiast przez =,
a bezposrednio po tym powiada, ze poniewaz wartosé obeigzonego estymatora moze
wypasé blizsza prawdziwej wartosei parametru, wige ,,nie ma tu powodéw do wy-
roznienia ktéregokolwiek z nich™. A czy to, Ze jeden z nich jest nieobciazony, nie ma
znaczenia ?

Na str. 227 w sformulowaniu zalozen twierdzenia Smirnowa autor pisze, ze n,
i n, maja tak wzrastaé do nieskoliczonodei, zeby stosunek n,/n, zachowywal staly
warto$é, co wydaje sie dziwne. Zaraz potem nastepuje niejasne zdanie ,,Warunek,
by stosunek ny/n, zachowywal stala wartosé nalezy praktycznie zinterpretowaé
tak, ze zaréwno n,, jak i n, powinny byé dostatecznie wielkie”. Nasuwa sig pytanie,
czy czasem wladciwe sformulowanie zalozenia nie jest takie, ze n, i n, maja zmierzaé
do nieskonczonodei i juz?

Wydaje sie, ze kosztem niewielkiego trudu przez usuniecie tych i tym podobnyeh
usterek uzyskalibyémy naprawde doskonata ksiazke.

8. Zubrzycki



