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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE V (1962)

J. Krzyz (Lublin)

Mieczystaw Biernacki
‘ 30. II1. 1891-21. XI. 1959

W dniu 21 listopada 1959 r. zmart w Lublinie wybitny matematyk,
znakomity znaweca teorii funkeji analitycznyeh, profesor Mieczystaw
Biernacki. Urodzony w tymze miescie 30 marca 1891 r., jako syn Zofii
z Weysflogow i dra Mieczystawa Biernackiego, popularnego na Lubel-
szezyZnie lekarza, muzykologa, postepowego publicysty i dzialacza — po
ukoiiczeniu w roku 1909 fredniej szkoly filologicznej im. Stanistawa
Staszica w Lublinie, gdzie przezyl czynnie burzliwe wypadki zwigzane
ze strajkiem szkolnym, rozpoezal studia chemiezne na wydziale filozo-
ficznym Uniwersytetu Jagielloniskiego w Krakowie. Jednakze w roku
1911 przerwal je w nastepstwie represji, na jakie sie narazil uczestniczage
w tzw. ,Zimmermaniadzie”, gloSnej swego czasu akeji protestacyjnej
mlodziezy postepowej przeciwko miedzywydzialowym wykladom Kks.
Zimmermana, kolidujacym swa tredeia z laickim charakterem paiistwo-
wych ueczelni wyzszych.

W momencie wybuchu pierwszej wojny swiatowej byl M. Biernacki
na studiach w Paryzu. Wstapil ochotniczo do armii francuskiej
w stopniu szeregowca. Walezyl dlugie lata, byl dwukrotnie ranny, zaga-
zowany. Do kraju powrécil z Armig Hallera, ale po pewnym czasie znow
zjawil si¢ w Paryzu, by uzyskaé w roku 1923 licencjat nauk matematyez-
nych na Sorbonie, a w roku 1928 stopienn doktora (docteur és sciences
mathématiques) na podstawie dysertacji pt. Swr les équations algébri-
ques contenant des paramétres arbitrairves [5].

Wkroétece potem powrdeil do Polski i przez rok pracowal jako asy-
stent na Uniwersytecie Wilenskim, po ezym w roku 1929 zostal powolany
na profesora nadzwyczajnego matematyki na Uniwersytecie Poznanskim.
Tamze w roku 1937 zostaje profesorem zwyezajnym. Lata wojny i oku-
pacji spedzil w Lublinie, udzielajac lekeji matematyki. Po wyzwoleniu
Lubelszezyzny wziat czynny udzial w organizowaniu Uniwersytetu
Marii Curie-Sklodowskiej w Lublinie, kreowanego przez Polski Komitet
Wyzwolenia Narodowego 23. X. 1944 roku. Uniwersytetowi temu pozo-
stal wierny do konca. W roku 1946 zostal wybrany eztonkiem korespon-
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dentem Polskiej Akademii Umiejetnosci, a w roku 1949 objal obowigzki
pracownika Panstwowego Instytutu Matematycznego w grupie funkeji
analityeznych. W wuznaniu zaslug naukowych i obywatelskich zostat
M. Biernacki odznaczony miedzy innymi Krzyzem Komandorskim Polo-
nia Restituta, Krzyzem Oficerskim Legii Honorowej francuskiej, panst-
wowa nagrodg naukowg II stopnia. Niespodziewana $mieré na skutek
zapalenia plue, po przebytym uprzednio zapaleniu woreczka zdlciowego,
zaskoezyla go w pelni sil twérezych.

Mieczyslaw Biernacki byl czlowiekiem o niezwyklej skrommnoSci
i niezlomnym poczuciu obowiazku. Wkladal wiele serca w swg dzialal-
noéé¢ dydaktyczng. Do jego uezniow z okresu poznanskiego zaliczajg
sig miedzy innymi matematycy: Z. Butlewski, W. Jankowski, J. Mikusinski,
L. Wlodarski. Na uniwersytecie lubelskim ueczniami jego miedzy innymi
byli C. Ryll-Nardzewski, F. Jakobezyk, W. Janowski, Z. Lewandowski,
H. Pidek-Lopuszanska, K. Radziszewski, a takZe i autor niniejszego
artykulu.

Zainteresowania naukowe Mieczyslawa Biernackiego byly rozlegle
i réoznorodne. Obok funkeji amalitycznych, gléwnego przedmiotu jego
badani, ktéremu po$wiecit przeszlo polowe swoich publikacji naukowych,
zajmowal sie on réwniez teoria wielomianéw zwyklych i trygonome-
trycznych, a zwlaszeza rozmieszezeniem ich miejse zerowych, teorig
réwnan roézniczkowyeh i innymi dzialami analizy matematycznej. Ogto-
gil takze kilka prac z geometrii i jest autorem jedynego polskiego uni-
wersyteckiego podrecznika geometrii rézniczkowej [69], [70]. Niemozliwe
byloby oméwienie w krétkim artykule calego bogactwa wynikéw nauko-
wych uzyskanych przez M. Biernackiego. Ogranicze sie wiee do omowie-
nia pewnych tylko wybranych prac, co sila rzeczy nada temu szkicowi
pietno moich osobistych upodoban. Staralem si¢ jednak uwzgledni¢ wy-
niki najezeéciej cytowane i te, ktére staly si¢ dla innych matematykéw
bodZcem do dalszych badan.

Zaczne od funkeji analitycznych.

Jednym z centralnych tematéw badan wspélezesnej teorii funkeji
analitycznych jest teoria funkeji jednokrotnych i p-krotnych. Kazda
funkcja analityczna w = f(2), o pochodnej réznej od zera w punkcie
2o, jest jednokrotna w kole {z: |z—z,| < o} = K (2, 0) 0 dostatecznie
malym promieniu p i ma w tym kole rozwini¢cie postaci

f(2) = Ag+ A (2—2)+ A2 (2—2)2+..., 2zeK(2, 0),

ktére mozna zawsze, przez odpowiednie przeksztalcenia liniowe zmien-
nych w i z, doprowadzi¢ do postaci normalnej

1 f(2) = 2+ @22 +..., 2eK(0,1).
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Badanie lokalnych wlasnofei funkeji holomorfieznych w otoezeniu punk-
tow, gdzie nie zeruje sie pochodna sprowadza si¢ do badania funkeji jedno-
krotnych o rozwinieciu (1), ezyli tzw. funkeji klasy (8). Podobnie, jesli
pochodna funkeji holomorficznej ma w punkeie z, miejsce zerowe rzedu
p—1 (p = 2), woOwezas mozemy sprowadzi¢ badanie lokalnych wlasnosei
tej funkeji do badania odpowiednich wlasnosei pewnej funkeji p-krotnej
w kole jednostkowym majgcej rozwiniecie postaeci

(2) F(z) ="+ Ap,2" ' +..., 2eK(0,1),

czyli tzw. funkeji klasy (8,).

Teoria funkeji jednokrotnych i p-krotnych zajmuje poczesne miej-
sce w tworczosci naukowej Mieczyslawa Biernackiego. W pracy [28]
z roku 1936 dowodzi on dla funkeji F(z2) klasy (S,) nastepujacego
zwigzku pomiedzy $rednig calkowg rzedu 4 >0 a maksimum modulu

M(r, F) = max | F(re”)| (bedacego uogélnieniem wezeéniejszego wy-
0==0<2n
nikn H. Prawitza, dotyczacego przypadku p = 1):

i r
1 . Mo, P)T
Lr, F) = z_nf |F (ré®)*d0 gpzfﬂe’—)]dg.
0 0

Nieréwno$é ta oraz znalezione rok wezesniej przez panig M. Cartwright
oszacowanie M (r, F') dla funkeji klasy (8,), jak réwniez znana zalez-
no$é¢ pomiedzy wspolezynnikami taylorowskimi i érednig calkowa, postu-
zyly M. Biernackiemu do oceny wspdlezynnikéw:
4.l < O(p)n**~,

gdzie C(p) jest stalg zalezng jedynie od p. Mozna przyjaé, ze CO(p) =
= 2—}’}-’--——1- exp(8np+1) i jakkolwiek oszacowanie przy takiej wartosei
C(p) nie jest najlepsze (zreszta nawet dla p = 1 nie jest jeszcze znana
dokladna, najmniejsza wartoéé staltej C(p)), to jednak rzgd wielkoSei
zostal juz tu podany dokladnie. Wynik ten byl cytowany wielokrotnie (1).

Problem znalezienia dokladnych oszacowan w klasie (8,) dla mo-
dulu funkeji, jej pochodnej i jej wspolezynnikow taylorowskich nasunat
si¢ matematykom w spos6b naturalny jeszeze w latach pierwszej wojny
Swiatowej. Pierwsze wyniki w tym kierunku uzyskali dopiero pani M. Cart-
wright w roku 1935 i M. Biernacki w roku 1936 ([28]). Byly to wyniki
nieostre, dajace jedynie rzad wielkodci. Pelne rozwigzanie problemu,
przynajmniej eo do oszacowania modulu funkeji i jej pochodnej, stalo

(*) Np. w monografii W. K. Haymana, Mullivalent Functions, Cambridge
1958, str. 42, 50.
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sie mozliwe dzieki wprowadzonemu przez M. Biernackiego w roku 1946
([35]) pojeciu funkeji Srednio p-krotnej.

Zatézmy, ze funkeja f(2) jest holomorficzna w kole K (0, 1)in(w) =0
oznacza liezbe rozwigzan rownania w = f(2) zawartych w tym kole. Jezeli
dla pewnego ustalonego p >0 i dla kazdego R > 0 spelmiona jest nie-
réwnosé

2n

f n(Re®)dd < 2np,

0
to funkeje f(2) nazywamy srednio p-krotng w kole K (0, 1), przy czym
p moze nie byé liczby calkowitya. Funkeje frednio p-krotne maja pewns
bardzo cenng wlasnosé. Jezeli mianowicie funkeja f(2) jest srednio p-krotna,
to funkeja [f(2)]*, o ile jest holomorficzna, musi byé¢ funkeja Srednio
ap-krotng. W szczegélnodei, jezeli funkeja $rednio p-krotna ma w kole
K (0, 1) rozwiniecie postaci (2) (z zalozenia holomorficznoéci ¥ (2) wynika,
ze p musi byé wowezas liezba catkowita dodatnia), to powiemy, ze F(2)
nalezy do klasy (B,). O ile wiec F(2)e(B,), to [F(2)]'"e(B,) przy odpo-
wiednim doborze galezi pierwiastka.

Dzieki tej wlasnoSei, ktorej pozbawione sa funkeje klasy (8,) (przy-
jawszy, ze (8;) = (8)), rozmaite problemy ekstremalne w klasach (B,)
znajduja swoje odpowiedniki w klasie (B,). OezywisScie kazda z klas
(Bp) jest obszerniejsza od odpowiedniej klasy (8,). Jednocze$nie wiele
faktéw przemawialo za tym, ze niektére przynajmniej fankcje ekstre-
malne w klasie (B,) sa juz funkejami p-krotnymi, a wiee nasuwalo sie
przypuszezenie, ze ostateczne rozwigzanie wielu probleméw ekstremal-
nych dla klasy (8,) moze byé sprowadzone do rozwigzania analogicznego
problemu w klasie (B,). Jednakze w owym czasie (rok 1946) brak jeszeze
bylo narzedzi, ktére by pozwolily na przeprowadzenie do konea tego,
zakre§lonego przez M. Biernackiego, programu badan. Dopiero metoda
symetryzacji kolowej, ktérg wprowadzil G. Pélya w roku 1950, umozli-
wila matematykowi angielskiemu, W. K. Haymanowi, pelniejsze wy-
zyskanie wlasnosci funkeji §rednio p-krotnych i rozwigzanie calego szeregu
zagadnien ekstremalnych dla klas (8,) i (B,). W szezegoélnosei, funkcje
§rednio jednokrotne, klasy (B;), majg takie same, jak w klasie (S) osza-
cowanie od géry i od dolu moduhli funkeji, modulu pochodnej od gory,
a takze modulu drugiego i trzeciego wspdlezynnika taylorowskiego.

Warto wspomnieé, ze konsekwentne wykorzystanie wlasnosei funkeji
§rednio jednokrotnych doprowadzilo W. K. Haymana do udowodnie-
nia tzw. asymptotycznej hipotezy Bieberbacha:

. [a,|
lim |- <1

R—e00 n

w przypadku funkeji f(z) klasy (B,).
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Nic wiec dziwnego, ze w nowoczesnych monografiach z teorii funkeji
jednokrotnych cale rozdzialy pofwieca sie funkcjom drednio p-krotnym
Biernackiego (2).

W roku 1942 matematyk amerykanski D. C. Spencer wprowadzil
klase funkeji tzw. polowo p-krotnych, okre§lonych nastepujagcym warun-
kiem: istnieje p > 0 takie, ze dla kazdego R > 0 zachodzi nieréwnofé

f n(ReP) RARAD < prR:.
Ko R)

Funkeje polowo jednokrotne o rozwinieciu (1) stanowia klase jeszeze
obszerniejsza niz (B,), lecz np. nier6wnosé |a;| < 3 nie zawsze juz ma dla
nich miejsce. M. Biernackiemu udalo si¢ przenies¢ na funkeje spence-
rowskie twierdzenie Bieberbacha o polu niepokrytym ([35]).

Uogdlniajac klasyczny wynik Koebego-Bieberbacha, M. DBiernacki
wykazal, ze wartosci kazdej funkeji klasy (8,) pokrywaja kolo K (0, 1);
jak wida¢ na przykladzie funkeji ¢(z) = 27/(142")%, tp(z) (8,), liczby
1 nie mozna juz zastapié przez liczbe mniejsza.

M. Biernacki zajmowal si¢ réwniez bardzo trudnym zagadnieniem
wzrostu wartosci bezwzglednej wspoélezynnikéow funkeji klasy (S8). W pracy
[78] znalazl on oszacowanie nastepujace:

@na] — || < A(logn)* (3).

W tomie ,Prac Matematyczno-Fizycznych” z roku 1936, poswie-
conym pamieei Leona Lichtensteina znajduje sie bardzo ciekawa praca
M. Biernackiego [27], w ktorej wprowadza on i bada tzw. klase (L) funkeji
liniowo-osiggalnych, odwzorowujaeych konforemnie kolo K (0,1) na
obszar, ktorego dopelnienie jest sumg mnogosciowg poélprostych domknie-
tych, z ktoryeh zadne dwie nie przecinaja sie w punkcie wewnetrznym
wzgledem obu tych polprostych. Zakladamy ponadto, ze funkeja f(2),
nalezgca do klasy (L), ma rozwiniecie postaci (1). Wowezas (L) stanowi
pewng podklase klasy (S). W pracy tej, za pomoea metod wariacyjnych
zostaly znalezione miedzy innymi obszary {w: w = z[f(2)}, {w: w =
= 2f'(2)/f(2)} przy ustalonym zeK(0,1) i funkeji f(2) przebiegajacej
calg klase (L), co umozliwilo znalezienie dokladnyeh oszacowain argumen-
tow wyrazen z/f(z), #f'(2)/f(2) dla funkeji klasy (L).

() Np. rozdzial 8.6 w monografii .J. A. Jenkinsa, Univalent Functions
and Conformal Mapping, Berlin-Géttingen-Heidelberg 1958, lub rozdzial V w cyto-
wanej poprzednio monografii W. K. Haymana.

(*) W. K. Hayman w swym odezycie wygloszonym na sympozjum w Princeton
wysoko ocenia ten wynik: ,,This result, although probably not best possible, repre-
sents a very strong advance on what was known previously and is our only tool
available so far for tackling the general problem’.
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Jeden z uczniow M. Biernackiego, Zdzistaw Lewandowski wyka-
zal(?), ze badana ostatnio przez licznych autoréw klasa funkeji prawie
wypuklych, wprowadzona w roku 1952 przez W. Kaplana na zupelnie
innej zasadzie, jest identyczna z klasa (L). Wedle Kaplana funkeja g(2)
jest prawie wypukla, jezeli ma w kole K(0,1) rozwinigcie postaci (1)
i jezeli istnieje funkecja @(z) odwzorowujaca kolo K (0, 1) na obszar wy-
pukly, taka, ze Re{y’'(2)/®'(2)} > 0. Klasa (L) obejmuje miedzy innymi
nastepujgce rodziny funkeji klasy (S8): funkeje gwiazdziste, funkeje
wypukle w pewnym kierunku (badane przez M. S. Robertsona) i funkeje
z pochodng o dodatniej cze$ci rzeczywistej (5).

Na dwa tygodnie przed swa $miercia M. Biernacki oddal do druku
w Biuletynie PAN prace, w ktérej wykazal oryginalnie zastosowang
metodg wariacyjng, ze gdy funkeja f(2) nalezy do klasy (8), to funkeja
F(z) okreslona wzorem:

P(z) = [f(0)¢1ag

réwniez nalezy do tej klasy.

Wiele ciekawych wynikéw (°) uzyskanych przez M. Biernackiego
wigze sie z pojeciem funkeji podporzadkowanych. Méwimy, ze funkeja
f(z) holomorficzna w kole K(0,1) jest w tym kole podporzadkowana
funkeji jednokrotnej F(2) (zapisujemy to w formie f(2) 3 F(2)), jezeli
w punkcie z = 0 obie funkeje przyjmuja te samg wartosé, a jednocze-
¢nie kazda warto§é funkeji f(2) jest zarazem pewng wartofciag funkeji
F(z), co jest rownowazne istnieniu takiej funkeji ¢(z) holomorficznej
w kole K(0,1), ze ¢(0) =0, |p(2)] <11i f(z) =F(p(2)). M. Biernacki
wykazal, ([25], [26]), zZe jezeli f(z) 3 F(2), f(2) # F(z), f(0) = F(0) =0
i argf'(0) = arg F'(0), to |f(2)| < |F(?)| (2# 0), w kole K(0,r,), gdzie
ry = 0,25, oraz |f'(2)] < |F'(2)| w kole K(0,r,), gdzie r, = 0,12,

Przy dodatkowym zalozeniu jednokrotnofci funkeji f(2) znalazl
M. Biernacki maksymalng dla calej klasy funkeji jednokrotnych warto$é
0,390... stalej r,, ktora jest pierwiastkiem réwnania

1
log—'_—'-_-’f + 2arctgr = =,
1—r 2

(*) Wynik ten referowany byl na II Konferencji Funkeji Analitycznych (por.
sprawozdanie z tej konferencji w Coll. Math. 7 (1959), str. 145) i ukaze si¢ drukiem
w Annales Univ. M. Curie-Sklodowska.

(°) Pézniej od Kaplana i w nieco odmienny sposéb okreflili raz jeszeze klase
funkeji prawie wypuklych T. Umezawa i I. E. Bazilewicz, lecz jak widaé bezsporny
priorytet wyodrebnienia tej klasy przysluguje M. Biernackiemu.

(¢) Por. np. I'. M. 'onysun, Ieosmempuneckan meopus (Pynkyuil Komnierchozo
nepemennozo, Moskwa-Leningrad 1952, str. 404 i dalsze.
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Przy dodatkowym zalozeniu gwiaZdzisto$ei lub wypuklo§ei obszaréw
f(K(0,1)) i F(K(0, 1)), mozna 7, zastgpié przez liczby wieksze: r* =
=v2 —1, r,=0,543... (r, jest pierwiastkiem réwnania arcsinr-
+ 2arctgr = 1x)inie dajace sig juz powiekszy¢ (7). Z funkejami podporzad-
kowanymi wiaze si¢ réwniez praca [36], w ktérej autor dat nowy dowoéd
twierdzenia Littlewooda-Rogosinskiego: jezeli funkcje f(z) © F(2) sq requ-
larne w Lkole K(0,1) ¢ f(0) = F(0) = 0, f(&) 3 I'(2), to przy dowolnym
A >0, mamy
J(r,f) < Ji(r, F)

dla kazidego r z przedziatu (0, 1).

W roku 1938, na prosbe P. Montela, ktéry byl jego nauczycielem
i z ktérym lgczyly go wiezy dlugoletniej przyjazni, napisal M. Biernacki
monografie [30], zawierajaca zestawienie wazniejszych wynikow teorii
funkeji wielokrotnych, uzyskanych do tego czasu.

W pracy [32] M. Biernacki uzupemlmil w nastepujacy sposéb male
twierdzenie Picarda: jesli szereq Taylora funkeji catkowitej ma luke tak
duze, zZe szereq odwrotnosei wyktadnikéw potegowych wystepujacych w roz-
winieciu jest zbieiny, to funkeja catkowita przyjmuje kaida wartosé nieskor-
czenie wiele razy. Dowdd jest przy tym stosunkowo prosty i ezysto alge-
braiczny.

Wiele prac M. Biernackiego pofwieconych jest klasycznej teorii
wielomian6w. W drugiej swej publikacji ([2]) z roku 1923 podal on
twierdzenie: wielomian 12"+ az? (p < q) ma zawsze p miejsc zerowych
w kole K (0, [¢/(g—p)]'"). Jest to nogdlnienie twierdzenia Landaua doty-
czacego przypadku p = 1. Wynik ten uogélnil jeszeze M. Biernacki
wykazujace, ze jesi p< @ < @ <...< @, to wielomian 142"+

b2 a2 a2 ma p  miejse  zerowych w kole {z: l2| <

»
<]/ @ _% 1oy (5)). Ponadto dowibdt ([51), ze jesli z, jest micjs-
a—p " Gu—p)
cem zerowym o najmmniejszym module wielomianu 1+ a,2+ ...+ a, 2", to wielo-
mian W(z) = 2" (1+a,2+...+a,2") jest funkeja p-krotna w kole {z:
|2] < pl2o|/(n+p)}, lecz nie musi byé funkeja p-krotng w kole wigkszym.
Nawigzujae do prac Sergescu, zajmowal sig M. Biernacki ([20])
okregleniem polozenia miejsc zerowych wielomianéow trzeciego stopnia
przy zalozeniun, ze jeden ze wspolezynnikéw jest wiekszy co do wartoSei
bezwzglednej od kazdego z pozostalych.
Szczegolnie interesujgey jest wynik, bedacy poniekad odwréceniem
twierdzenia Gaussa-Lucasa, ktore mowi, ze kazdy obszar wypukly, za-

(") Niektore z tych wynikéw zostaly pdéiniej ulapszone' przez (. M. Goluzina,
Shah Tao Shing i innveh.
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wierajacy wszystkie miejsca zerowe wielomianu, zawiera rowniez wszyst-

kie miejsca zerowe jego pochodnej. Mianowicie dowiédl on ([74]), ze

Jjezeli wszystkie miejsca zerowe wielomianu W (z) letq wraz 2z punktem a

w pewnym zbiorze wypuklym D, to wszystkie miejsca zerowe wielomianu
E:

P(z) = [ W(L)aL leiq w obszarze domkwigtym, ogramiczonym krzywaq I'
[

powstalq przez jednokladnosé o srodku a i stosunku rownym 2 z krzywej Iy,
jakaq zakresla rzut punktu a na prostq podpierajacq zbicr D. W szczegdil-
nosei, jezeli zbiér D jest odcinkiem o koncach b, ¢, to wszystkie miej-
sca zerowe wielomianu @(z) leza w obszarze, bedgeym sumg mnogosciows
dwéch kol o §rodkach b, ¢, stycznych zewnetrznie w punkecie a.

Jedli D jest kolem K (a, R), to wszystkie miejsca zerowe wielomianu
®(2) sa zawarte w kole KH(a,2R). Jezeli stopien wielomianu W (z) jest
parzysty, to mozna nawet zmniejszy¢ promien tego kola do wartosci
2Rcos (n/2(n+1)).

Wyniki te s3 w pewnym sensie definitywne, co potwierdzaja odpo-
wiednie kontrprzyklady.

Jak wiadomo, wielomian o wspélezynnikach rzeczywistych, majacy
jedynie rzeczywiste miejsca zerowe, nie moze mieé¢ miniméw lokalnych-
dodatnich, ani tez maksiméw lokalnych ujemnych. Jednocze§nie wielo-
mian taki mozna uwazaé¢ za iloczyn funkeji harmonicznych jednej zmien-
nej. W pracy [82] M. Biernacki wykazal, ze analogiczna wlasnosé maja
funkeje wielu zmiennych, dajace sie przedstawié w postaci iloczynu skon-
czonej iloei ezynmnikdow, z ktérych kazdy jest funkejag harmoniczng
i podal szereg zastosowan tego twierdzenia.

Roéwnaniom roézniczkowym poswiecil Mieczysiaw DBiernacki okolo
dziesieciu publikacji, lecz i to wystarczylo, by utrwalié¢ jego nazwisko
w te] dziedzinie analizy matematycznej. Jeszeze przed opublikowaniem
w roku 1933 pierwszej jego pracy z tego zakresu ([19]) wiadomo bylo,
ze przy odpowiednich zalozeniach co do funkeji A4(t), rozwigzania row-
nania rézniczkowego

(3) z () A)w(t) =0

wykazujg pewne analogie z funkejami sinus i cosinus, np. oseyluja, jesli
A(t) jest funkeja dodatnia, monotoniczng, nie dazgea zbyt szybko do
zeraprzyt — oo,
W pracy [19] M. Biernacki znajduje dalsze analogie tego rodzaju.
Jesli A(t) >0 i A'(t) >0 dla t >t oraz 1, <t <1y <1ty <... 36
kolejnymi miejscami zerowymsi calks réwnania (3), to

t —
(4) lim SIIDM ==

n—o0 n+1"trr
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Jesli z,e(ty, tn,,) Sa miejscami zerowymsi pochodnej «'(t), to, po od-
rzuceniw pewnych stosownie obranych przedziatéw ,wyjatkowych” (tmy tmir)
o lqeznej dlugosci skonczonej,

; Zn— 1y 1
im —— = .-,
n.+1_tn &
gdy n dady do nieskoreczonoser omijajqc wartosei ,wyjatkowe” m;. Przy-
puszezenie M. Biernackiego, ze przedzialéw wyjatkowych nie da sie
z wypowiedzi twierdzenia usungé, okazalo sie potem sluszne (8).

W pracy [23] zajmuje sie M. Biernacki réwnaniem rézniczkowym
y' = f(x,y) i bada wyczerpujaco zachowanie sie¢ w nieskonczonofci
calek tego réwnania przy zalozeniu, ze f(z,y)=e(y) dla © - +oo.

Zajmowal sie on réowniez réwnaniami dwumiennymi postaei:

(5) 2™ () +A(t)x(t) = 0.

W przypadkach n = 4 i n = 5, jefli funkeja A(¢) jest rosnaca i ciagla
oraz 0 < A(t) < M, to odleglo§ei pomiedzy kolejnymi miejscami zero-
wymi dowolnej calki niebanalnej réwnania (5) nie przekraczaja M-/
(n = 4) lub (24+V3)M—5 (n =5), z pominieciem co najwyzej n—2
przedzialéw wyjatkowych. Twierdzenie to stanowi wzmocnienie w przy-
padkach n = 41 b oszacowania podanego przez Sturma. Z teoriag réwnan
rézniczkowych zwigzana jest praca [48]. Autor przenosi w niej dobrze
znane dla réwnan roézniczkowyeh postaci (3) twierdzenie o oscylowaniu
rozwigzan (gdy 0 < m < A(t)), twierdzenie poréwnaweze Sturma i inne,
na rozwigzania réwnan réznicowych liniowych drugiego rzedu. W pracy
[59] przedstawia M. Biernacki wyniki zblizone do tych, ktére uzyskat
w teorii réwnania (3), ale odnoszace sie tym razem do réwnania rzedu
czwartego

(5) Y+ A(a)y = 0.

Jesli np. 4 (z) >0 jest funkeja niemalejaca, klasy C") dla = > x,, to
rownanie (5') posiada zawsze calke dazaca do zera przy x — +oco.
Jezeli A (x) » +oo przy & - + oo, to catka dazgeca do zera spelnia wa-
runek

limy ()[4 ()]/*~* = 0,

gdy @ —» +oco omijajac pewne przedzialy wyjatkowe (o konecaech beds-
eych kolejnymi zerami funkeji y(x)), ktoryeh laczna dlugoéé jest skon-
czona.

Inne bardzo ciekawe prace M. Biernackiego z zakresu rownan roz-
niczkowych wydaja mi sie zbyt skomplikowane, by je omawiaé na tym

(8) Odpowiedni przyklad skonstruowal A. Bielecki.
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miejscu. Pomijam réwniez szereg wartoSciowych wynikoéw, bardzo réz-
norodnych, dotyczacych takich zagadnienn ogélnej teorii rachunku réz-
niczkowego i calkowego, jak uogélnione twierdzenie o $redniej, nieréw-
nofci zachodzace pomiedzy pewnymi wyrazeniami calkowymi i tym
podobne.

Z kilku prac Mieczyslawa Biernackiego po$wieconych geometrii,
szezegOlnie interesujaca wydaje mi sie praca [47]. Przypusémy, ze F
oznacza jakie§ kontinuum zawarte w tréjwymiarowej przestrzeni eukli-
desowej. Niech V bedzie kresem gérnym krzywizny okregéw majgcych
po trzy punkty wspélne z kontinuum E, a W — kresem gérnym krzy-
wizny sfer przecinajacych to kontinuum w czterech punktach. Skonezo-
no§é tych kreséw, dowodzi M. Biernacki, naklada silne ograniczenie na
strukture kontinuum E; np. z tego, ze kres V jest skonczony wynika, ze
zbiér E jest prostowalng krzywg Jordana bez punktéw wielokrotnych,
posiadajagea ciagla styczna.

Na pograniczu geometrii i teorii wielomianéw stoi praca [57]. Autor
wykazuje w niej, ze jedli A,, Ay, ..., A, sa punkiami przestrzent trdj-
wymiarowej, a punkt M przebiega kontinuum ograwiczone H, to

n L] -
[]max MA;/max [] MA4; <[8(1+V2)]".
=1

i=1 E E

Jezeli punkty A, leza na plaszezyzZnie, to mozna stad otrzymaé osza-
cowanie od dolu na maksimum modulu wielomianu na zbiorze FE.

Z dhigoletnich wykladéw geometrii rézniczkowej powstal dwuto-
mowy podrecznik tego przedmiotu ([69], [70]), napisany przez M. Bier-
nackiego z mysla o studentach ale zawierajagey duzo materialu nie spo-
tykanego w tego typu ksigzkach. Wartoéé dziela podnosza liczne, cze-
stokroé¢ oryginalne zadania. Podrecznik ten jest trwalym dowodem ta-
lentu pedagogicznego autora, podobnie jak litografowane wyklady geo-
metrii analitycznej, bedace dzi§ rzadkoscig bibliograficzng.

Chociaz to kritkie omowienie bogatego dorobku Mieczyslawa Bier-
nackiego nie jest ani kompletne, ani wyczerpujace, to cel méj bedzie osig-
gniety, jezeli na podstawie tego skromnego szkicu czytelnik wyrobi sobie
niejaki poglad na wielostronnoé¢ zainteresowan i klasycznych juz osiagnieé
tego wielkiego uezonego, ktorego prace oddzialaly wybitnie pobudza-
jaco na wielu matematykéw, przynaleznych do paru juz pokolen i do réz-
nych narodowogei. Smiale i wysoce oryginalne idee zawarte w zwiezlych,
lakonicznych notach M. Biernackiego dlugo jeszeze zapewne beda sta-
nowié¢ podniete i zachete dla matematykow pasjonujacych sie trudnymi
zagadnieniami analizy klasyecznej.
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