e}
ROCANIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCIZNEGO Lngm

Serin [1: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE V (1962)

J. MikusiNskr (Katowice)

() czworoScianie

Dobrze znany jest z nauki w szkole fredniej ,wzér Herona®, wyra-
zajacy pole tréjkata przez jego boki. Mniej znany jest analogiczny wzér
dla czworodcianu, wyrazajacy jego objetosé przez dlugodé krawedzi.
Wiadomo, ze nie da si¢ na ogél z trzech dowolnych odeinkéw zbudowad
trojkata. Aby to bylo mozliwe, dlugodci bokéw muszg spelniaé ,prawo
trojkgta®, tzn. suma dwoéch dowolnyeh bokéw musi byé wieksza od
pozostalego boku. Jest to warunek konieczny i wystarczajacy. Jak
wyglada analogiczny warunek dla ezworodcianu? — Odpowiemy w tym
artykule.

Na poezgtku wyprowadzimy wzor na objeto$é czworo§cianu. Ist-
nieja na to rézne sposoby. Tutaj wzoér ten wyprowadzimy za pomocs
rachunku wektorowego. Sposobu tego, ktory nie jest dluzszy od innyeh,
autor nie spotkal w literaturze.

Krawedzie czworodcianu oznaczamy tak, jak na zalgezonym ry-
sunku, i traktujemy jako wektory.
Wektory 1,, I, l; wychodzg z wspol-
nego wierzchotka E, przeciwlegle zas
im wektory A,, Ay, A; obiegaja eykli-
cznie podstawe.

Wektor laczacy srodek [l (i =
=1, 2,3) ze §rodkiem 2A; oznacza-
my przez a;.

Z rachunku wektorowego wia-
domo, ze objetodé czworodeianu wy-
raza sie wzorem

1
V = sla,a;a,],
gdzie [uluz.aaj jest iloeczynem mieszanym wektorow a,,a,, a,. Stad,
na podstawie wzoru Gramma,

. 1 /| a,-a, Q" a; @ ay
(1) Fu= 6 Ay @, a; a, a,-a,|,
a,-a, ay-a, a,-a,

.gdzie jako elementy wyznacznika wystepuja iloezyny skalarne.
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Aby wyrazié¢ a,, a,, az przez krawedzie Iy, ly, U3, Ay, Ay, Ay, posuwamy
sie wzdhiz lamanej ABCDEABCE'A, wykonujae dodawanie odpowied-
nich wektoréw. Poniewaz lamana jest zamknigta, suma jest rowna zeru:

ta,+1a,—3r,— L+ +da,+ ta,+-3A,—31l, =0,
czyli

a]_ + ag = !8 .

Podobnie, posuwajac si¢ wzdluz lamanej ABC'D'E'ABC'EA, otrzy-
mujemy rownosé

ta,—ta,+3l—2A— 3L+ e, —fa— i+ 11, =0,
czyli

al — ag = 13 .
Ze wizgledu na cykliczng symetrie wskaznikéw zachodzi

(2) a+a; =1, a—a;=»>,

dla dowolnej permutacji ¢, j, k wskaznikéw 1,2,3. Z (2) otrzymujemy
przez wykonanie bardzo prostych rachunkéw algebraicznych wzory

3) A; = 4da;-a; = —2,
Ay = da;a; = =GN+ G+ A+ L+ AL

Podstawiajac te wartofei w (1), otrzymujemy

Ay Ay Amq
Ay Ay Ay
Ay Agy Ay

(4) V=

w tym wyznaczniku uwolniliémy si¢ juz od interpretacji wektorowej,
gdyz w wyrazeniach na A; mozemy iloczyny skalarne A%, ... traktowaé
po prostu jako kwadraty dlugo$ci odpowiednich krawedzi.

Wzor (4) jest szukanym analogonem wzoru Herona.

Powodem, dla ktérego przy zadanych z géry dowolnych dlugoSciach
L, Ly, I3, A, Ay, A; odpowiedni czworo§cian moze w ogéle nie istnieé,
jest okoliczno$é, ze dla kazdych 3 krawedzi, ograniczajacych Sciane czwo-
ro$cianu, musi byé zachowane prawo tréjkata i analogiczne prawo musi
byé zachowane dla kazdej tréjki katéw plaskich tworzacych naroze
(tzn. suma dowolnych 2 katéw plaskich nalezgcych do wspolnego naroza
musi byé wieksza od trzeciego kata, dopelniajacego to naroze). Z drugiej
strony, jezeli sa spelnione wszystkie 24 nieréwnosei, wyrazZajgce prawo
trojkata dla §cian i narozy, to zawsze mozna zbudowaé odpowiedni czwo-
ro$cian. Mamy w ten spos6b warunek konieczny i wystarczajacy na to,
by istnial czworoécian o zadanych wartosciach I, Iy, I3, Ay, Ayy A3, WYTa-
zony przez 24 nieréwnoei miedzy U, ... (nier6wnosci miedzy katami
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mozna sprowadzi¢ do nieréwnofei miedzy krawedziami za pomocs twier-
dzenia Carnota).
Udowodnimy, ze takze warunek zlozony z dwoch nieréwnosei

(5) A Ay Ay >0, W >0,

gdzie W oznacza wyznacznik pod pierwiastkiem we wzorze (4), jest ko-
nieczny i wystarczajacy dla istnienia czworosecianu o zadanych diugosciach
krawedzi.

Konieczno§é warunku jest oczywista wobec A;; = 4ai oraz wobec
wzoru (4). Pozostaje wieec udowodnié wystarczalnosé.

Jest widoczne, ze czworoScian jest okre§lony w zupelnosci przez
wektory a,, a,, a,, przy czym dlugodci |a,|, |a,|, |a;] tyech wektoréw
moga by¢ dane zupelnie dowolnie, na katy za§ miedzy nimi nalozony jest
jedyny warunek, by zachowaly prawo tréjkgta. Warunek ten mozemy
napisa¢ w postaci 3 nieréwnofeci

(6) Oygt Gag > @gy,  @aat O3y > Gygy Qg T Bpp > Oag,

gdzie dy., @y, a5 (0 < a; < =) oznaczajg katy miedzy parami odpowied-
nich wektorow a,, a,; a,, as; a,, a,.
Na podstawie (3) mamy
Aﬁ
T —
VA Ay

gdyz Ay = 4a;-a; = 4Vala? cosay; = VA, Ay cosay;.

(7) la;| = 3V Ay, cosay; =

Jezeli 83 spelnione nieréwnogei

(8) Ay, >0, A4, >0, Az >0,

@ gl e Vlg Ay, Mgl Vg, (gl < Vikgd,,

o wartosei |a,|, |asy|, |as|, ay,, as3, @31, Obliczone na podstawie wzordw
(7) wypadng rzeczywiste (i dodatnie). Jezeli wiec sg spelnione réwnocze-
snie wszystkie nieréwnofei (8) i (9) i oprécz tego nieréwnosei (6), to zawsze
da sie skonstruowaé odpowiedni czworodcian.

Dla udowodnienia wystarczalno§ei warunku (5) wystarczy wyka-
zaé, Ze jezeli nie jest spelniona choé jedna z nieréwnoéei (8), (9) lub (6),
wowezas jest tez falszywa co najmniej jedna z nieréwnosei (5).

P;‘zypuéc’my najpierw, ze A,, < 0; poniewaz na podstawie (3) jest
Ap+A, =242 >0 1 A, + A, =2(B+2A3) >0, wiee musi byé
Ay >0, Ay >0 1 w konsekwencji 4,,4,,4,; <0. Do tej samej nie-
réwnosei doszlibyémy, zakladajac 4,, < 0 lub 4,, < 0. Przypusémy teraz,
ze sy spelnione nieréwnosei (8), ale ze jest np. [A,,| > VA, 4,,. W takim
razie piszae wyznacznik W w postaci rozwinietej i uwzgledniajac, Ze
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Ay = Ay, mamy
Ay = Asa(.AuAsn_Afz)_'(AnAgs—‘2A12A23A31+435A§1)
i widzimy, ze
]Aiij < _“(VAu At VAza Ag)?

< 0.
Podobny rezultat otrzymujemy zakladajac |4, > I/A_RAS, lub |44 =
>VAydy,.

Przyjmijmy wreszcie, ze sg spelnione nieréwnosei (8) i (9), ale ze jest

np. app+ay < ag. W takim razie €os(a;y-+ any) = €08ay,, czyli

CO8 @115 CO8 gy —V (1 — €082 ay,) (1 — COS2ags) > COS agy;

korzystajac ze zwigzkéw (7) mozemy napisaéd

A Ay l/(l_ P )(1_ A ) L _A4s
Vidoyley Vgl A4y, Apdsl ~ VAgA,,
Stad przez elementarne algebraiczne przeksztalcenie otrzymujemy
Ay AggAgy+ 2413 A5 Agy— Ay Ay — Ay A5 — A3 A}, <0,

czyli W < 0. To samo otrzymalibySmy, przyjmujac ass+ az, < a,, lub
gy + @1 < @gg.
Wystarczalno§é warunku jest wiec udowodniona.
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