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Uwagi o definicji jednostajnej ciagloci w wykladzie analizy

W wielu wykladach analizy matematycznej jest stosowana ciggowa
definicja ciagglo$ei funkeji (definicja Heinego). Korzy$ei dydaktyczne
plynace ze stosowania tej definicji polegaja przede wszystkim na tym,
ze mozna w teorii funkeji zastapié, tak przykre dla poezatkujacych,
rozwazania ,epsilon-deltowe* oparciem si¢ na udowodnionych juz twier-
dzeniach o ciggach. Warto tez zwrécié uwage, ze nawet poslugujac si¢
definicjg ' Cauchy’ego musimy w dowodzie tego, ze pewna konkretna
funkcja nie jest ciggla w danym punkeie, wykazaé¢ w gruncie rzeczy, Ze
spelnione jest zaprzeczenie ciaggowego warunku ciggloSei.

Gdy przechodzi sie jednak do ciagloei jednostajnej, kroluje juz
niepodzielnie definicja ,epsilon-deltowa”. Stosujg ja nawet zwolennicy
definicji Heinego. Tymezasem mozna wprowadzi¢ definicje ciagows
takze i dla jednostajnej ciaglosci. Ma ona wiele zalet definicji Heinego
cigglodei w punkecie, w szezegdlnodei jest znacznie prostsza do zanego-
wania. Jest ona szezegélnie wygodna w uzyeiu, gdy wilasnosei kontinuum
liczbowego sa wykorzystane pod postacig twierdzenia Bolzano-Weier-
strassa, podezas gdy do definicji zwyklej lepiej sa dopasowane twierdze-
nia o pokryeiach.

valmy, ze dwa ciggi {@,} 1 {#,} zbthajq sie nieograwiczenie, jezeli
| —2,| = 0.

Modyfikujge nieco definicje ciaglo$ei Heinego mozemy powiedzied,
ze funkeja y = f(x) jest ciqgta w zbiorze Z, jezeli dla kazdej pary zbliza-
jacyeh si¢ nieograniczenie ciagéw {} i {#,} o wyrazach z Z, zbieznych
do elementu zbioru Z, jest

lim (f (@) —f(zx)) = 0.
n—>oc
Odrzucajge tu warunek zbieznofei ciggéw, otrzymamy definicje
jednostajnej ciaglofci:
Funkeja y = f(a) jest jednostajnie ciqgla w zbiorze Z, jezeli dla kazdej
pary zblizajacych sie nieograniczenie ciggéw {x,} i {2)} 0 wyrazach z 7 jest

lim (f(@,)—f(z,)) = 0.
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Dow6d réownowaznosci tej definicji ze zwykla nie jest trudniejszy
od dowodu réwnowaznosci definicyj Heinego i Cauchy’ego cigglodci
w punkecie i jest w jedna strone tak samo nieefektywny.

Zauwaze jeszeze na zakoliezenie, ze analogicznie mozna wprowa-
dzié ciggows definicje jednostajnej zbieznoSci ciggu funkeyj {f,(x)}:

Ciag {f.(x)} funkeji okreflonych w Z jest w Z jednostajnie zbieiny
do funkeji f(x), jezeli dla kazdego ciagu {z,} o wyrazach z Z jest

lim (fn(mn)_f(-”n)} = 0.
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