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Prosty dowéd wyznacznikowego kryterium
okre§lonosci formy kwadratowej

Rzeczywista forme kwadratowa

(1) f(@1y.cey@p) = Z Eaiimixjs A3 = bji,
i=1 j=1

nazywa sie dodatnio okreslonq, jezeli przyjmuje wartosci dodatnie dla
2+...4 a2 £ 0. Znane jest nastepujace wyznacznikowe kryterium
okreflonogei formy kwadratowej, majgce praktyczne znaczenie np. przy
badaniu ekstreméw funkeji wielu zmiennych:

Forma kwadratowa (1) jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wiedy,
gdy wszystkie wyznaczniks

Ay oo Qg
Ay =|- =" - - g oK =1y By ey Ty
Ay o Opk
sa dodatnie.

Przedstawie tutaj prosty dowdéd tego kryterium, nie opierajacy
sie na teorii przeksztalceri liniowych form kwadratowyeh, a wylaceznie
na wlasnodeiach wyznacznikdéw.

Zauwazmy wpierw, ze zakladajac a,, # 0 1 mnozac wszystkie ko-
lumny wyznaeznika A, z wyjatkiem pierwszej przez a,,, a naste¢pnie
odejmujac od elementow drugiej kolumny, elementy pierwszej, pommo-
zZone przez a,,, od elementow trzeciej, elementy pierwszej, pomnozone
przez a,, itd. i rozwijajac otrzymany wyznacznik wedlug elementow
pierwszego wiersza, mamy dla k& >1:

1 g

(2) A.Isz;j{..'z" det (@, a;;— 41:845), 1,) =2,3,...,k.
11

Wykazemy teraz kryterium za pomoca indukeji zupelnej wzgledem

ilo$ei zmiennych. Dla n = 1 jest ono oczywiste. Zalézmy jego prawdzi-

woéé dla n—1; udowodnimy, ze sluszne jest woéwczas réwniez dla n.
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Dodatnia okreslonosé formy kwadratowej (1) réwnowazna jest dodat-
niej okreflonodei tréjmianu kwadratowego

k) n n
f@ry ey @n) = an@i+ 2$1Z“ﬁ$5+ E Zﬂﬁ-’i‘?imf
j=2 =2 =2
przy dowolnyeh xi+ ...+ 2% # 0, tj. warunkom
ay; >0,

n n 1]
(3) Ay, ooy @) = ayy 3 D agmm— (D) ayay) =
i=2 j=2 i=2

n

n
(@11 @5 — Ay ay5) 25 > 0
i=2 j=2

przy dowolnych a@3-+...+a) # 0. Poniewaz a, 6y;— a8y = 6y,0;;—
— @04, wWiee A(zg,...,x,) jako forma kwadratowa n—1 zmiennych
jest wedlug zalozenia indukeyjnego dodatnio okre§lona wtedy i tylko
wtedy, gdy wyznaczniki (k—1)-go stopnia

det(ay,a;;— ay;ay) = afl_zAk >0

dla £k =2,3,...,n. Zatem warunki (3) dodatniej okre§lonogei formy
kwadratowej (1) réwnowazne 83 wedlug (2) warunkom

ay >0, a4, >0 dla k=2,3,...,n,
tj. warunkom
Ay >0 dla k=1,2,...,n.
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