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Uogolnienie twierdzen Rolle’a, Lagrange’a i Cauchy’ego

1. W artykule tym podam uogélnienie twierdzenia Rolle’a (patrz
np. [2], str. 107), twierdzenia Lagrange’a ([2], str. 108) oraz twierdzenia
Cauchy’ego ([2], str. 110) na przypadek funkeji ciaglych majacych
pochodne jednostronne. Uogélnienia te sa bardzo proste, a ich dowody
83 bardzo podobne do dowodéw odpowiednich nieuogélnionych twier-
dzen.

U0GOLNIENIE TWIERDZENIA ROLLE’A. Niech funkeja f(x) bedzie ciqgla
w przedziale {a,b> i niech w kaidym punkcie x tego przedziatu isinieje
pochodna prawostronna [’ (x) i pochodna lewostronna f_(x). Jezeli f(a) =
= f(b) = 0, to istnieje takie ¢, 26 a<< ¢ < b oraz

(1) fie)-f(e) <0.

Dowadd. Jezeli f(z) = 0, to f'(#) = 0 i jako ¢ wystepujace w tezie
twierdzenia mozna wzigé¢ dowolne z z przedzialu (a,b). Zalézmy wiee,
ze f(x) # 0. Przypu$émy, ze istnieje takie z, (a < @, < b), ze f(w,) > 0.
Kres gorny M funkeji f(x) jest wiee dodatni. Zgodnie z twierdzeniem
Weierstrassa ([2], str. 81) istnieje takie ¢ z przedziatu <a, b), ze f(¢) = M
(przy tym @ #¢ #b, bo f(a) =f(b) =0, a M >0). Dla kazdego
h >0 mamy wiee f(c—h) < f(e) = f(e+h), czyli

fle+hm)—f(e) <o, Jf(c)—f(c—h)_;o,
3 h
4 wiec

file) <0,  fl(e) =0.

Gdyby funkeja f(z) przyjmowala wartoéci ujemne, to podobnie znalezli-
bySmy taki punkt ¢, ze a < ¢, < b oraz f(¢,) = m < 0, gdzie m oznacza
kres dolny funkeji f(z). Mieliby§my wiec

fele) =0, f_(e) <0O.

Twierdzenie jest wige udowodnione.
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Zauwazmy, ze gdy funkeja f(@) jest réiniczkowalna, to wzor
(1) przyjmuje postaé¢ [f'(¢)]* <0, czyli f'(¢) = 0. Nasze twierdzenie
staje sie w tym szezegélnym przypadku zwyklym twierdzeniem Rolle’a.

UOGOLNIENIE TWIERDZENIA LAGRANGE’A. Niech funkcja f(x) bedzie
ciqgla w przedziale <a, b) i niech w kazdym punkeie @ tego przedziatu istnieje
pochodna prawostronna f' (€) ¢ pochodna lewostronna f' (). Wowezas
isinieje takie ¢, 2e a < ¢ < b oraz

(@) (f”” i) f+()) (ﬂu@- —fle )

b
Dowoéd. Wezmy pod uwage funkeje

Jf(b)—f(a)
b—a

Jest to funkeja ciggla, ma w kazdym punkcie ze¢ <a, b> pochodng prawo-
gtronng i lewostronng:

g9(2) = f(a)—f(@)+ (2 —a)

' f(b) f (ﬂ)
9. (@) = —fL (@) +"———
Mamy dalej g(a) = g(b) = 0. Funkeja g(z) spelm'a zatem zalozenia uogol-
nionego twierdzenia Rolle’a. Istnieje wiee takie ¢ (@ << ¢ < b), e
gi(e)-g_(e) <O,
co jest ro6wnowazne wzorowi (2). Twierdzenie jest wiec udowodnione.

Zastandwmy sie jeszcze nad interpretacja geometryczng wzoru (2).
Jezeli ma miejsce (2), to albo

Q IO-70 5 fr0, 1919 o),
albo
(4) 10O < p@, M1 55 ).

Wzor (3) méwi nam, ze sieczna poprowadzona przez punkty (a, f(a)
(b f()) jest bardziej (Iub tak samo) stroma niz styczna prawostronna
w punkcie ¢ i mniej (lub tak samo) stroma niz styczna lewostronna w ¢.
Wzér (4) moéwi nam, Ze sieczna jest mniej (lub tak samo) stroma niz
styeczna prawostronna w ¢ i bardziej (lub tak samo) stroma niz styczna
lewostronna w e.
Zauwazmy, ze gdy funkcja f(x) jest rézniczkowalna, to wzér (2)
przyjmuje postacé

b
f(__;__ ) _

czyli otrzymujemy zwykle twierdzenie Lagrange’a.
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7 unogélnionego twierdzenia Lagrange’a dostajemy nastepujacy wnio-
sek:

WNIOSEK. Funkcja f(x) ciagla w przedziale {a,b) i majqgca w kazdym
punkcie pochodng prawostronng i lewostronng ograniczone spelnia w tym
przedziale warunek Lipschilza.

Istotnie, przypuéémy, ze dla kazdego xe(a, b) jest
(5) Ifi(@) < M, |f_(@)) <M.
Wezmy dwa dowolne punkty «, i #, z przedzialu <{a, b):
a <z <2y, <Db.
Przypusémy, ze f(2,) <f(@,). Z uogdélnionego twierdzenia Lagrange’a

wynika istnienie takiego punktu ¢ (z, < ¢ < #,), Ze albo

flag)—fl=2,) < (mi_xl)f; (e),
albo
fleg)—flz,) < (ma_‘mﬂf'— (¢).

7 zalozenia (5) wynika wige warunek Lipschitza:
If (@) —f(@1)| < Mly— 4.
Jezeli jest f(z,) > f(x,), to korzystamy z tego, Ze albo

f(@2)—f(#1) = (wa— 3,)f", (), ezyli f(a;)—f(@s) < (@y— 2y)f", (0),
albo

F(@o)—f(®,) = (w—a,)f_(¢), cayli f(@,)—f(2,) < (@a— @) f_(¢).
7 (5) wynika warunek Lipschitza:
If (@5) — f(2y)] = fl@)—fl®e) < M |@y—2,].

A wige w obu przypadkach (f(z,) < f(@,) oraz f(a,) > f(#,)) nasz wnio-
sek jest prawdziwy.

Gdy funkeja f(2) jest rézniczkowalna, to z naszego wniosku wynika
znany fakt, ze funkeja rézniezkowalna o ograniczonej pochoduej spelnia
warunek Lipschitza.

UOGOLNIENIE TWIERDZENIA CAUCHY'EGO. Jezeli funkeje f(z) & h(z)
sq ciqgle w przedziale {a,b), jezeli w katdym punkeie x tego przedziatu f(x)
‘: h(_fﬂ) majq pochodne prawostronme 1-lewostronne i jezeli h(a) # h(b), to
wsinieje takie ¢, e a < ¢ < b oraz

(6) (f(b)—f(a) , )(f(b)—f(a) W

mh(c)—ﬁ{o) nb)— h(a) ,_(c)—-f’_(c))go.
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Dowéd. Wezmy pod uwage funkcje

f(6)—f(a)

p(2) = f(@)—F(@)+ @)~ k@) =7

Funkeja ta spelnia oczywifcie zaloZenia uogdélnionego twierdzenia Rolle’a,
a wiec istnieje takie ¢ (a < ¢ < b), zZe

¢y (0):9_(¢) <0,

co jest réwnowazne wzorowi (6).
Jezeli funkecje f(x) i h(x) sa rdézniczkowalne i jezeli h'(w) % 0 dla
zela, b), to wzér (6) przyjmuje postaé

fB)—f(a)  f(o)
h(b)—h(a)  h(e)’

czyli otrzymujemy zwykle twierdzenie Cauchy’ego.

2. Podane wyzej uogoélnienie twierdzenia Cauchy’ego potrzebne mi
bylo do dowodu pewnego twierdzenia z rachunku prawdopodobienstwa
(patrz [1]). W dowodzie tego twierdzenia rozpatrywalem funkeje G'(x)
niemalejaca, ograniczong, taka ze ((0) = 0, majaca w kazdym punkecie
pochodng prawostronng i lewostronng i taks, ze

l+$9_G,($)
z

jest dla > 0 funkcja nierosngea, przy czym G'(z) oznacza tutaj pochodng
prawostronng lub lewostronna, ewentualnie w jednych punktach prawo-
stronng, a w innych lewostronng.

Okreflilem wspoélezynniki a,; za pomocy wzoru

() (%)

a,nkz..._ B __k 2..__. k_l
log|1+ g —log |1+ o

Chodzilo o to, aby wykazaé, ze

(7) an,k+1 g Ay

przy kazdej funkeji () o wyzej podanych wlasnogeiach. Korzystajac
z tego, ze funkeje G(x) i log(1+ «?) spelniaja dla 2 > 0 zalozenia uogdl-
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1 2
nionego twierdzenia Cauchy’ego oraz z tego, Ze %—-G’ (x) (gdzie dla

kazdego ®# G'(x) oznacza dowolng pochodng: prawostronng lub lewo-
stronng) jest funkejg nierosngcag, nietrudno dostaé¢ wzér (7).
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