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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE V (1962)

W. SIERPINSKI (Warszawa)

O liczbach naturalnych D, dla ktérych okres
rozwiniecia liczby VD na ulamek lancuchowy arytmetyeczny
ma trzy wyrazy

Latwo jest znaleié wszystkie liezby naturalne D, dla ktérych VD
daje rozwinigcie na wlamek lancuchowy arytmetyczny o okresie, skla-
dajgeym sie z jednego tylko wyrazu: sg to wszystkie liczby postaci D =

= a3+1, gdzie ag =1,2,3,...; mamy tu VD = Gy} #_, a wiec
ay+VD
okres rozwiniecia liczby VD sklada sie z jednego tylko wyrazu 2a, ().

Nietrudno jest tez znaleZé wszystkie liczby naturalne D, dla kto6-
rych liezba VD daje rozwiniecie na ulamek lancuchowy arytmetyczny
o okresie, skladajgecym sie z dwoéch réznych wyrazéw: sa to wszystkie
liczby postaci D = ag-+2a,/a,, gdzie a, jest dowolng liczba naturalng,
a, za$ jest liezbg naturalng < 2a,, bedacg dzielnikiem liczby 2a,: mamy
wtedy VD = ay+1/a,+1/(ag+ VD) i okres rozwiniecia liczby VD sklada
sie z dwoéeh réznych wyrazéow: a, i 2a,.

Zbadamy teraz, jakie liczby naturalne VD maja te wlasnosé, ze
VD daje rozwiniecie na ulamek laricuchowy arytmetyczny o okresie,
majacym ftrzy wyrazy.

Jak wiadomo, jezeli D jest liczba naturalna, nie bedgca kwadratem
liezby naturalnej, to VD daje rozwinigcie na utamek laricuchowy arytme-
tyczny okresowy i jezeli okres sklada sie z s wyrazéw a,,a,,..., a,,
to liezby a,, a,, ..., a;_, tworzy cigg symetryczny. Stad wynika, ze na to,
zeby dla liczby naturalnej D okres rozwiniecia liczby VD na ulamek
laficuchowy arytmetyczny mial trzy wyrazy, potrzeba i wystarcza, zeby
istnialy liczby naturalne a, i a, takie, iz a, # 2a, oraz

(1) VD = ag+1/ay+1 [ay+1/(ag+VD).

() Zob. np. W. Sierpinski, Teoria liczh, wyd. 3.cie, Warszawa-Wroclaw
1950, str. 288.
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Wzor (1) jest, jak latwo sprawdzié¢, rownowazny wzorowi
2a4a,+1
a1
A wige te i tylko te liczby naturalne D maja te wlasnodé, ze rozwiniecie

liczby VD na ulamek laicuchowy arytmetyezny ma okres trojwyra-
zowy, ktore przy pewnych naturalnych a, i a, # 2a,, daja sie przedsta-
wi¢ w postaci (2). Okazemy, ze na to zeby liczba D, okreflona przez
wzor (2), byla naturalng, potrzeba i wystarcza, zeby a, bylo liczbg pa-
rzysta, oraz zeby bylo

2) D = ai+

(3) a, = (ai+1)n+a,/2, gdzie =n=1,2,...

Warunek jest wystarczajacy, gdyz jezeli a, jest liczba naturalna parzysta
i jezeli zachodzi wzor (3), to a, jest liczbg naturalng, 2a, > a, i mamy

2a00,+1 = 2(ai+1)a;n+ai+1 = (ai+1)(2a,n+1)

liczba (2) jest wiee naturalng.

7 drugiej strony, jezeli przy pewnyeh naturalnych a, i a, # 2a,
liczba (2) jest naturalnag, to, wobec nieparzystodei liczby 2a,a,+ 1, liczba
a,--1 musi byé nieparzysta, zatem liczba a, parzysta i wobee calko-
2a0a;+ 1 1= (ao—$a,)2a,

g+1 a1
liezba (a,— 1a,) 2a, jest podzielna przez ai+ 1, a poniewaz (2a,,ai+ 1) =1
(gdyz a, jest parzyste), wiec liczba ay,— ia, jest podzielna przez a}--1
i przeto a,— }a, = (ai+1)n, gdzie n jest liczba calkowita, skad mamy
wzor (3). Lecz skoro a, jest liczba naturalng i 2a, # @,, to musi byé
n >0, zatem n jest liczba naturalng. Warunek jest wiec konieczny.
Udowodnilismy wiee

Hl

witodei liczby D, zatem tez liczby

TWIERDZENIE. Wszystkimi liczbami naturalnymi D, dla Etorych roz-
winigeie liczby VD na ulamek lavicuchowy arytmetyezny ma okres tréjwyra-
zowy, sa liczby

D = ((ai+1)n+a,/2)*+ 2a,n 41,

gdzie a, jest liczbg wnaturalng parzystg, zas n = 1,2, ...
Latwo byloby dowiedé, ze

D = ((“?— 1)n4 fhf2)z—f—(2aln+ 1)2.

WNIOSEK. Dla dowolnej liczby parzystej a, isinieje nieskonczenie
wiele liczb naturalnych D, dla kidrych rozwinigcie VD na ulamek lahcuchowy
arytmetyceny ma okres tréjwyrazowy, ktorego pierwsze dwa wyrazy sq riwne
liczbie a,.
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Z twierdzenia naszego wynika w szezegélnosei, ze wszystkimi liczbami
naturalnymi D, dla ktéryeh VD daje rozwiniecie na ulamek laficuchowy
arytmetyczny o okresie tréjwyrazowym, ktérego pierwsze dwa wyrazy
83 rowne liczbie 2, sg liczby D = (5nt1)244n-+1, gdzie n =1, 2, ...
Najmniejszymi siedmioma takimi liczbami sg: 41, 130, 269, 458, 697, 986,
1325. Wszystkimi liezbami naturalnymi D, dla ktérych VD daje rozwi-
nigcie o okresie tréjwyrazowym, ktorego pierwsze dwa wyrazy 83 rowne 4,
sg liczby

D=Q1Tm+2)2+8n+1, dla =»=1,2,...

Najmniejszymi dwiema takimi liczbami sg 370 i 1313. Wszystkimi licz-
bami naturalnymi D, dla ktérych VD daje okres tréjwyrazowy o dwéch
pierwszych wyrazach réwnych 6 sa liczby

D = (3Tn-+3)2+12n-+1.

Najmniejsza taka liczbg jest D = 1613. Tak wiec jest tylko 7 liezb
D <1000, dla ktérych VD ‘daje rozwiniecie na ulamek lancuchowy
arytmetyczny o okresie, majacym trzy wyrazy: sa to liczby 41, 130,
269, 370, 458, 697 i 986.
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