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A. LELEK (Wroclaw)

Osobliwe zbiory spéjne

Zbiory spojne stanowiag dzisiaj w matematyce, a zwlaszeza w topo-
logii i geometrii, jeden z podstawowyeh obiektéw badan. Mowi sie wiee
o powierzchniach sp6jnych, wielo§cianach spojnych, rozmaitosciach spdj-
nych, grupach spéjnych itd. To, ze sa one spéjne, znaczy, z grubsza
biorae, Ze skladajg sie tylko z jednego kawalka, ze nie dadzg sie potrakto-
waé jako caloSei zlozone z kilku, czy tez bardzo wielu czeéci oddzielnych.
Owa wlasnoé¢ zbioréw ,byé zlozonym tylko z jednego kawalka’, wlas-
no§é¢ bardzo intuicyjna i nasuwajaca sie od razu przy pierwszym zetknie-
ciu z tworami geometryeznymi, wymaga jednak dokladniejszego spre-
cyzowania. Nazwano ja spojnodciay — i to si¢ przyjelo — chociaz wyraza
ona i stanowi jak gdyby pierwsze przyblizenie tego bliskiego praktyce
pojecia, o ktorym mys§limy mowige: cigglo$é, nierozerwalnogé, spoistosé.

Zanim podamy definicje zbioru spdjnego, przypomnimy co to zna-
czy, ze dany punkt p jest punktem granicznym zbioru punktowego A.
Ot6z jest tak wtedy, gdy dowolnie blisko punktu p znajduje sie punkt
nalezgey do zbioru A. Dokladniej, p nazywa sie punktem granicznym
zbioru 4, jefli dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje punkt zbioru A,
oddalony od punktu p o mniej niz e. Kazdy punkt zbioru 4 jest wige
punktem granicznym zbioru A. Natomiast moga istnie¢ punkty grani-
czne zbioru, nie nalezgce do tego zbioru — np. punkt lezacy na brzegu
trojkata jest punktem granicznym zbioru zlozonego z punktéw wewne-
trznych tréjkata. Zbioér punktéw granicznych zbiorn 4 oznacza sie przez
A i nazywa domknigciem zbioru A. Widzimy zatem, ze kaidy zbiér jest
zawarty w swoim domknieciu, co zapisuje sie wzorem: 4 < A. Zbiorem
domknigtym nazywa si¢ zbior, ktéry jest réwny swojemu domknieciu,
tj. A = 4.

Zbiér A mazywa si¢ spdjny, jezeli przy kazdym jego rozkladzie
na dwa zbiory niepuste M i N co najmniej jeden z tych zbioréw zawiera
punkt graniczny drugiego zbioru.

Oznaczajgc przez 0 zbiér pusty, przez X U Y sume zbioréw X i ¥
(tj. zbioér zlozony z punktéw nalezacych do zbioru X lub do zbioru Y),
a przez X ~ Y iloczyn zbioréw X i Y (tj. zhiér zlozony z punktéw nale-
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zgceych réwnoczesnie do zbioru X i do zbioru Y), mozemy wiee powiedzied,
ze zbiér A jest spéjny wtedy, gdy przy kazdym rozkladzie:

A=MuN, M#0+#N,
spelniony jest warunek:

Powyzsza definicja zbioru spéjnego zostala podana przez Knastera
i Kuratowskiego [7](}) w 1921 r. Praca [7] jest w literaturze §wiatowej
jedng z pierwszych publikacji po$wigconych zbiorom spéjnym. Zawie-
rajac gruntowng analize pojecia spdjnoSei, stanowi ona poczatek syste-
matycznyeh, trwajacych do dzisiaj i uwienczonych juz wieloma cieka-
wymi odkryciami badan w tym zakresie.

Zgodnie z intuicjami, zbiory punktowe takie, jak tréjkat, kolo,
kwadrat, plaszezyzna, czworodeian, kula, szefeian i duzo innych, sg spéjne.
Zbior ztozony z dwu punktow nie jest spojny, podobnie jak zbiér punktéow
hiperboli. Ten ostatni rozklada si¢ bowiem na dwa zbiory niepuste —
galezie hiperboli — z ktérych zaden nie zawiera punktoéw granicznych
drugiego.

Przytoczymy kilka twierdzen o zbiorach spéjnych. Tak wiec, suma
dwu (a nawet dowolnej ilo§ci) zbioréw spéjnych, majgeych co najmniej
jeden punkt wspoélny, jest zbiorem spéjnym. Zbiér B powstaly ze zbioru
spéjnego A przez dolaczenie jakichkolwiek jego punktéw granicznych,
tzn. taki, 76 A < B < A, jest zbiorem spéjnym. W szczegilnosei domknie-
cie kazdego zbioru spdjnego jest zbiorem spéjnym. Jezeli f jest funkeja
ciggla o warto$ciach rzeczywistych i argumentach przebiegajacyech zbior
spojny A, oraz przyjmuje dwie rézne wartoseci rzeczywiste ¢, < t,, to dla
kazdej liczby t rzeczywistej z przedzialu ¢, <t < i, istnieje punkt a nale-
z3cy do zbioru spéjnego A i taki, ze f(a) = t. Ostatnie twierdzenie sta-
nowi uogdlnienie znanego twierdzenia o wlasno§ei Darboux funkeji cig-
glych, na moey ktorego funkcja ciagla rzeczywista przechodzi od jed-
nej wartosei do drugiej poprzez wszystkie warto$ei posrednie. Uogdlnie-
nie to mozna posungé jeszecze dalej. Okazuje sie mianowicie, Ze obraz
ciagly zbioru spéjnego, tj. zbiér wartodci dowolnej funkeji ciaglej okre-
§lonej na zbiorze spojnym, jest zbiorem spéjnym.

Twierdzenia powyzsze, jak zreszta wiele innyeh twierdzen doty-
czgeych pojecia spéjnosei i zawartych np. w rozdziale V monografii [11],
83 zgodne z intuicjami i stanowia o wartodei tego pojecia.

Okazalo sie jednak niebawem, ze istniejg zbiory spdéjne o dziwnych
wlasnodciach, nie przyslugujacych najprostszym zbiorom spdéjnym, spo-

(*) Liezby w nawiasach kwadratowych oznaczaja numery pozyeji w spisie lite-
ratury, umieszezonym na konen niniejszego artykuhu.
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tykanym w geometrii i analizie. Juz we wspomnianej poprzednio pracy
[7] z 1921 r. Knaster i Kuratowski odkryli istnienie tzw. zbioru dwu-
spojnego. W glad za tym przyszly odkrycia dalsze i z pewnoscig lista
osobliwogei spotykanyeh wérdd zbioréw spojnych nie jest jeszcze zam-
knieta.

Mozna by zatem sadzié, ze pojecie spéjnosci okazalo sie — jak to
czesto bywa — zbyt ogélnym, i ze dopiero zbiory spéjne z nalozonymi
na nie warunkami dodatkowymi beda wolne od tych osobliwogci. W isto-
cie, warunkiem takim jest np. 2wartosé zbiorn, tzn. ta jego wlasnosé¢, ze
z kazdego ciggu nieskonezonego punktéw tego zbioru mozna wybraé
podeigg nieskonczony zbiezny do jakiegos punktu nalezgcego do tego
zbioru. Zbiory jednceze$nie spéjne i zwarte, czyli tzw. continua, sta-
nowig klase¢ zbiorow o wiele bardziej regularnych, niz zbiory spéjne.
Jednakowoz juz np. wnetrze kola, linia prosta lub cala plaszezyzna nie
sa zbiorami zwertymi. Tak wiee warunek zwarto$ci nazbyt zacie$nia klase
zbioréw spojnych, nie chronige jej zresztg przed innymi, niemniej wiel-
kimi osobliwo§ciami (2).

Celem tego artykulu jest przeglad osobliwosei odkrytych do tej
pory wdréd zbioréw spéjnych. Ujalem je w pieé rozdzieléw odpowiada-
jacych piecin wyraznie wyrézniajacym sie grupom osobliwych zbioréw
spojnych. Staralem sie tez podaé do§é kompletng literature odnoszaca
sie do kazdej z tych grup. Tam, w cytowanyeh pracach, nalezy szukaé
informacji bardziej szczegolowych.

Wydaje si¢ godne uwagi to, ze wszystkic przyklady podane w dal-
szym ciggu i reprezentujace glowne osobliwosei zbioréw spdjnych, sz
zbiorami lezgeymi na plaszezyZnie. Rzeczywiscie, podzbiory spéjne linii
prostej wyrdzniaja sie swoja prostota — jest ich w ogéle tylko szesé
typéw: odcinek z koncami, odeinek z jednym koticem, odeinek bez koti-
¢ow, polprosta z koneem, pélprosta bez korica i cala prosta. Przechodzac
z prostej na plaszezyzne znajdujemy juz natomiast cale bogactwo zbio-
row spéjnych. Wéréd nich — te osobliwe, majace jeszeze jedng ceche
wspolng: nie da sie ich narysowac.

1. 7biory dwuspéjne. Kazdy ze zbioréw spojuych takich, jak
kwadrat, szescien lub plaszezyzna, daje sie latwo rozlozyé na dwa zbiory
spdjne, niejednopunktowe i nie majace punktéw wspolnyeh (ezyli roz-
tqezne). Tak np. plaszezyzne mozna rozlozyé na polplaszezyzne otwarta
y < 0 i polplaszezyzne domknieta y > 0, ktére sa spdjne i rozlgezne.
Okazuje sie jednak, ze ta wlasnoéé rozkladu przysluguje nie wazystkim

(%) Istniejy np. continua nierezkladalne (tj. nie bedace sumy dwu continudw,
z ktoéryeh zadne nie jest zawarte w drugim), a nawet - jak wykazal Knaster w 1922 r.
— dziedzicznie nierozkladalne (tj. takie. ktoryeh kazde podeontinunm jest nierozkta-
dalne).
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zbiorom spéjnym. Istnieja bowiem zbiory dwuspdjne, tzn. takie zbiory
spoéjne i niejednopunktowe, ktore nie daja sie rozlozyé na dwa zbiory
gpojne, niejednopunktowe i rozlagezne.

Najprostszy i jednoczeénie pierwszy chronologieznie przyklad zbioru
dwuspojnego, podany przez Knastera i Kuratowskiego [7], moze byé
otrzymany w sposéb nastepujacy.

Weimy pod uwage odeinek [0,1] osi #-6w. Podzielmy go na trzy
réwne odeinki i usunmy punkty wewnetrzne odcinka $rodkowego, tj.
przedziat (1/3, 2/3). Pozostang dwa odeinki [0, 1/3] i [2/3, 1], z kt6-
rymi uezynimy to samo: podzielmy kazdy z nich na trzy réwne odeinki
i usuimy zen przedzial §rodkowy, tj. z odeinka [0, 1/3] — przedzial
(1/9, 2/9), a z odcinka [2/3, 1] — przedzial (7/9, 8/9). Z otrzymanymi
w ten sposéb czterema odeinkami [0, 1/9], [2/9, 1/3], [2/3, 7/9]
i[8/9,1] wykonajmy znowu te sama operacje, co poprzednio, tj. podzielmy
kazdy z nich na trzy réwne odeinki i usuimy przedzial srodkowy. Poste-
powanie to mozna kontynuowaé¢ do nieskonezonodci. W rezultacie, po
usunieeiu z odeinka [0, 1] nieskonczonego ciggu przedzialéw, otrzymamy
zbiér € zwany zbiorem Cantora. Zbiér ten jest domkniety i nie zawiera
zadnego przedzialu. Naleza do niego punkty 0 i 1 osi z-6w, jak rowniez
wszystkie konee opisanych wyzej przedzialow usunietych z odeinka
[0, 1]. Oznaczmy przez P zbidr zlozony z punktéw 0, 1 osi 2-0w i wszyst-
kich koneéw przedzialow usunietych. Inaczej moéwige, zbior P sklada
sie z punktoéw trdjkowo wymiernych zbiorn Cantora C, tzn. takich punktow
z nalezgeych do zbioru O, ktére sg postaci # = m /3", gdzie m i n 83
liczbami calkowitymi. Weszystkie elementy zbioru P mozna wigc ustawié
w ciag nieskonczony. Zbiér P nie wypelnia zbioru C, poniewaz, jak sie
okazuje, elementy zbioru Cantora nie daja sie ustawié w ciag nieskon-
czony (zbiér Cantora jest nieprzeliczalny). Jednakowoz kazdy punkt
zbioru Cantora jest punktem granicznym zbioru P, czyli zbior P jest
gesty w zbiorze Cantora: € = P.

Oznaczmy teraz przez C—P réénicg zbioréw C i P (. zbiér zlozony
z punktéw nalezaeych do zbioru C i nie nalezgcych do zbioru P) i weZzmy
pod uwage punkt ¢ na plaszezyznie, majacy wspolrzednex = 1/2iy = 1/2.
Niech dla dowolnego punktu p nalezacego do zbioru Cantora, L, bedzie
odcinkiem linii prostej, ktérego koncami sg punkty p i ¢. Ot6z wybie-
rajac na odeinkach I, punkty, ktoérych rzedna jest liczbg wymierng,
jesli p nalezy do zbioru P, a — niewymierna, jesli p nalezy do zbioru
C—P, otrzymujemy wlaénie zadany zbiér dwuspéjny Z.

Dowéd spéjnosei zbioru Z wymaga pewnych wiadomosei z topologii.
Natomiast latwo jest pokazaé, ze zbiér Z nie daje sie rozlozyé na dwa
zbiory spéjne, niejednopunktowe i rozlgezne. Co wiecej, mozna dowiesé,
ze kazdy zbiér spéjny, niejednopunktowy i zawarty w zbiorze Z musi
zawieraé punkt ¢ (punkt ¢ nalezy oczywiScie do zbioru Z, bo ma rze¢dng
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wymierng 1/2 i jest koncem wszystkich odcinkéw L,, a wiee réwniez
tych, dla ktérych p nalezy do zbioru P).

Rzeczywifcie, niech 4 bedzie podzbiorem spéjnym zbioru Z, zawie-
rajacym wiecej niz jeden punkt. Gdyby zbiér A byl zawarty w jednym
odeinku L,, to rzedne punktéw zbioru 4 bylyby wszystkie jednocze-
§nie liczbami wymiernymi, je§li punkt p nalezalby do zbioru P, albo —
wszystkie jednoczeénie liczbami niewymiernymi, jesli punkt p nalezalby
do zbioru ¢ —P. Zwracajac uwage na to, Ze rzedna zalezy od punktu w spo-
gob ciggly, otrzymalibyémy zatem sprzeczno$é ze wspomnianym wyzej
twierdzeniem, na mocy ktérego funkeja ciagla, okreflona na zbiorze
spojnym, przechodzi przez wszystkie wartosei posrednie. A wiec zbidr
A nie jest zawarty w jednym odcinku L,, czyli ma punkty wspélne co
najmniej z dwoma réznymi odeinkami L, i L,.. punkty p’ i p”’ nalezg
do zbioru Cantora C, ktéry nie zawiera Zzadnego przedzialu. Istnieje
zatem punkt p, nalezaey do odcinka [p’, p”’] osi #-6w i nie nalezacy do
zbioru C. Niech 2, bedzie odeieta punktu p, (ktérego rzedna jest réwna 0).
Wynika stad, ze prosta

£

£ bt -

przechodzaca przez punkty p, i g, przeeina zbiér Z jedynie w punkeie q.
Przypuéémy teraz, ze zbiér A nie zawiera punktu q. Wtedy A roz-

klada si¢ na dwa nastepujace zbiory niepuste: zbiér M zlozony z tych

punktow zbioru A, ktoére lezg w poélplaszezyZnie

m+( l) x,
= |y} e
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2 2 !

i zbiér N zlozony z tych punktéw zbioru A, ktére leza w pdélplaszezyinie
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co przeczy spojnosci zbioru A. Zatem punkt ¢ nalezy do zbioru A.

A wiee kazdy zbiér spdjny, niejednopunktowy i zawarty w zbiorze
Z zawiera punkt ¢. JeSli ze zbioru Z, ktéry sam jest spojny, odrzucimy
punkt g, reszta nie tylko nie bedzie spéjna, ale nawet nie bedzie zawieraé
zadnego podzbioru spoéinego, zlozonego z wiecej niz jednego punktu.
Zbiér spéjny Z przez odrzucenie punktu ¢ staje sie wiee ,pylem”, w kto-
rym jedynymi czesSciami spoéjnymi sg pojedyncze punkty. Jest to eksplo-
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zja, ktora niweczy catkowicie spéjnoéé duzego zbioru, bedac wszak skutkiem
wypalenia tadunku bardzo malego — jednego punktu. Dlatego tez punkt
q nazywany jest niekiedy punktem eksplodujaecym. Zbiér Z jest zatem
zbiorem dwuspdjnym z punktem eksplodujgeym.

Jak wykazal Miller [13], istnieje zbiér dwuspéjny bez punktu eksplo-
dujgcego. Zgodnie z twierdzeniem Kline’a [6], zbidr spéjny nie moze
zawiera¢ dwu punktéw eksplodujacych.

Rozklady przestrzeni euklidesowych na zbiory dwuspdjne byly
badane w pracach Erdésa [2] i Swingle’a [18].

Badaniu zbioréw dwuspéjnych i zagadnieniom pokrewnym po§wie-
cone tez byly prace [3], [6], [B], [17] oraz [20]-[25].

2. Zbiory szeroko spoéjne. Jak widzieliSny, istnieje zbiér dwu-
spéjny, ktérego wszystkie podzbiory spdjne i niejednopunktowe musza
zawiera¢ jeden ustalony punkt ¢. Jednakowoz podzbiory te moga byé
dowolnie male. Niech bowiem & bedzie dowolna liczbg dodatnia. Biorge
te wszystkie punkty zbioru dwuspojnego okreslonego w rozdziale poprze-
dnim, ktére leza w polplaszezyinie y = 1/2— e, otrzymamy zbiér A,
ktérego budowa jest taka sama jak budowa calego zbioru dwuspdjnego.
Zbior A jest zatem gpéjuy (i dwuspdjny) oraz moze byé uezyniony dowol-
nie malym przez odpowiednie dobranie liczby & — odleglo§é kazdych
dwu punktéw zbioru A jest mniejsza Ilub rowna 2 Istnieja wiee pod-
zbiory spéjne zbioru dwuspédjnego, ktore zawieraja wiecej niz jeden punkt,
ale ktorych wielko$¢ moze byé dowolnie mata.

Wlasno§é te maja oczywiscie rowniez wszystkie takie zbiory spdjne,
jak kolo, kula, kwadrat, szefcian lub plaszezyzna. W kazdym z nich
daje si¢ wydzielié cze§é spdjna, ktéra nie wypelnia calofei. Slowa ,nie
wypelnia” rozumiemy tu jako ,nie jest gesta’. Przypominamy, ze zbiér X
jest gesty w zbiorze Y, jedli kazdy punkt zbioru Y jest punktem gra-
nieznym zbioru X, czyli jesli zachodzi warunek: ¥ < X.

Taki podzbiér spdjny, nie bedacy gestym w calym zbiorze, daje sig
wybraé jednak nie we wszystkich zbiorach spdéjnych. Jak udowodnit
Swingle [16] w 1931 r., istnieja zbiory szeroko spdjne, tzn. takie zbiory
spojne i niejednopunktowe, w ktorych kazdy podzbidér spéjny i niejedno-
punktowy jest gesty. Zbiér szeroko spéjny Z ma wiee te osobliwosé,
ze jesli tylko jego podzbidr A jest spéjny i zawiera wiecej niz jeden punkt,
to zbiér A wypelnia szczelnie zbior Z, czyli jest on tak wielki, jak caly
zbior Z, lub inaczej moéwiac, dowolnie blisko kazdego punktu zbioru Z
znajduje sie zawsze jaki§ punkt zbioru A.

WlasnoSdeig slabsza od szerokiej spojnodei zbioru jest jego nieroz-
kladalnoéé. Zbiér spojny i niejednopunktowy nazywa sie nierozkladalny,
jesli nie daje sie przedstawié jako suma dwu zbioréw spédjnych, z ktorych
zaden nie jest zawarty w domknieciu drugiego. Mozna inaezej powiedzieé,
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ze zbior spéjny i niejednopunktowy Z jest nierozkladalny wtedy i tylko
wtedy, gdy przy kazdym rozkladzie zbioru Z na dwa zbiory spojne 4 i B:

Z=A4Avu B,

c¢o najmniej jeden z nich jest gesty w zbiorze Z, czyli spelniony jest wa-
runek :

Z < A lub % < B.

Widaé stad, ze kazdy zbiér szeroko spojny jest nierozkladalny, ale
nie na odwrot.

Przez dolgezenie punktu granieznego do zbioru szeroko spéjnego zbiér
ten moze przestaé byé szeroko spéjny (zob. [20], str. 182). Natomiast,
jak wykazala Rudin [14] w 1957 r., jest to niemozliwe dla zbioréw plas-
kich nierozkladalnych. Mianowicie, jezeli zbior spéjny Z jest nierozkla-
dalny, lezy na plaszezyZnie i p jest punktem granieznym zbioru Z, to
zbidr Z v (p) jest tez nierozkladalny (®).

Pewne zwiazki zbioréw szeroko spdjnych ze zbiorami dwuspéjnymi
i nierozkladalnymi, jak rowniez inne twierdzenia z tego zakresu, znajduja
gie takze w pracach [4], [19], [20], [22] i [23].

5. Zbior spéjny i calkowicie niedoskonaly. Takie zbiory, jak
wnetrze kola, linia prosta lub plaszezyzna, nie bedgce same continuami
zawieraja jednakze pewne continua. Powstaje naturalne pytanie, czy
kazdy zbiér spéjny i niejednopunktowy zawiera continuum niejedno-
punktowe ? Zanim odpowiemy na to pytanie, wprowadzimy pewne inne
pojecia.

Zbior A nazywa sie zbiorem w sobie gestym, jedli kazdy punkt p zbioru
A jest punktem granieznym zbiorn A — (p). Inaczej méwiae, to, ze zbiér
A jest w sobie gesty, znaczy, iz kazdy punkt p nalezacy do zbioru 4 jest
granica ciggu punktéw nalezgeych do A4 i réznyeh od p. Zbiér réwnocze-
fnie domkniety i w sobie gesty nazywa sie doskonaly.

Kazdy zbioér spdjny i niejednopunktowy jest w sobie gesty. Rzeczy-
wiscie, jesli zbiér niejednopunktowy A nie jest w sobie gesty, to istnieje
punkt p nalezacy do zbiorn 4 i nie bedaey punktem granicznym zbioru
A—(p), a zatem

(p) ~ A—(p) = 0.
Oczywidcie kazdy zbiér jednopunktowy jest domkniety, eczyli

(») = ().

(*) Przez (p) oznaczamy- zbidr jednopunktowy, zlozony z pojedynezego punktu p.
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Poniewaz jednak punkt p nie nalezy do zbiorn 4 —(p), wiec

() ~ [A—(®)] = (p) ~ [4—(p)] = 0.
Niech teraz M = (p)i N = A—(p). Mamy zatem rozklad 4 = Mu N
spelniajacy warunek:
(M~ N)u (M@N)=0uo=0,

przy czym zbiory M i N sg niepuste, bo zbidér A jest z zalozenia niejedno-
punktowy. Wynika stad, ze 4 nie jest zbiorem spéjnym. A wiee z tego,
ze A jest zbiorem spdjnym, wnosimy, ze A jest zbiorem w sobie gestym.

Kazdy zbiér zwarty jest domkniety. Rzeczywiicie, jesli p jest punktem
granieznym zbioru zwartego A, to p jest punktem zbioru A, albo jest
granicg ciggu punktéw nalezacych do zbioru 4 i réznyeh od p. W tym
drugim przypadku cigg 6w musi, wobeec zwartodci zbioru A, zawieraé
podciag zbiezny do jakiego§ punktu p’ nalezacego do zbioru A. Ponie-
waz jednak kazdy podciag ciagu zbieznego jest zbiezny do tej samej gra-
nicy, co caly ciag, przeto punkty p i p’ s3 identyczne, a zatem p jest
punktem zbioru A. Wykazaliémy, ze kazdy punkt graniezny zbioru A
nalezy do A, ezyli A < A. Poniewaz jednak jest zawsze 4 < A, wige
A = A i zbiér A jest domkniety.

Z powyzszego wynika, ze kazde continuum niejednopunktowe jest
zbiorem doskonalym (bo jest zbiorem réwnoczeénie spojnym i zwartym).

Mozemy teraz z nalezytg dokladno$cig odpowiedzie¢ na postawione
wyzej pytanie. Ot6z nie tylko nie kazdy zbiér spojny i niejednopunktowy
zawiera continuum niejednopunktowe, ale nawet nie kazdy taki zbiér
zawiera podzbiér doskonaly. Jak udowodnili Knaster i Kuratowski [9]
w 1927 r., istnieje zbiér spéjny, niejednopunktowy i calkowicie niedosko-
naty, tzn. nie zawierajacy zadnego podzbioru doskonalego. Zbiér ten
ma jeszeze te osobliwg wlasno§é, ze jest podzbiorem krzywej plaskiej,
do$é regularnej.

Podamy teraz za Knasterem i Kuratowskim definicje zbioru Z sp6j-
nego, niejednopunktowego i calkowicie niedoskonalego.

Niech T bedzie tréjkatem réwnobocznym. Podzielmy tréjkat T na
cztery rowne tréjkaty za pomoca trzech prostych laczacych Srodki bokéw
trojkata T' i usuimy punkty wewnetrzne trojkata srodkowego. Pozostang
wtedy trzy trojkaty réwnoboezne 7', T, i T's. 7 kazdym z nich uczynmy
to samo: podzielmy na cztery trojkaty za pomoeg linii prostych prze-
chodzacych przez srodki bokéw i usunmy punkty wewnetrzne tréjkata
frodkowego. W ten sposéb z kazdego tréjkata 1; (¢ = 1, 2, 3) pozostang
trzy trojkaty réwnoboezne Ty, Tiy i Ti. Z kazdym 2z otrzymanych
dziewieciu tréjkatow 1T (i,5j =1,2,3) wykonajmy znowu te samg
operacje, co poprzednio z tréjkatem 7. Dostaniemy 27 trojkatéw rowno-
boeznyeh Ty (i,j,k =1,2,3). Postepowanie to mozna kontynuowaé
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do nieskoniczono$ci. W ten sposéb otrzymuje sie z trojkata T zbiér R
zwany krzywq trojkqtowq Sierpiviskiego. Zbiér R jest continuum i nie
zawiera zadnego obszaru plaskiego. Oznaczmy przez V zbidér zlozony
z wierzcholkow tréjkata 7 i wierzcholkéw wszystkich trojkatow
A Tﬁli2,_,ina
gdzie 9, = 1,2,3 oraz n = 1,2,... Zbiér V jest gesty w krzywej L.
0t6z zgodnie z twierdzeniem Bernsteina z 1908 r., istnieje rozklad
plaszezyzny na dwa zbiory I i F rozlgezne i ealkowicie niedoskonale.
Zadany zbiér Z jest okreflony wzorem:

Z:(EMR)U V.

Zbior Z bedac calkowicie niedoskonalym, jest przeto wolny od con-
tinuéw zawierajacych wiecej niz jeden punkt. Zbiory takie nazywaja sie
punktoksztaltne bowiem jedynymi continuami, ktére w nich istnieja, sa
pojedyneze punkty. Mimo to zbior Z jest spéjny. Co wiecej, jest on lokal-
nie spojny, tzn. kazdy punkt zbioru Z ma dowolnie male otoczenie (%)
gpojne. Dokladniej, znaczy to, ze dla kazdej liczby dodatniej & i dowol-
nego punktu p zbioru Z istnieje w zbiorze Z otoczenie spéjne punktu p
takie, ze odleglo§é dowolnych dwu punktéw tego otoczenia jest mniejsza
od e

Nawiazujace do rozwazan z rozdzialu poprzedniego, mozemy zatem
powiedzied, ze zdefiniowany wyzej zbiér spojny, calkowicie niedoskonaly
Knastera i Kuratowskiego jest jak najbardziej nie szeroko spdjny. Za-
wiera on dowolnej wielko§ei podzbiory spéjne, bedac przy tym zbiorem
punktoksztaltnym. Wlasnogei te ma réwniez zbiér dwuspdéjny z punktem
eskplodujgcym, okreslony w rozdziale 1. Nie jest on wszakze calkowicie
niedoskonaly: zawiera zbiory nie réznigee sie topologicznie od zbioru
Cantora — ten za§ jest zbiorem doskonalym.

Inny zbiér spdjny, lokalnie spojny i punktoksztaltny zostat po-
dany przez Bolanda [1]. Pewne wiadomoseci dotyeczace zbioréw punkto-
ksztaltnych mozna tez znalezé w pracy [8] Knastera i Kuratowskiego
oraz w monografii [11] Kuratowskiego (str. 130 i 203).

4. Zbiér spojny Rudin. Istniejg w topologii i teorii mnogosci pewne
pojecia, ktore wyrdzniaja spofréd innych zbioréw zbiory pod jakim§ wzgle-
dem ubogie, male, zawierajace niewiele punktow. Takim jest np. pojecie
zbioru brzegowego. Zbiér X nazywa sie brzegowy w zbiorze Y, jezeli X
nie zawiera zadnego otoczenia zadnego punktu w zbiorze Y. Inaczej
mowige, zbiér X jest brzegowy w zbiorze Y wtedy i tylko wtedy, gdy

(*) Zbiér G zawarty w zbiorze Z nazywa sie oloczeniem punktu p w zbiorze Z,
jesli 1° punkt p nalezy do G i 2° istnieje liczba dodatnia 7 taka, ze kaidy punkt na-
lezacy do zbioru Z i oddalony od punktu p o mniej niz # nalezy do zbioru G.
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réznica ¥ — X jest zbiorem gestym w Y. Jedli wiec usuniemy ze zbioru Y
zbiér brzegowy X, reszta, ktora pozostanie, bedzie zbiorem gestym.
Znaczy to, ze zbiér Y zawiera poza zbiorem X duzo innych punktow,
jest zatem bogatszy od zbioru X.

Jeszeze ubozsze s tzw. zbiory rzadkie. Zbiér X nazywa sie rzadki (°)
w zbiorze Y, jesli X nie jest gesty w zadnym otoczeniu zadnego punktu
w zbiorze Y. Innymi slowy, zbior X jest rzadki w zbiorze Y wtedy i tylko
wtedy, gdy jego domknigcie X jest zbiorem brzegowym w Y.

Oczywiscie kazdy zbior X rzadki w zbiorze Y jest brzegowy w Y.
Twierdzenie odwrotne jest falszywe: zbidér liezb wymiernych jest brze-
gowy w zbiorze @ wszystkich liezb rzeczywistych, ale nie jest rzadki w Q.
Zaréwno bowiem zbiér liczb wymiernych jak i zbidr liezb niewymier-
nych, sg geste w ().

Z uwagi na ilo§é punktow najubozsze sa oczywiscie zbiory skon-
czone. Istnieja jednak zbiory nieskonczone, ktore stanowig wsréd bo-
gactwa innych zbioréw klase zbioréw do§é ubogich. Sa to zbiory przeli-
czalne. Zbiér X nazywa sie preeliczalny, jesli wszystkie jego elementy
mozna ustawié¢ w cigg nieskonezony:

Tyy oy &gy «-»

Znaczy to, ze istnieje przyporzadkowanie wzajemnie jednoznaczne
wszystkim punktom zbioru X liezb calkowitych dodatnich. Kazdemu
punktowi # zbioru X przyporzadkowuje sie¢ jego ,numer” n taki, ze
réznym punktom przyporzadkowane sg rézne ,numery”’, i wtedy zamiast
x pisze sie x,.

Jak juz wspomnieliSmy w rozdziale 1, zbiér Cantora nie jest przeli-
czalny. Rowniez zbiér liezb rzeczywistych i zbiér liezb niewymiernych
nie sg przeliczalne. Natomiast zbior liczb wymiernych jest przeliczalny.

W pewnym sensie ubogie sg tez zbiory niespéjne, a zwlaszcza te,
ktore ponadto nie zawieraja zadnych podzbioréw spojnych (préez poje-
dynczych punktow). Te ostatnie zbiory nazywaja sie calkowicie niespdj-
ne. Zbioér calkowicie niespojny jest wiee wolny od podzbioréw spdj-
nych nicjednopunktowych, podobnie jak zbiér punktoksztaltny — od
podeontinuéw niejednopunktowych.

Mozna dowiesé, ze kazdy zbior przeliczalny jest calkowicie niespdojny
(zob. [11], str. 80).

Kazdy zbior calkowicie niespdjny jest oczywidcic punktoksztaltny,
ale nie na odwrét. Jak widzieliSmy w rozdziale poprzednim, istnieja zbiory
Jednoczesnie punktoksztaltne i spéjne (nawet lokalnie spéjne).

Przejmijmy, ze dla danego zbioru spojnego § zbiér 8' bedzie zawsze
dowolnym podzbiorem sp6éjnym i niejednopunktowym zbiorn S. W ter-
minach tych mozemy teraz sformulowaé twierdzenia nastepujace:

(*) Inni autorzy nazywajy tez te zhiory nigdziegestymi.
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I. Jesli S jest zbiorem dwuspdjnym, to 8—8' jest zbiorem niespdjnym.

II. Jesli 8 jest zbiorem dwuspojnym z punktem eksplodujgeym, to 8 —8’
jest zbiorem calkowicie niespojnym (°).

III. Jesli S jest zbiorem szeroko spdjnym, to S—8’ jest zbiorem brze-
gowym w S.

W 1944 r. Paul Erdos oglosit w Biuletynie Amerykanskiego Towa-
rzystwa Matematycznego note [2] zaczynajaca sie od slow: ,,This note
will consist of a few disconnected remarks on connected sets”. Postawit
tam miedzy innymi zagadnienie nastepujace:

Czy istnieje zbior spdjny S taki, 2e S—N8' jest zawsze zbiorem rzad-
kim w 87

Zagadnienie to pozostalo do dzisiaj nie rozwigzane.

W tej samej nocie [2] podany zostal dowodd twierdzenia nalezacego
do A. H. Stone’a, ktore glosi, ze z kazdego zbioru spéjnego i niejedno-
punktowego mozna usungé podzbiér spojny i niejednopunktowy tak,
zeby reszta byla nieskonczona. A zatem zgodnie z tym twierdzeniem,
w kazdym zbiorze spéjnym i niejednopunktowym 8 istnieje podzbiér
S’ taki, ze §—8’ jest zbiorem nieskonczonym. Powstalo przeto wtedy
naturalne pytanie, i bylo to inne zagadnienie Erdosa z pracy [2], czy w kaz-
dym zbiorze spéjnym i niejednopunktowym 8§ istnieje podzbior S’ taki,
ze S—A8' jest zbiorem nieprzeliczalnym ?

Zagadnienie to zostalo rozwigzane negatywnie w 1958 r. przez Mary
Rudin [15], ktéra udowodnila, ze istnieje na plaszezyinie zbiér spéjny,
niejednopunktowy i taki, Zze po usunieciu zen jakiegokolwiek podzbioru
sp6jnego i nicjednopunktowego reszta jest zawsze zbiorem skorczonym
Inb przeliczalnym. A zatem ’

IV. Jesli S jest zbiorem Rudin, to 8—8' jest zbiorem skonczonym lub
przeliczalnym.

Zbior Rudin jest dzieki temu jednocze$nie dwuspdéjny i szeroko
spojny. Stanowi on wige jak gdyby ukoronowanie osobliwodei. Jego kon-
strukeja, podobnie zreszts jak konstrukeja innych zbioréw osobliwyeh,
wymaga jednak spelnienia pewnego warunku z teorii liezb pozaskoriczo-
nych, mianowicie tzw. hipotezy continuum (7).

5. Zbiory spojne i nie g-spojne. Zgodnie z definicja, zbior jest
spojny wtedy, gdy przy kazdym rozkladzie na dwa zbiory niepuste co

(*) Mozna jednak udowodnié, ze twierdzenie Il zachodzi, podobnie jak twier-
dzenie I, dla dowolnych zbioréw dwuspéjnych S — bez wymagania istnienia punktu
eksplodujacego.

(") Jest onma sformulowana np. w podreczniku K. Kuratowskiego, Wstep
do teorii mmogodci i topologii, Warszawa 1955, str. 70. W tym samym podrecznikun
znajduje sie tez rozdzial XVI poswigeony zbiorom spéjnym.
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najmniej jeden z nich zawiera punkt graniczny drugiego. Mozna by
zapytaé, co by sie stalo, gdyby w powyzszej definicji zamiast o rozkla-
dzie na dwa zbiory méwié o rozkladzie na dowolng skoriczong ilo§é zbioréw.
Okazuje sie, zZe nie otrzymaliby$my niec nowego, tj. obie te definicje bylyby
réwnowazne. ’

W istocie, mozna wykazaé, ze na to, aby zbiér 4 byl sp6éjny, potrzeba
i wystarcza, aby przy kazdym rozkladzie:

A=Mu M,u...u M,

na dowolng skonezong ilo§é m zbioréw niepustych M; istnialy co naj-
mniej dwa rozne wskazniki 4, j takie, ze spelniony jest warunek:

(%) (M; ~ M) 0 (M; ~ My) 0.

Dalej, mozna by zapytaé, czy zamiana rozkladu skonczonego roz-
kladem nieskoriczonym przyniostaby definicje nieréwnowazng definicji
zbioru spdéjnego. Tym razem okazuje sig, ze otrzymalibyémy nows klase
zbioréw i prowadzi to do okreélenia tzw. zbioréw o-spdjnych.

Zbiér A nazywa sie o-spdjny, jesSli przy kazdym rozkladzie:

A :.}IIU Mgu _Msu _—

na przeliczalnie wiele zbioréw niepustych M, istnieja co najmniej dwa
rézne wskazniki 4, j takie, ze spelniony jest warunek ().

Na mocy twierdzenia Sierpinskiego (zob. [11], str. 113), kazde
continuum jest zbiorem o-spéjnym. :

Jednakowoz istniejg zbiory spéjne, ktore nie sg o-spdéjne. Najpro-
stszy taki zbidr, podany réwniez przez Sierpinskiego (zob. tez [11], str.
115), moze byé zbudowany, jak nastepuje.

Niech I; bedzie podzbiorem plaszezyzny, zlozonym z punktéw pros-
tej # = 1/i, dla ktérych 0 <y <1 (we wspélrzednych kartezjariskich),
oraz z punktéw kola p = 1/i, dla ktérych =/2 < ¢ < 2= (we wspoélrzed-
nych biegunowych). Zadanym zbiorem jest zbiér

Z =Liv L,uLyu ...

Zbior Z nie jest oczywiscie o-spojny, poniewaz z definicji rozklada
gie na sume przeliczalnie wielu zbioréow L;, ktore s3 domkniete i parami
rozlaczne.

Udowodnimy, ze zbiér Z jest spdjny. Rzeczywidcie, niech bedzie
dany rozklad zbioru Z na dwa zbiory M i N niepuste. Kazdy ze zbioréw
L; jest tukiem zlozonym z odeinka prostej i luku kola zlaczonych koni-
cami, jest wiec zbiorem spéjnym. Gdyby zatem ktory§ zbior L; mial punkty
wspélne zaréwno ze zbiorem M, jak ze zbiorem N, to juz w tym zbiorze
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L; istnialby punkt graniczny zbioru M nalezaecy do zbioru N, lub punkt
graniczny zbioru N nalezacy do zbioru M, i spdjnoéé zbioru Z bylaby
wykazana. Mozemy wiec przyjac¢, ze kazdy zbiér L; jest zawarty w jed-
nym ze zbioréw M lub N. Poniewaz jednak zbioréw L; jest nieskoneze-
nie wiele, przeto co najmniej jeden ze zbioréw M lub N, np. zbiér M,
zawiera nieskonczenie wiele zbioréw I;. Istnieje wiec podeigg nieskoni-
czony zbiorow

Lils Liz'.l Léas ]

z ktérych kazdy jest zawarty w zbiorze M. Ale zbiér N jest niepusty —
istnieje wige zbior L; zawarty w zbiorze N. Niech teraz p, bedzie punk-
tem o wspélrzednych ¢ = 01y = 1[4y, a p, — punktem o wspolrzednych
=1, iy =1fi;dlan = 1,2, ... Punkt p, jest zatem graniea punktéw
p. Przy n dazacym do nieskotieczonos$ei. Poza tym punkt p, jest koncem
luku Z; , a wigc nalezy do zbioru N. Natomiast punkt p, lezy na luku
L, (n=1,2,...), a wigc jest punktem zbioru M. Wynika stad, Ze p,
jest punktem granicznym zbioru M i jednoczeénie nalezy do zbioru N.
Tym samym sp6jnosé zbioru Z zostala udowodniona.

Zbior Z jest wiee réwnoczeénie spojny i nie o-spéjny. Nie jest on
jednak lokalnie spéjny np. w punkecie p majacym wspoélrzedne a = 0
iy =1. Punkt ten jest koncem luku L,. Kazde dostatecznie male oto-
czenie punktu p w zbiorze Z sklada sie z czefei jednego luku kola, ktory
jest zawarty w L,, i nieskoriczenie wielu odeinkéw prostoliniowyech, row-
noleglych do osi y-6w oraz nie majacych zadnych punktéw wspélnych
z owym lukiem kola. Otoczenie to nie moze wiee byé zbiorem spéjnym.

Niemniej okazuje sie, ze istnieja inne zbiory, ktore sa réwnoezesnie
spojne, nie o-spéjne i lokalnie spéjne (zob. [10], str. 241).

Zbiér Z spojny i nie o-spojny, wyzej okreflony, zawiera luki, a wiec
continua niejednopunktowe, bedace zbiorami ¢-spéjnymi na moey wspo-
mnianego juz twierdzenia Sierpinskiego. Nasuwa sie pytanie, czy istnieje
zbidr spojny, ktéry nie tylko nie jest sam o-spdjny, ale réwniez nie za-
wiera zadnego podzbioru o-spdjnego nieskorczonego ?

Pytanie to ma odpowiedZz twierdzaca. Jak udowodnil ostatnio Jan
Myecielski (wynik ten nie jest opublikowany), istnieje na plaszezyznie zbidr
gpojny, niejednopunktowy i taki, ze zaden jego podzbidér nieskonczony
nie jest o-spdjny. Zbiér Mycielskiego jest ponadto lokalnie spdjny. Oczy-
widcie wobec tego, ze nie zawiera zadnego podzbioru nieskoliczonego
i o-spdjnego, zbidor Mycielskiego jest punktoksztaltny.

Przez pewien czas nie wyjasniony byl zwigzek zbioréw o-spéjnych
ze zbiorami dwuspéjnymi. Wykazalem w pracy [12], ze miedzy innymi
zbiér dwuspdjny z punktem eksplodujacym, opisany w rozdziale 1, jest
o-spéjny. Atoli niedawno R. Duda zbudowal zbiér plaski dwuspdjny,
ktory nie jest o-spdjny.
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