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Projekty reform w nauczaniu matematyki
w §wietle dyskusji na konferencjach miedzynarodowych

W ostatnim dziesigtku lat na terenie organizacji miedzynarodo-
wych i w poszezegolnych krajach rozwija si¢ coraz silniej dazenie do
unowoczesnienia nauczania matematyki w szkolach $rednich. W dysku-
sjach i artykulach konieczno$é reformy uzasadniana bywa zwykle argu-
mentami nastepujgcymi.

Nowoczesne postepy matematyki spowodowaly w niej glebokie
przeobrazenia, poréwnywane niekiedy co do znaczenia i zasiegu z prze-
mianami, jakie nastapily w siedemnastym wieku w okresie powstania
geometrii analitycznej i rachunku rézniczkowego i catkowego. Pojawie-
nie si¢ i rozwoj nowych dziedzin, jak na przyklad logika matematyczna
i badania metamatematyczne, algebra abstrakcyjna a zwlaszeza teoria
grup, teoria mnogoéci, topologia, analiza funkejonalna, teorie probabi-
listyczne itd. zmienily w znacznym stopniu poglad na charakter nauk
matematycznych i na ocene wartodei tego materialu, ktéry byt dotych-
czas tradycyjnym przedmiotem nauczania szkolnego.

Rownoczesnie zwiekszyl sie znacznie zakres zastosowan matematyki.
Z metod matematycznych korzystaja dzisiaj nie tylko nauki fizyczno-
chemiezne i techniczne, ale réwniez biologia, medyecyna, socjologia, eko-
nomia polityczna, a nawet jezykoznawstwo. Powstaly nowe dzialy mate-
matyki stosowanej, jak teoria gier, programowanie liniowe, teoria infor-
macji, eybernetyka, teoria maszyn elektronowych i inne, przy ¢zym teorie
te operuja przewaznie pojeciami matematyki nowoczesnej.

Wobec tych postepéw matematyki i jej zastosowan dotychezasowe
programy i sposoby nauczania matematyki w szkolach frednich staly
si¢ przezytkiem. Nie odpowiadaja one ani wspélezesnym ujeciom nauko-
wym, ani potrzebom praktycznej dzialalnogei czlowieka, ani rosnacemu
znaczeniu matematyki dla kultury ogélnej. Dla mlodziezy za$ jest mate-
matyka szkolna na ogél przedmiotem nudnym i niepopularnym, wyniki
nauczania sg najezeSciej niezadowalajace.

Konieczne jest przeto zreformowanie nauczania szkolnego. Nie
chodzi przy tym o dodanie takich ezy innych modernizujacych wstawek,
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lecz o zasadniczg przebudowe calego programu. Powinna si¢ ona oczy-
wiécie liezyé z mozliwodciami umystowymi mlodziezy; w tym celu trzeba
opracowaé odpowiednie metody dla wprowadzenia pojeé wspoélezesnych
na drodze pogladowo-intuicyjnej. Spostrzezenia dotychezasowe wyka-
zujy zreszty, Ze pojecia nowoczesne sprawiaja najwiecej trudnosei nie
poczatkujacym, leez tym, ktérym przeszkadzaja nawyki nabyte w po-
przedniej nauce. -

Zagadnienia zwigzane z reforma nauczania matematyki sa tema-
tem stalej i zywej wymiany my$li w organizacjach miedzynarodowych.
Przy Miedzynarodowej Unii Matematycznej dziata Miedzynarodowa
Komisja Nauczania Matematyki (Commission Internationale de I’Ense-
ignement Mathématique), w sklad ktérej wechodza delegaci przeszio 30
krajéw, w tym rowniez i Polski, reprezentujgcy podkomisje narodowe.
Plenarne zebrania Komisji odbywaja si¢ w ramach miedzynarodowyech
kongreséw matematycznych; sa one gldwnie poswiecone oméowieniu refe-
ratéw przedstawionych przez podkomisje. W okresach miedzyzjazdo-
wych organizowane sg spotkania dla omoéwienia postepéw prac pod-
komisji i przedyskutowania poszczegélnyech zagadnienn. Na kongres
w Sztokholmie (sierpien 1962) opracowywane s3 nastepujace tematy
bezposrednio zwigzane z zagadnieniem reformy nauczania:

1. Jakie dziaty matematyki nowoezesnej i jakie nowoczesne zasto-
sowania matematyki moglyby by¢ wlaczone do programu szkoly Sred-
niej ?

2. Zagadnienie ksztalcenia nauczyeieli dla szkél réinych szezebli.

3. Powigzanie arytmetyki i algebry w nauczaniu dzieci do lat 15.

Sprawozdania z dziatalnosei Komisji, teksty referatow kongreso-
wych i innyeh sg oglaszane drukiem w czasopiémie Enseignement Mathé-
matique, wychodzacym w Genewie, ktore jest oficjalnym organem Ko-
misji.

Drugg organizacja miedzynarodowa poswiecong aktualnym zagad-
nieniom nauczania matematyki jest Miedzynarodowa Komisja do Stu-
diowania i Ulepszania Nauczania Matematyki (Commission Internatio-
nale pour I’Etude et 1’Amélioration de I’Enseignement Mathématique).
Podstawowsg formg jej dzialania jest organizowanie czestych spotkan
miedzynarodowych dla bezposredniej wymiany do§wiadezenn r6znych
krajow. Ostatnie spotkanie odbylo sie w Krakowie w sierpniu 1960 r.
Obszerne omoéwienie konferencji krakowskiej podaje Matematyka Nr1
(66), styczen-luty 1961.

W ostatnich paru latach znaczng role w uzgodnieniu pogladéw na
gprawe reformy nauczania matematyki w szkolach §rednich odegraly
konferencje robocze (sessions d’études) organizowane przez Europejska
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Organizacje Wspodlpracy Ekonomieznej (Organisation Européenne de
Coopération Economique). Duze znaczenie miala zwlaszceza dwutygodniowa
konferencja w Royaumont (23. XI-5. XII. 1959), w ktorej wzieli udzial
liczni matematyey i1 pedagogowie, gléwnie z krajow Europy zachodniej,
a ktora zakonezyla sie spreeyzowaniem wyraZznych zalecen co do zakresu
i metody nauczania roéinych dzialdéw materialu szkolnego. Oméwimy
tutaj propozycje wysuniete w zakresie nauczania algebry i geometrii jako
charakterystyczny wyraz opinii obecnie do§é szeroko rozpowszechnio-
nych (1).

Algebra. Uznano, 2e naledy dojéé stopniowo do calkowitej reformy nau-
czania algebry w szkole $redniej orientujqc to nauczanie w kierunku poje-
cia struktury algebraicznej (2). W. Servais, referent tego tematu pisze:

»Wazne jest, zeby od poczatku elementarnego nauczania algebry wy-
rabia¢ pojecie algebry, ktéra nie ogranicza si¢ do dzialan na liezbach
lub zmiennych liczbowych. Przedstawianie algebry jako uogdlnienia
arytmetyki byloby wpajaniem pogladu zawezonego i do pewnego stop-
nia falszywego. Arytmetyka — to sprawa rachunkéw liezbowyech i wia-
snofei  zbioréw liezb, algebra za§ — to badanie struktur operacyj-
nych niezaleznie od natury przedmiotéow, do ktéryech odnosza sie te ope-
racje’’.

Realizujac powyzszy postulat trzeba juz we wezesnym okresie nau-
czania mowié o zbiorach rozmaitych elementéw i wprowadzaé¢ podsta-
wowe pojecia algebry zbiorow: réwnoéé zbiordéw, podzbidr, suma (pola-
czenie) i tloczyn (czesé wspodlna) zbioréw, dopetnienie podzbioru do zbioru,
zbidr pusty. Pojecia te nalezy obja$niaé¢ na materiale konkretnym i pogla-
dowym biorage przyklady z dobrze znanych uezniowi stosunkow zyeia
codziennego i stopniowo przechodzi¢ do ujeé formalnych. Rozwazanie
podzbioréw odpowiadajacych okreslonym wilasnosciom elementéw zbioru
pozwala w dogodny sposéb wprowadzi¢ pojecia logiki zdan: rdwnowas-
noéé, implikacje, alternatywe, koniunkeje i negacje. Zaleca sie wezednie
zaczaé stosowaé odpowiednie symbole, przede wszystkim symbol przy-
naleznoseci e, zawierania si¢ <, implikaeji = i réwnowaznofei <. W poz-
niejszym okresie przy formulowaniu twierdzen trzeba poslugiwaé sie
kwantyfikatorami najpierw w postaci slownej, pdzniej ewentualnie ko-
rzysta¢ z symboli /:\ (dla kazdego x), \;/ (istnieje takie ®, ze). Podkresla

() Opieramy sie¢ na materialach z konfereneji: a) Sprawozdanie ogélne pt.
Conceplions nouvelles en matiére d’enseigmenent des mathématiques, b) referat W. Ser-
vais Vues sur Uenseignement de U'algébre au niveaw secondaire oraz na ustnych infor-
macjach.

(*) Termin ten jest rozumiany tu w znaczeniu, w jakim uzywa go grupa Bour-
baki: Na zbiorze dowolnych elementéw okreslona jest struktura algebraiczna, jesli
dane jest w nim jedno lub wiecej dzialan. tzn. praw, ktére parom uporzadkowanym
elementow tego zbioru przyporzadkowujy okreslone elementy tegoz zbioru.
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sig potrzebe jak najwezesniejszego wprowadzenia pojecia funkeji. Servais
proponuje od poczatku mowié o funkeji jako o przeksztalceniu (odwzo-
rowaniu) jednego zbioru na drugi ilustrujac to pojecie przykladami czer-
panymi réowniez spoza matematyki, aby uezynié je zywym i ciekawym dla
wcznia. Przy funkcjach liczbowo-liczbowych wazna rola powinna przy-
pada¢ wykresom, przy czym nie nalezy sie ograniczaé¢ do funkeji ciaglyeh,
a budowadé réwniez wykresy skladajace sie z oddzielnych punktéow, od-
cinkéw itp. Uogdlniajac pojecie wspélrzednych punktu na plaszezyZnie
mozna wprowadzi¢ w sposéb pogladowy iloezyn kartezjanski dwoéch
zbioréw, np. przy pomoey tablic o dwéch wejsciach i tworzyé ,,wykresy”
funkeji jako pewne jego podzbiory. Dowolne podzbiory iloezynu karte-
zjaniskiego dadza obrazy relacji. Tutaj takze latwo o interesujace przy-
klady z zycia codziennego. Nacisk wypadnie polozyé na relacje réwno-
waznofei 1 relacje uporzgdkowania, spotykane na kazdym kroku w ma-
tematyce i poza matematyka. Trzeba obja$ni¢ uezniom, Ze relacja row-
nowaznofei lezy u podstaw kazdej klasyfikacji, tj. podzialu zbiorn na
klasy np. narodowosci, kolory itp.

W ciagu nauezania algebry wypadnie rozwazaé kolejno rézne uklady
liczhowe: zbidér liczb calkowitych, wymiernych, rzeczywistych, zespo-
lonych. Trzeba przy tym wyraznie formulowaé wlasnogei charakteryzu-
jace grupy, piericienie i ciala, nie wdajac sie jednak w analize aksjoma-
tyczng tych struktur. W zwigzku z tym dobrze byloby odwrécié¢ kolej-
nosé tradycyjna wprowadzajac liczby ujemne przed ulamkowymi, co
daloby najpierw piergcienn liczb calkowitych, ktéry bylby nastepnie roz-
szerzony do ciala liczb wymiernych. Dla uczniéw dzialania na ulam-
kach sg z pewno§cig trudniejsze od dzialan na liczbach catkowityeh wzgled -
nych.

Wprowadzeniu nowoczesnych poje¢ i tematéw do nauczania alge-
bry powinno towarzyszyé usunigcie z programu materialu przestarza-
fego lub matlo pozytecznego. Mozna tu wymienié przeksztalcenia skompli-
kowanych i sztucznych wyrazen algebraicznych, zawile rozklady wielo-
mianéw na czynniki, rézne specjalne sposoby rozwiazywania réwnan
oraz wigkszo§é rachunkéw logarytmicznych.

Geometria. Przyjelo poglad, e malezy bardzo zmodyfikowaé trady-
cyjny szkolny kurs geometrii wywodzacy si¢ od ,,Elementéw” FEuklidesa
w kierunku nadania mu formy bardziej algebraicznej w szczegdlnosci przez
wprowadzenie wektoréw (suma, iloczyn przez liczbe, iloczyn skalarny) oraz
elementarnych przeksztalcer geometrycznych.

Tak zwany ,dedukeyjny” kurs geometrii, jaki bywa zwykle pro-
wadzony w szkole $redniej nastrecza wiele zastrzezen z punktu widzenia
logiki wspoélezesnej. Wprawdzie od czasu, gdy Hilbert udoskonalit i uzu-
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pelnil aksjomatyke Euklidesa, mamy do dyspozycji logicznie zadowa-
lajagcy uklad aksjomatéw geometrii euklidesowej, ale rygorystyczny
wyklad geometrii oparty na ukladzie Hilberta lub podobnym bylby dla
szkoly fredniej zupelnie nieodpowiedni. Sam Hilbert zreszta nie mial na
widoku spraw naueczania. Z drugiej strony tre§é geometrii szkolnej nie
odpowiada temu, co jest wazne w geometrii wspolezesnej i jej zastoso-
waniach. W kursie szkolnym gléwna role odgrywaja trojkaty, ich cechy
przystawania, badZ podobienstwa i réine zwigzki metryczne. Wprawdzie
uzasadnianie wlasnodei trojkatow dobrze sie nadaje do ¢éwiczenia w dowo-
dzeniu twierdzen, ale mozna to uzyskaé¢ réwniez na innej drodze, a opero-
wanie tréjkatami przeslania strukture wektorows przestrzeni i przeszka-
dza ujeciu geometrii jako nowoczesnej dyseypliny matematycznej powia-
zanej jednoscia metod z innymi dzialami matematyki. Nalezy zatem
znaeznie zmniejszy¢ role zwyczajowego sposobu nauczania geometrii.
Proponuje si¢ natomiast polozenie nacisku na pojecie i zastosowanie
przeksztaleen izometrycznych, tj. przeksztalcenn plaszezyzny lub prze-
strzeni nie zmieniajaeych odleglogei punktéw. Juz we wezesnym okre-
sie pogladowego nauczania geometrii obserwacja zjawisk dynamicznych
oraz doswiadczenia ze zginaniem papiern, ze zwierciadlami, wreszeie
odpowiednie rysunki lub modele pozwalaja wytworzyé u dzieci pojecie
przesuniecia réwnoleglego, obrotu i symetrii osiowej i zapoznaé z wlasno-
$ciami tych przeksztalcen. Poslugujac sie nimi otrzymuje sie latwo kla-
syczne twierdzenia geometrii, ktére w tradycyjnym ujeciu bywaja mo-
zolnie uzyskiwane na podstawie cech przystawania. Przesuniecia réwno-
legle na plaszezyZnie i w przestrzeni prowadzg do teorii wektoréw. Wresz-
cie zjawisko rozeiggania mozna wykorzystaé do utworzenia pojecia prze-
ksztaleenia jednokladnego (homotetii) i pojecia figur podobnych. W ten
spos6b mozna caly geometrie szkolng wysnué z rozwazania elementar-
nych przeksztalcen.

Co si¢ tyezy metody nauczania geometrii zgodzono si¢ w Royaumont
na poglad nastepujgcy. Nauczanie dzieci mlodszych (do 13 lat) powinno
mieé charakter pogladowo-intuicyjny. Nalezy je opiera¢ mna obserwacji
§wiata fizycznego i na do§wiadezeniach i na tej drodze wypracowywaé
podstawowe pojecia planimetrii i stereometrii. Dzieci w wieku 13-15
lat zaczynaja juz rozumieé na czym polega dowdd i odezuwaé jego po-
trzebe. Niektérzy uczniowie wykazuja bardzo wyrazne dyspozycje lo-
giczne. W tym okresie mozna juz poslugiwaé si¢ dedukeja stosujac ja
do odpowiednich fragmentéw i dbajac o wyraZne formulowanie zalozer.
W nauczaniu mlodziezy w wieku 16-18 lat nalezaloby przyjaé pewicn
uklad aksjomatéw i stosowaé nanezanie dedukeyjne, przy czym naleza-
loby wprowadzi¢ pojecie liczby rzeczywistej i wektory. Interesujacy
ukiad aksjomatéw geometrii dla celéw nauczania szkolnego przedstawit
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(w paru wariantach) na konferencjach w Royaumont i w Aarhus pro-
fesor Sorbony G. Choquet (3).

Na zakonczenie dodamy, ze w réoznych krajach zaczeto juz wprowa-
dza¢ mniej lub wiecej daleko idgce zmiany w programach i metodach
nauczania matematyki i opracowywaé nowe podreczniki. Zmiany te
uwzgledniaja na ogél wiele z postulatow, o ktéryeh informowaliSmy
w tym artykule.

() G. Choquet, Recherche d'une awxiomalique commode pour le premier ense-
ignement de la géoméirie élémentaire, Association des Professeurs de Mathématiques
de I'Enseignement Public, 1960, str. 209 (por. artykul nastepny).
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