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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE V (1962)

G. CHoqQuetr (Paris)

Pewna aksjomatyka geometrii elementarnej odpowiednia
dla celéw nauczania*

1. Wstep. Nie bedziemy zajmowaé sie tutaj uzasadaianiem konieez-
nofei nauczania geometrii elementarnej. Ograniczymy sie jedynie do
zaproponowania pewnego sposobu nauezania.

We wszystkich krajach uznaje sie obecnie prawie powszechnie dwie
nastepujace zasady:

1. Nauezajace dzieci nie mozna traktowaé geometrii jako nauki
dedukceyjnej. Celem naueczania, opartego na obserwacji swiata fizycznego,
ma byé wyrobienie u dziecka, w oparciu o do§wiadczenie, intuieji zwig-
zanych z podstawowymi pojeciami tej nauki.

2. Z punktu widzenia matematyka — najszybszym, najglebszym
i zarazem najbardziej eleganckim sposobem wprowadzenia plaszezyzny
(lub przestrzeni trojwymiarowej), jest okreslenie jej jako dwu- (lub troj-)
wymiarowej przestrzeni wektorowej nad cialem liezb rzeczywistych R.
Zaklada si¢ ponadto, ze w przestrzeni wektorowej okreslony jest iloczyn
gkalarny, tj. forma dwuliniowa i symetryczna «-v taka, ze u-u >0 dla
kazdego wektorau +# 0.

Przyjecie powyiszej definicji prowadzi poza tym najprostsza drogg
do plodnych uogélnien (przestrzenie R", C", przestrzenn Hilberta itd...).

Liezni nauezyeiele szkol §rednich twierdza, iz, zgodnie z ich praktyka,
podejscie to moze byé¢ stosowane z duzg korzyscig, jesli przeprowadzi
si¢ uprzednio badanie iloczynu skalarnego, przy nauczaniu dzieci w wieku
17 lat (koricowe klasy liceum). Uzyskuje sie w ten sposob duza oszezedno§é
mys$lenia i mozliwo§¢ przeprowadzania eleganckich i metodyecznyeh do-
wodow. Co wigeej, metoda ta oddaje duze uslugi nauezycielowi fizyki,
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pozwalajac na poprawne zdefiniowanie i zbadanie pojecia pracy, Srodka
ciezkofei i sumy sil.

Zagadnienie jest znacznie bardziej skomplikowane w odniesienin
do dzieci w wieku 13-16 lat. Dziecko zaczyna wdéwezas rozumieé co to
jest dowdd, u niektérych rodzi sie nawet silna potrzeba logiki, wskazu-
jaca, ze nadszedl czas na przystapienie do powaznego dedukeyjnego my-
¢lenia. Mozna wowezas zlecaé dziecku przeprowadzanie fragmentoéw rozu-
mowan dedukeyjnych, zwracajac zawsze uwage, aby precyzowalo sta-
rannie przeslanki.

Konieczng jest wiec rzecza, aby nauczyciel dzieci w tym wieku dy-
gsponowat pelna, ukryta niejako pod powierzehnia, aksjomatyka. Roz-
maite do$wiadezenia wykazaly, iz wiele dzieci z upodobaniem posluguje
si¢ precyzyjna aksjomatyka. Matematyka jest dla nich gra z dokladnie
okreg§lonymi regulami, poprawne granie w te gre dostarcza im wiele ra-
dodci. Interesuje wiec nas aksjomatyka prosta, oparta na silnych aksjo-
matach, prowadzaca szybko do twierdzen nie zawsze prostych, ale intu-
icyjnych, tj. opisujacych latwe do sprawdzenia wlasnosci przestrzeni
fizycznej. Zagadnienie niezaleznosei aksjomatow nie ma dla nas znacze-
nia. Niektorzy nauczyciele sa zwolennikami przyjecia na poczatek duzej
ilofei aksjomatéw. Nie wydaje nam sie to sluszne: gra matematyczna
podlegajaca zbyt wielu regulom staje si¢ trudna i przyjmuje pozory czegos
kruchego i niepewnego.

Wiadomo powszechnie, ze ,aksjomatyka* Euklidesa nie odpowiada
naszym wymogom logicznym; to samo mozna powiedzie¢ o wielu ,aksjo-
matykach” zawartych w podreeznikach szkolnych. Trzeba jednak przy-
znaé, ze w podrecznikach wydanych w ciagu kilku ostatnich lat widaé
wysilek zmierzajacy do poprawy sytuacji.

Hilbert uzupeliajge i porzadkujac aksjomatyke Euklidesa chciat
otrzymaé logicznie zadowalajacy uklad aksjomatéw, nie bral natomiast
pod uwage potrzeb elementarnego nauczania. Elementarne ujecia jego
aksjomatyki (zob. np. ksigzke Halsteda, Géométrie rationelle, Gauthier-
-Villars, Paris 1911) sa na og6l Zle przystosowane do nauczania.

Aksjomatyka Euklidesa-Hilberta oparta jest na pojeciach dilugosei,
kata i tréjkata. Udaje si¢ jej doskonale ukryé strukture wektorows prze-
strzeni, dlatego tez w ciagu wielu stuleci nie znano pojecia wektora. Fakt,
ze trojkat jest polows réwnolegloboku nie przeszkodzit w ciggu 30 blisko
wiekéw w kladzeniu nacisku na szczegélowe badanie wysokoéei, srodko-
wych i dwusieeznych trojkata, symetralnych jego bokéw, na reguly
przystawania trojkatow i zwigzki miarowe w nich. Widziano zawsze
trojkat, a nie réwnoleglobok, ktéry moglby przeciez doprowadzié do
pojecia wektora.

Na jednym z ostatnich posiedzen seminarium O. E. C. F. pan Dieu-
donné zawolal: ,Precz z Euklidesem, nigdy wiecej tréjkatéw”. Trojkat
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zachowa bez watpienia zawsze znaczace miejsce, jest on bowiem naj-
prostszym z plaskich wielobokéw i wyznacza dokladnie jedng plaszezyzne.
W hafle wigc pana Dieudonné jest bez wgatpienia wiele, zamierzonej
zreszta, przesady. Nie ulega jednak watpliwodei, iz nalezy okielzadé nie-
mal perwersyjne sklonnosei do rozwazania punktéw szczegélnych tréj-
kata i zwigzkow metrycznych, badan nieraz co prawda eleganckich, lecz
nie przynoszgcych korzydci.

Powinniémy dawaé pierwszenstwo metodom opartym na podstawo-
wych pojeciach wyzwolonyeh po dwudziestu wiekach rozwoju matema-
tyki: na pojeciu zbioru, relacji porzadkujgeej, rownowaznosei, operacji
algebraicznej, przestrzeni wektorowej i symetrii. Metody te nie tylko
pozwolg na szybkie uzycie prostych narzedzi algebry, przyczyniajac sie
w ten sposéb do ekonomii my€lenia, ale zapoznajac ucznia z owymi pod-
stawowymi pojeciami, wzbogaca jego umyst i przygotuja go lepiej do'
przyszlej pracy.

2. Motyw przewodni dobrej aksjomatyki. W jaki sposob skonstru-
owaé¢ aksjomatyke odpowiadajacg naszym wymaganiom ? Chcieliby$my,
aby prowadzila ona prosto do odkrycia struktury wektorowej przestrzeni
oraz pozwolila okredlié¢ iloczyn skalarny i latwo wykazaé¢ jego wlasnosei.

Sytuacja daje sig wiec strescié nastepujaco: znamy droge krélewsks,
prowadzaca przez pojecia przestrzeni wektorowej i iloczynu skalarnego,
pojecia te jednak nie mogg ,spasé z powietrza” bez uprzedniego przy-
gotowania. Wazne to jest przede wszystkim przy nauczaniu dzieci, ktore
nie przyswoily sobie jeszcze pojecia operacji algebraicznej.

Oba te pojecia bedg dla nas jednak motywem przewodnim. Sprébu-
jemy ubraé¢, w sposéb umiarkowany, szkielet doskonaly logicznie, ale
zbyt abstrakeyjny dla umyslu dziecka, i uczynié zen twor wzbudzajacy
zaufanie i sympatie.

Zanalizujmy krétko podstawowe pojecia:

- a) Pojecie przestrzeni wektorowej opiera si¢ w zasadzie na pojeciu
dodawania; dodaje sie zarowno liczby rzeczywiste jak i wektory, doda-
wanie tych ostatnich daje si¢ sprowadzi¢ do pojecia réwnolegltosei lub
frodka odcinka wyznaczonego przez dwa punkty.

b) Iloezyn skalarny jest funkejgy dwuliniows i symetryczng. Pojawia
si¢ znowu dodawanie, i wraz z nim nowe pojecie, ktéremu nie sposéb
sie wymkngé — symetria.

¢) Iloczyn skalarny jest w pewnym sensie dodatni, mianowicie w-u > 0
dla kazdego u # 0.

Doprowadzeni wiee zostaliSmy do wniosku, iz szukang aksjomatyke
nalezy oprzeé¢ na strukturze addytywnej prostej, réwnolegloéei i symetrii.

We wszystkich podrecznikach szkolnych wprowadza sie pojecie sy-
metrii, nie sposéb tego unikngé, w niewielkiej jednak tylko ilosci pod-
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recznikow wystepuje ona w sformulowaniu aksjomatéw. Sformulowana
tam aksjomatyka jest wiee na ogdl nie wystarczajaca, autorzy za§ pozba-
wiaja sie poteinego narzedzia. Czesto powstaje nastepujaca paradoksalna
sytuacja: naueczyciel bada z uczniami pewng figure majaca o§ symetrii,
uczen majacy udowodnié rownodé dwu odeinkéw cheialby sie oczywiscie
poshuzyé owa symetria — nauczyeiel zabrania mu tego i poleca szukad dwu
trojkatow przystajacych. Abstrahujmy tu od bledu pedagogicznego,
ktorego dopuszeza si¢ nauczyciel. Zwréémy tylko uwage, ze z jednej
strony zapomina on, iz jego dowdd prawdziwosei regul przystawania
trojkatow korzystal implicite z wlasnosei symetrii, z drugiej za§ strony
przedstawia matematyke jako ezcza zabawe, w ktorej dla wykazania
oczywistych faktéw, trzeba uciekaé sie do innych, o znacznie mniejszym
stopniu oeczywistosei.

Nalezy energicznie reagowac¢ na te niecheé do symetrii i przyznaé jej,
od samego poczgtku, poczesne miejsce, na ktore zasthuguje.

Pozostaje nam jeszcze wyrazié w naszej aksjomatyce dodatniosé
iloezynu skalarnego. Trzeba tu skorzysta¢ z pojecia porzadku w ciele
skalar6w — przyjmiemy w tym celu aksjomat gloszacy, iz kazda prosta
jest uporzadkowana. Dodatnio$é ta pozwala jednocze$nie na okrelenie
normy w przestrzeni i wprowadzenie odleglosei speliajacej warunek
trojkata. Zdecydowani jesteSmy na przyjecie nieréwnogei tréjkata jako
dodatkowego aksjomatu, jesli pozostale nie beda do&é silne aby ja zapew-
nié.

Przedstawimy tu dwie aksjomatyki oparte na przytoczonych wyiej
przeslankach.

Pierwsza z nich kladzie szczegdlny nacisk na wlasnodei metryczne
plaszezyzny: na pojecie symetrii (). Druga, wychodzaca z afinicznego
punktu widzenia, rozdziela starannie w aksjomatach pojecia afiniczne
i metryeczne, pierwsza grupa aksjomatéw wystarcza do calkowitego zba-
dania struktury wektorowej plaszezyzny (2).

Oba te uklady aksjomatéw posiadaja jednak wspolny trzon zloZony
z aksjomatéw incydencji I i aksjomatéw porzgdku II. Aksjomaty te
powinny naszym zdaniem figurowaé w kazidej rozsadnej aksjomatyce
plaszezyzny. Pragniemy zwréci¢ uwage na aksjomat incydencji Ib, glo-

() Aksjomatyka ta stanowi przerébke innej, ogloszonej uprzednio (Gustav
Choquet, O nauczaniu geometrii elementarnej, w tomie ,I’Enseignement des Mathé-
matiques”’, Delachaux et Niestle, Neufchatel et Paris). Uproszezenia wprowadzone
tutaj wynikaja z przyjecia aksjomatu ineydencji Ib dotyczacego réwnoleglych
i z zamiany nieréwnodei tréjkata nieréwnoéeia ostra. W obeecnym wykladzie udalo
si¢ uniknaé¢ niezrecznoéei poprzedniego, polegajacej na okreslaniu prostych jako zbio-
row izometrycznych z pewns dana prosta.

() W tlumaczonym fragmencie ograniczamy si¢ tylko do podania pierwszoj
aksjomatyki (przyp. red.).
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szacy, ze przez kazdy punkt przechodzi dokladnie jedna réwnolegla do
danej prostej. Postulat Euklidesa glosil: ,przechodzi co najwyzej jedna
prosta‘, istnienie jej mozna bylo wyprowadzi¢ z pozostalych aksjoma-
tow. Wydawalo sie nam, ze polaczenie w jednym aksjomacie istnienia
z jednoznacznofeiz przynosi duze uproszezenie wykladu. JesteSmy przy
tym zdania, ze niewiele dzieci przed 16 rokiem zycia odezuwa potrzebe
dowodu istnienia réwnoleglej, ktore jest dla nich faktem w tym samym
stopnin wyplywajacym z eksperymentu co i jednoznaczno$é.

Bedziemy zajmowaé si¢ w tej pracy jedynie aksjomatyka plaszezy-
zny. Sformulujemy jednak kilka dodatkowych aksjomatéw pozwalaja-
c¢ych wychodzac z plaszezyzny dojéé do przestrzeni (3).

Oba uklady aksjomatéow beda sie opieraé¢ na nastepujacym schemacie:
Plaszezyzna jest zbiorem, proste za$ pewnymi jej podzbiorami. Na kaz-
dej prostej jest okreslona struktura porzadku i pewna struktura alge-
braiczna. Na ustalonej prostej obie struktury sa powigzane pewnymi
warunkami zgodnogei. Ponadto struktury na réznych prostych sg powig-
zane wzajemnie odpowiednimi aksjomatami.

Aksjomaty ineydencji natomiast, nie zakladajg istnienia zadnej struk-
tury na prostych; precyzuja jedynie jak czesto spotyka sie proste i pary
rownoleglych.

Okaze sie, ze z aksjomatéw grupy I i IT wynikajg juz liczne wlasnodei,
ktore zwyklo si¢ uwazad¢ za powigzane ze strukturg afiniczng lub me-
tryezna plaszezyzny.

Czesé tekstu nastepujaca po sformulowaniu aksjomatéw nie stanowi
skroconego wykladu geometrii elementarnej. Wprowadzone tam poje-
cia (np. pojecie kata) bada sie jedynie z grubsza. Nie mozna wiee w zadnym
wypadku traktowaé owego fragmentu jako poczatku podrecznika. Jest
on przeznaczony dla nauczycieli, do ktérych zwracamy sie¢ jako do mate-
matykéw, cheace ich przekonaé o identyecznosei okreélonej przez nas
plaszezyzny z plaszezyzna klasyezng i zwrdcié¢ ich uwage na mozliwosé
dowodzenia w prosty sposob niektéryeh podstawowyeh twierdzen.

Tylko do§wiadezenie na duzg skale, oparte na dokladnym opracowaniu
wskazanych tu drég, pozwoli w dalszym ciggu zdecydowaé sie na wybér
pomiedzy dwoma przedstawionymi ukladami aksjomatéw, z uwzglednie-
niem oczywiscie mozliwych wariantow.

3. Rola liczb w geometrii. Grecy przez bardzo dlugi okres czasu
znali jedynie liczby wymierne, nawet po pamietnym odkryciu niewy-
miernogei /2 nie umieli oni wprowadzié ogélnego pojecia liczby. Pojecie
liczby nie przestalo byé dla nich zwigzane z geometrig. Kontynuatorzy
Tuklidesa usilowali ulepszyé jego dzielo rozwijajae ,rachunek odeinkéw™,

(*) Sformulowanie tych aksjomatéw nie znajduje sig w tlumaczonym fragmen-
cie tekstu (przyp. red.).
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pozwalajacy, nie bez duzych trudno$ci, odnalezé, wychodzac z geometrii
plaszezyzny, strukture ciala w zbiorze liczb rzeczywistych.

Nie powinniémy za zadng cene popelnia¢ tego bledu. Najwezesdniej
jak tylko mozna, uczen powinien pojmowaé zbidr liczb jako uporzadko-
wane ciato przemienne, tj. powinien sobie zdawaé sprawe z tego, Ze wyko-
nujac rachunki korzysta jedynie z kilku wlasnodci dodawania i mnoze-
nia — z tyeh mianowicie, ktére matematyey nazywajg aksjomatami upo-
rzagdkowanego ciala przemiennego.

Poézniej, w miare potrzeby mozna wprowadzi¢ aksjomat Archime-
desa (np. w postaci: dla kazdej liczby mozna znalezé wieksza od niej liczbe
calkowita), lub silniejszy aksjomat ciaglosei (np. w sformulowaniu: kazdy
cigg rosngey i ograniczony posiada kres gérny).

Oczywifcie mozna, nie korzystajac z geometrii plaszezyzny, ilustro-
wacé za pomoca prostej badanie wlasnodei dzialan algebraicznych. Nalezy
jednak wykluezyé uciekanie sie do rachunku na odcinkach, korzystaja-
cego z takich pojeé geometrii plaszezyzny, jak np. proste réwnolegle,
sieczne, czy nawet proste prostopadie.

4. Wspolny trzon aksjomatyk plaszezyzny. Plaszezyzna jest zbio-
rem /7T danym wraz z wyrézniong rodzing 2 podzbioréw zwanych prostymi.
Na kazdej prostej zadane sa pewne struktury, okreflone dokladniej ze-
branymi nizej aksjomatami. Zwigzki pomiedzy strukturami na réznych
prostych sa okre§lone za pomoca aksjomatéw, ktére mozna by nazwaé
aksjomatami przejécia.

Dla uproszezenia bedziemy zakladaé od poczatku, ze [T zawiera co
najmniej dwie proste i ze kazda prosta zawiera co najmniej dwa punkty.

DEFINICJA 1. Méwimy, ze dwie proste D, i D, lezace na IT 83 row-
nolegle i piszemy D, | D,, gdy

'Dl = .Dg ].ub .le'\_Da = 0.

2. Dwie proste nieréwnolegle nazywamy prostymi przecinajgcymt Sie.

3. Mowimy, ze prosta D przechodzi przez punkt a, gdy aeD.

I. Aksjomaty ineydencji.

AxsJjoMAT I a. Przez dwa roine punkty II przechodzi dokladnie jedna
prosta.

AXSJOMAT Ib. Dla kasdej prostej D i punkiu a isinieje dokladnie
jedna prosta réwnolegla do D i przechodzqea przez a.

JeSli @ i b s3 roznymi punktami I7, to prosta przechodzgca przez te
punkty oznaczona jest symbolem D(a, b).

Bezpofrednie wnioski.

1. Rownoleglogé jest relacja rownowaznofei w zbiorze D; kazda z jej
klas abstrakeji nosi nazwe kierunku. Istnieja co najmniej dwa kierunki.
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2. Niech D) bedzie prosta, ¢’ za$§ kierunkiem roéznym od kierunku .D.
Dla kazdego m <II, prosta o kierunku ¢’ przechodzaca przez m przecina D
w jednym tylko punkecie ¢(m). Przeksztalcenie ¢ plaszezyzny /7 na D
nazywa sie rzutem skosnym /7 na I) réwnoleglym do &' (kiedy &' jest kie-
runkiem prostej D', méwimy réwniez ,rzut rownolegly do D'%).

3. Niech proste D, i D, przecinaja sie. Dla kazdego m e IT oznaczmy
przez m, i m, rzuty skoéne m na D, i D,, réwnolegle odpowiednio do D,
i D,. Przeksztalcenie m — (m,, m,) plaszezyzny [T na iloczyn kartezjaniski
D, x D, jest wzajemnie jednoznaczne. Pare D,, D, nazywa si¢ ukladem
osi wspllrzednyech w I7.

Cwiczenia (4).

1. Niech 6 bedzie danym kierunkiem; dla wszelkich a, b € /1 méwimy,
7¢ @ ~ b, gdy istnieje prosta o kierunku 4 zawierajaca a i b. Pokazad,
ze tak okreslona relacja dwuczlonowa jest réwnowaznofecia. Czym sy
jej klasy abstralkeji?

2. Pokeazaé, ze dla kazdej pary D,, D, réznych prostych istnieje
co najmniej jeden kierunek § rézny od kierunkéw D) i D,. Wywniosko-
waé stad, uzywajac rzutu skoénego, ze wszystkie proste maja te sams
moc «. Pokazaé, ze zbiér kierunkéw ma moc a-+1.

3. Niech K bedzie cialem przemiennym; prosta w K2* nazywamy
podzbiér K? okreS§lony zwigzkiem postaci a,z,+ a2, = b (ay,a,,be K
i nie znikaja jednoczeénie). Pokazaé, ze K? z tak okre§lonymi prostymi
spelnia aksjomaty I.

4. Zbadaé w szezegdlnosei przypadek K bedgcego cialem przemien-
nym skonczonym (np. cialem liczb calkowitych modulo p, gdzie p jest
liczba pierwsza) i przypadek K réwnego cialu C liczb zespolonych.

II. Aksjomaty porzadku.

AKSJOMAT IT a. Na kaidej prostej I okreslone sa dwie strukiwry
porzqdlu, jedna odwrotna do drugiej.

Prosta D z wybranym jednym z tych porzadkéw nazywa sie prostq
zorientowanq. Gdy @ # b, to wyrazenie prosta zorientowana D(a,b)
oznacza prosta D(a, b) z wybranym tym porzadkiem, w ktérym e < b.
Odcinkiem domknietym [a, b] nazywamy zbiér {a}, gdy a = b, W prze-
ciwnym za§ wypadku zbiér punktow x prostej D(a,d) spelniajacych
warunek a <z < b przy dowolnie wybranej orientacji prostej D(a,b).
Mowimy, ze x lezy miedzy e i b, gdy z € [a, b]. Podobnie mozna okreslié¢
przedzialy otwarte oraz pélproste domkniete i otwarte. Mozna rdwniez
zdefiniowaé wypuklosé: zbior X < JT jest wypukly, gdy wraz z kazdg
parg punktow a, b zawiera odeinek [a, b|.

(*) Wiegkszo&é dwiezeni przeznaczona jest tyvlko dla nauezyeieli, adaptowanie
ich do uzytku uezniéw wymagaloby uprzedniego rozwiniecia pewnveh tematdéw.
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AxsJoMAT I1b. Dla kaidej pary (D,, D,) prostych rownoleglych

t rdénych i dla kaédej czworki punkiow a,, ay, by, b, takiej, 2e a;, b; ¢ D;

(¢ =1, 2), kaéda prosta rownoleglta do dwu danych i przecinajqca odcinek
[a,, ay], przecina takze odcinek [by, b,].

Aksjomat II'b ma rozmaite réwnowazne sformulowania, jednym

z nich jest klasyczny aksjomat Pascha (kazda prosta przecinajaca jeden

7z bokéw trojkata przecina takze jeden

z dwu pozostatych). Wydaje si¢ nam,

b, a, b,
ze sformulowanie II b jest bardziej in-
tuicyjne.
"""""""""""""""""""" Bezposdrednie wnioski z aksjo-
matéow I i II.
1. Niech D; i D, beda dwiema pros-
b, a, b,

tymi zorientowanymi; przy dowolnym
wyborze kierunku é réznego od D, i D,,
rzutowanie skosne D, na D, réwnolegle do & jest izomorfizmem lub
antyizomorfizmem (ze wzgledu na porzadek).
Twierdzenie to jest konsekwencjg II b, dokladniej méwige jest mu
ono réwnowazne.
2. Kazda prosta D wyznacza jednoznacznie podzial zbioru (/7—D)
na dwa zbiory wypukle 4, i 4,. Dokladniej, 4,1 4, sa klasami abstrakeji
nastepujacej relacji réwnowaznosei okre§lonej w IT—D:

a~b, gdy [a,b]lnD =0,

Zbiory A, i A, nazywa sie polplaszezyznami otwartymi. Zbiory 4,-D
i A,vD, zwane pélplaszezyznami domknietymi, sg réwniez wypukle.

Podstawowy ten wynik mozna otrzymaé jak nastepuje: niech D’
bedzie prosta przecinajaca D, oznaczmy przez D; i D, pélproste otwarte
D" o poezgtku w DnD’. Oznaczmy przez A; (¢ = 1, 2) sume prostych
réwnoleglych do D, ktére przecinajg D;. Z aksjomatu II b wynika natych-
miast, ze 4, i A, sa szukanymi klasami abstrakeji.

Cwiczenia.

5. Dowie$é, ze z wylgczeniem przypadku, gdy moc prostych (zob.
éwicz. 2) jest rowna 2 (/7 jest wowezas izomorficzne ze zbiorem K2, gdzie
K jest cialem liezb calkowitych modulo 2) liezba a jest nieskonezo-
na. Pokaza¢, ze to samo mozna powiedzie¢ o moey poélprostej i kaz-
dego niepustego odcinka otwartego. Dokladniej, pokazaé, ze kazda pol-
prosta i odecinek otwarty sa izomorficzne (ze wzgledu na porzadek)
z prosty.

6. Przyjmujemy, ze a # 2. Dowie§é, ze kazda polplaszezyzna otwarta
jest niepusta. Dowie§é, ze uwypuklenie dowolnego zbioru skoriczonego
(najmniejszy zbior wypukly zawierajacy ten zbidr) jest przecigciem skon-
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czonej rodziny domknietych poélplaszezyzn. W szczegdlnosei uwypukle-
nie tréojki punktéw niewspélliniowych {a, b, c} nazywa sie sympleksem
(a".' b! 6] =

7. Podaé kilka definicji rownowaznych pasa plaskiego wyznaczo-
nego przez dwie proste rownolegle D, i D,. W dalszym ciaggu przez kie-
runek pasa bedziemy rozumieé kierunek prostych definiujgeych ten
pas.

8. Niech {0, a, b} bedzie tréjka punktéw niewspolliniowyeh na I7;
niech @' e [0,a] i b' e [0, b]. Pokazaé, ze dla kazdego m e [a, b] odeinki
[0, m] i [a’, b'] przecinaja sie. Wywnioskowaé stad, ze suma odecinkéw
[0, 2] laczacych punkt 0 z punktami ustalonego zbioru wypuklego X,
jest zbiorem wypuklym. Uogélnié otrzymany wynik, rozwazajac sume
odcinkéw laczacych punkty dwu danych zbioréw wypuklyeh.

9. Mowimy, ze zbior X < IT jest ograniczony, jesli dla kazdego kie-
runku é istnieje pas o kierunku é zawierajacy X. Pokazaé, ze kazdy zbiér
skoneczony jest ograniczony. Pokazaé, ze gdy X zawarty jest w iloczynie
dwu paséw majacych rézne kierunki, to X jest ograniczony. Dowiesé,
ze kazdy zbiér ograniczony zawarty jest w pewnym sympleksie.

10. a) Zdefiniowaé¢ za pomocg odeinkéw otwartych topologie na
prostej.

b) Niech D, i D, beda dwoma przecinajacymi sie prostymi. Korzy-
stajae z identyfikacji /7 z D, x D, wprowadzi¢ w [I topologie iloczynu,
wychodzae z topologii okreslonych na D, i D,. Dowie$é, ze topologia ta
nie zalezy od wyboru D, i D,.

11. Niech X < I11i a,b e X; przyjmiemy a ~ b jesli istnieje lamana

o konicach a i b zlozona z odeinkéw zawartych w X. Tak okreSlona relacja
jest réownowaznosdeia; jej klasy abstrakeji noszg nazwe skladowych
zbioru X.
. Niech P bedzie lamang zamknieta bez punktéw podwdjnyech, tj.
taky ktorej dwa nie nastepujace po sobie odeinki sg rozlaczne; oznaczmy
przez C kontur P (sume wszystkich bokow P). Pokazaé, ze I1—C ma
dokladnie dwie skladowe, Ze jedna z nich jest ograniczona i ze kazda z nich
jest otwarta w topologii okreflonej w I7. Pokazaé, ze kazdy punkt C
nalezy do domkniecia obu skladowych (twierdzenie Jordana).

Rozwigzanie jest elementarne, ale nie trywialne. Radzimy wybraé
kierunek ¢, nieréwnolegly do zadnego z bokéw lamanej i przeprowadzié
przez wierzcholki P proste rownolegle do 8. Po uporzadkowaniu zbioru
tych rownoleglych zbadaé co sie dzieje w wyznaczonych przez nie kolejno
pasach.

12. Niech K bedzie uporzgdkowanym ecialem przemiennym

(6 <b=a+4ax<btaoraz (0 <xz,0<y) = (0 <ay)).
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Okreslic w K? strukture plaszezyzny spelniajacg aksjomaty L i IT (poréw-
naé z zadaniem 3). Podaé¢ przyklad takiego ciala K, nie zawierajgcego sie
w ciele R liczb rzeczywistych.

13. Niech I7 bedzie dyskiem otwartym klasycznej plaszezyzny R2.
Nazwijmy ,prosta” w /T kazdy otwarty luk kola zawarty w 7, ktérego
korice 83 jednoczesnie koncami pewnej Srednicy // i wprowadzimy na
nim naturalng strukture porzadku.

Dowieéé, ze IT spelnia aksjomaty I i II, ale nie jest izomorficzne
(ze wzgledu na porzagdek) z plaszczyzng R?, chociaz kazda z ,,prostych”
w [T jest izomorficzna z R.

Zbudowaé podobnie dalsze przyklady w dysku 71, przyjmujac za
rodziny ,prostych” pewne, niezmiennicze ze wzgledu na obroét, rodziny
tukéw, ktorych konce sg koricami pewnej $rednicy /1. W celu sprawdze-
nia, czy otrzymane w ten sposob plaszezyzny sa izomorficzne z plasz-
ezyzng klasyezng radzimy skorzystac z klasyeznych wlagnoéei siatki zbu-
dowanej przy pomocy dwu par prostyeh réwnoleglych.

5. Aksjomatyka oparta na wlasnosciach metrycznych. Akjoma-
tyka ta sklada sie z aksjomatéw I i II, z aksjomatu III, opisujacego
strukture addytywna i metryczna, oraz z aksjomatu symetrii IV.

[TI. Aksjomat struktury addytywnej i metrycznej.

W aksjomacie tym interweniuje pojecie liczby rzeczywistej, trzeba
wiec W tym miejscu zakladaé¢ u ueznia znajomo$é wlasnodci ciala R.
Przedstawione nizej rozumowanie pokazuje, ze uzywajac jedynie struktury
grupy addytywnej uporzgdkowanej w R, mozna uzyskaé mocne wyniki.
Mozna otrzymadé na tej drodze strukture wektorowg w J7 i udowodnié
podstawowe wlasno$ei iloczynu skalarnego, trzeba korzystaé dodatkowo
jedynie z faktu, ze R jest uporzgdkowane archimedesowsko. 7Z uwagi
tej wynika, ze mozna bedzie, w nauczaniu dzieci pomiedzy 12 i 16 rokiem
zycia, uniknaé korzystania z zupelnosei ciala R i z pojeé kresu goérnego,
przekroju, ciagu rosngcego oraz ciagu Cauchy.

AxRsSJOMAT III. W IIXIT okreslone jest przeksztalcenie d o wartos-
ciach w R, 2wane odleglosciq, takie, Ze:

a) d(y, x) = d(z,y) dla wszelkich x4 y.

b) Dla kaidej prostej D, punktu aeD @ liczby | >0, istnieje w D,
po dowolnej stronie a, punkt b taki, ze d(a,b) =1.

¢) (z<[a,b]) = (d(a, x)+d(z, b) = d(a, b)).

d) Dla kazdej niewspolliniowej trijki punktow {a,w«, b} mamy
d(a,b) < d(a,z)+d(z,b) (ostra nieréwnodé tréjkata).

Bezposrednie wnioski z aksjomatéow [, II i II1.

1. Rowno$é a = b réwnowazna jest warunkowi d(a.b) = (0. (wnio-
sek z I1T a, b, e).
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2. Dla kazdych trzech punktéw a, z, b e Il mamy
d(a,b) < d(a,»)+d(z, D),

réwno§é réwnowazna jest warunkowi z e [a, b].
3. Niech X c II; przeksztalcenie f okre§lone na X, o wartofciach
w II nazywa sie izomeriq, gdy .

(@,beX) = d(a, b) = d(f(a), f(b).

Z wniosku 2 wynika, ze izometria zachowuje liniowosé trojki i relacje
»miedzy”.

Wynika stad, ze przy izometrii odeinki przechodzg na odeinki, pro-
ste na proste, proste rownolegle na proste rownolegle, oraz pélplaszezy-
zny na poélplaszezyzny.

Kazda izometria IT w IT jest przeksztalceniem na cale I1. Jest ons
izomorfizmem ze wzgledu na, strukture okre§lona aksjomatami I, II,
IIT.

Cwiczenia.

14. Niech A4, i A, bedg dwoma wielokatami wypuklymi i ogra-
niczonymi, zalézmy ze A, < A,. Pokazaé, ze oznaczajac przez I, i I,
odpowiednio dlugo$ei ograniczajacych je lamanych, mamy I, <1, oraz
11 < 32; gdy Al 7 Az-

Wiasnoéé ta pozwala na proste okre§lenie dlugo$ei obwodu zbioréw
ograniczonych i wypuklych.

Podamy teraz pewns definicje pozwalajaca sformulowaé zrecznie
aksjomat IV. Oznaczmy przez II,(D) i II,(D) pélplaszezyzny otwarte
wyznaczone przez prosta D. Odbiciem wzgledem prostej D nazywamy
dowolng izometri¢ ¢ zbioru DwII,(D) na DwvIl,(D), przy ktérej dla
xeD mamy, ¢(z) = z.

IV. AKSJOMAT ODBICIA (SYMETRI). Dla kaidej prostej D istnieje
co najmniej jedno odbicie wzgledem D.

Pokazemy zaraz, ze istnieje tylko jedno odbicie wzgledem I). Ponie-
waz dowod tego faktu jest bardzo prosty nie wlgezamy go do sformulo-
wania aksjomatu.

Podstawowe twierdzenia wynikajgce z aksjomatéw I,
IT, IIT i IV.

LeMAT 1. Dla kaidej prostej D istnieje dokladnie jedno odbicie wzgle-
dem D,

Niech I7,(D) i IT,(D) beda pélplaszezyznami otwartymi wyznaczo-
nymi przez D. Niech ¢ bedzie odbiciem wzgledem D, i niech a e I7,(D),
polézmy a’ = p(a). Odcinek [a,a’] ma z prosta D punkt wspélny p.
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Kazdy punkt meD, réiny od p lezy poza odcinkiem [a,a’],
przeto:
d(a,a’) <d(a,m)+d(m,a’) = 2d(a, m).

Ale d(a, a’) = 2d(a, p), skad wynika, ze d(a, p) < d(a, m).

Wiasnoéeia charakterystyezng punktu p jest to, Ze, miezaleznie od
wyboru ¢, jest on punktem prostej D lezgeym najblizej punktu a. Punkt
p nazywa sie rzutem prostopadlym lub krétko rzutem punktu a na I
Rzut punktu e jest srodkiem odecinka [a, @']. Punkt ¢’ wiee, obraz syme-
tryczny e wzgledem punktu p na prostej przechodzgcy przez a i p nie
zalezy od wyboru ¢, innymi slowy, ¢ jest wyznaczone jednoznacznie.

Oznaczmy przez ¢ przedluzenie ¢ na cale /7 okreslone wzorem:

p(m), gdy meDvIL(D),

gim) =y _
gt (m), gdy meDUIL(D).

LeMAT 2. Przedtuienie ¢ przeksztaleenia ¢ jest izometriq IT na cale I1.
Izometria ta mosi nazwe symetric wzgledem D.

Oczywistym jest, ze ¢ przeksztalca IT na II.

Niech a,bell.

Jesli a,beDUIl (D), to d(p(a), ¢(b)) = d(a,b), bo ¢ =¢ na
{a, b}.

Gdy a,be DUIl,(D), to sytuacja jest identyezna. Zalézmy wiec,
ze aell,(D) i bell,(D). Niech m = D~[a,b], przyjmijmy a’ = ¢(a),
b = ¢(b).

Mamy: d(m,a) = d(m,a’); d(m,d) =d(m,b’), a wigc

d(a, b)) < d(a, m)+d(m,b) = d(a, m)-+d(m, b) = d(a, b).

Wnosimy stad, ze d(a’, b)) < d(a,b).

Podobnie mozna wykazaé, ze d(a,b) < d(a',b’), ¢o konezy dowod
zadanej rownosei d(a, b) = d(a’, b’).

Prostopadle i rzuty.

DEFINICTA, Moéwimy, ze prosta D' jest prostopadla do prostej I)
i piszemy D’ | D, gdy D' = D i D' jest identyczna ze swoim obrazem
przez symetrie wzgledem D. '

Z lematu 4 wyniknie, Ze relacja prostopadloSei jest symetryeczna.
Oczywiste jest, ze przez punkt m poza prosta D przechodzi dokladnie
jedna prostopadia do D, mianowicie prosta laczaca m z jego obrazem
symetrycznym wzgledem D.

LEMAT 3. 1) Gdy D' | D, to D'~AD # 0. 2) Gdy D @ D" sq dwiema
przecinajqeymi sig¢ w punkeie p prostymi, to nasigpujace warunki sq row-
nowazine

a) D' | D,
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b) rzutem kaidego punktu D' na prostq D jest p,

c¢) istnieje punkt na D', réiny od p, kitérego rzutem na D jest p.

Dowéd. 1) Prosta D' zawiera co najmniej dwa rézne punkty m,, m.,,
symetryczne wzgledem 0. Odecinek [m,, m,] przecina sig z D,

2) Niech D' | D i meD'. Punkt m' symetryczny do m wzgledem
D lezy na IV, punkt D~[m, m’], to jest rzut punktu m na D, jest wiee
réwny p.

Niech teraz D i D’ przecinaja si¢ w punkcie p i niech m bedzie réz-
nym od p punktem D’. Je§li rzutem m na D jest p, to, oznaczajac
przez m' punkt symetryczny do m wzgledem D, mamy [m,m']~D = p.
Prosta D’ wige, zawierajaca punkty rézne p i m zawiera réwniez m'; wy-
nika stad, ze D" | D.

Wniosek. Jes§li D’ | D i f jest izometrig okreslong na zbiorze D'u D,
to wowezas f(D') L f(D).

Wniosek wyplywa z faktu, Ze dzieki lematowi 3, mozna wyrazié fakt
prostopadlosei w jezyku odleglodei.

LEMAT 4. Gdy D' 1 D, to D_| D'.

Dowdéd. Niech bedzie D’ | D, i niech p bedzie przecieciem D i D).
Weimy punkt m e D; dla kazdego punktu m’ e D', réznego od p, mamy
a(m,m’') = d(m,m'"), gdzie m' oznaeza punkt symetryczny do m’
wzgledem D.

Punkt m' nie moze wige byé rzutem m na D' (istnieje jedno tylko
minimum). Rzutem jest wiec p, skad na moey lematu 3 mamy D | D).

LEMAT 5. Niech D | D'. Mamy wowczas:

(D LD") < (D" || D).

Dowéd. 1) Niech D | D' i D'| D”. Proste D i D" przecinajy si¢
w punkcie p. Obrazy D’ i D)" przez symetrie wzgledem prostej D réwno-
leglych D' i D" s3 réwnolegle (bezposredni wniosek 2 z aksjomatow IIT).
D" i Dy’ sa wige rownolegle i maja punkt wspélny p. Mamy przeto D' = D}’
oraz D | D",

2) Niech D | D' i D | D”. Niech m bedzie punktem D'’ lezacym poza
D. Prosta rownolegla do D' przeprowadzona przez m jest, na moey po-
przeduiego, prostopadla do ). Musi wige ona by¢ identyezna z D', bo przez
punkt poza prosty przechodzi jedna tylko prostopadla. Inaczej méwige
D' || D".

Wniosek. Niech 6, i 4, beda dwoma kierunkami. Mowimy, ze kie-
runki te sg prostopadle, jedli istnieja proste prostopadle D, i D, o kie-
runkach 6, i d,. Z lematéw 4 i 5 wynika, ze

1) tak okreSlona relacja jest symetryczna, przeciwzwrotna (nie
zachodzi nigdy 0 | é) i do kazdego kierunku ¢ istnieje dokladnie jeden
kierunek prostopadly,
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2) na to by dwie proste byly prostopadle potrzeba i wystarcza, by
byly prostopadle ich kierunki.

Uwaga. Wynika stad, Ze przeksztalcenie przyporzadkowujace kaz-
demu punktowi m ¢ I jego rzut prostopadly na ustalong prosta D jest
rzutem skoinym na D, réwnoleglym do kierunku prostopadlego do kie-
runku D.

DErINICTJA. Niech @ i b beda dwoma réznymi punktami, niech 0
bedzie ich $rodkiem. Symetralng pary (e, b) nazywamy prosty prosto-
padta do D(a,b) i przechodzacy przez 0.

LEMAT 6. Niech a ¢ b beda punktami réznymi, D zas symetralng pary
(a, b). Niech II, ¢ II, bedq otwartymi polplaszezyznami wyznaczonymi
przez D i zawierajgcymi odpowiednio punkty a i b. Mamy wiwezas:

(m e D) = (d(m, a) = d(m, b))

(meIl,) = (d(m,a) < d(m,b)); (mell) = (d(m,b) < d(m, a)).
Poniewaz a i b 83 symetryezne wzgledem 0, mamy

(m e D) = (d(m, ;‘.!) = d(m,b)).

Gdy m eIl,, to podstawiajac » = Dn[m,b] mamy (poniewaz na
mocy wypuklosei 17T, n¢ [a, m]),

d(m,a) < d(m,n)+d(n,a) =d(m,n)+d(n,b) = d(m, b).

Dla m e IT, rozumowanie przebiega tak samo.

Wniosek 1. (m e D) < (d(m, a) = d(m,D)).

Wniosek 2 (poréownywanie rzutow).

Niech p bedzie rzutem punktu m na prosta przechodzacy przez
punkty a i b.

Uporzagdkowanie pary liczb d(p,a) i d(p,d) jest takie samo jak
uporzadkowanie pary d(m, a), d(m,b).

Istotnie, w zaleznogeci od tego czy d(p, a) — d(p, b) jest zerem, liezba
ujemng czy dodatnig, punkt m nalezy do D, I, lub II,.

Wynik ten mozna wyslowié jak nastepuje:

Dlugoéé odeinka lgezacego punkt m z punktem prostej D jest funkeja
Scifle rosngeg dlugodei jego rzutu na D.

Ilo§ciowym odpowiednikiem powyzszego jest twierdzemie Pitago-
rasa.

Wniosek 3. Niech {0,a,b} bedzie trojkagtem i mniech d(0,a) =
= d(0,b) oraz a # b. Rzut punktu 0 na prosta D(a,bd) jest Srodkiem
odeinka [a, b].

Whniosek 3 jest natychmia-stowaé, lecz niezmiernie wazng konsekwencja
wniosku 2. Mozna go sformulowaé jeszcze inaczej.



Aksjomatyka geomefrii elementarnej dla celow nauczania 101

W trojkacie, ktorego dwa boki wychodzace z 0 sa réwne, wysokogé
spuszezona z 0 jest osia symetrii tréjkata.

Symetria wzgledem punktu. Zlozenie symetrii.

DEFINICTA. Symetriq wzgledem punktu 0 ¢ /7T nazywamy przeksztal-
cenie f plaszezyzny I1 na siebie okreflone jak nastepuje:

f(0) =0, za§ dla 2 £ 0 f(z) =o',

gdzie o’ jest takim punktem prostej D(0, x), ze 0 jest §rodkiem pary
(. /(@)

7 definicji wynika natychmiast, ze f2 jest tozsamoéela, oraz, ie
f(D) = D, dla kazdej prostej D przechodzacej przez 0.

TwierDZENIE 1. Symetria wzgledem punktu 0 jest identyczna ze zlo-
zeniem symelrii wzgledem dww dowolnyech prostych prostopadlych, przecho-
dzqeych przez 0.

Dowéd. Niech D, i D, beda dwoma prostopadlymi przechodzg-
cymi przez 0. Niech m e (D;vD,). Oznaczmy przez 4, i 4, proste réw-
nolegle do D, i D,, przechodzace przez m. Niech A, bedzie obrazem
A; przez symetrie wzgledem D; (3 =1, 2).

Prostokat utworzony przez dwie pary rownoleglyech 4,, 4] i 4,,
[y jest symetryczny wzgledem prostych D, i D,. Jego przekatne sa
wiee réowniez symetryczne wzgledem tych dwu prostych — muszg sie
ratem przecinaé¢ w punkeie lezageym na D, i D,, a wiee w punkeie 0, ktory
je przy tym polowi. Obrazem symetrycznym m wzgledem 0 jest przeciw-
legly wierzcholek prostokata. Do tego samego wierzchotka dochodzi sie
od m, wykonujac najpierw symetrie wzgledem D,, a poéZniej wzgledem
D,.

Gdy m e D,wD,, fakt ten jest oczywisty.

Wniosek. Symetria wzgledem punktu jest izometria. Proste i ich
obrazy sg rownolegle. (Zbadaé najpierw przypadek prostej przechodzg-
cej przez 0.)

Zastosowanie. Nazwijmy rownoleglobokiem dowolny ezworobok
(a,b,a’,b’), ktérego pary przeciwleglych wierzcholkéow (a,a’) i (b, d’)
maja Wspolny srodek.

Z powyzszego wniosku wymka, ze czworobok niezdegenerowany
{a,b,a’, b’} jest rownoleglobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy jego wierz-
cholki sg parami réine i

D(a,b) | D(a’,b’) oraz D(a,d’) | D(a’,b).

7 drugiej strony $rodkiem symetrii kazdego rdwnolegloboku jest wspdlny
srodek przekatnyeh, jego przeciwlegle boki muszg wiee byé parami réwne.
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LEMAT 7. Niech D, D" i A bedq trzema prostymi rownoleglymd.

1) Jesli prosta D' jest obrazem D przy symetrii wzgledem A, to dla
kaidej prostej przecinajqeej D, D' i A w punktach m,m’ i a, punkt a jest
srodkiem pary (m,m’). . .

2) Na odwrdt, jesli istnieje prosta o tej wlasnosci, to D’ jest obrazem D
przy symetric wzgledem A.

Dowoéd. 1) Niech D, D’ beda symetryczne wzgledem 4 i niech
pewna prosta przecina je odpowiednio w punktach m,m’ i a. Oznaczmy
przez B prostopadla do A przechodzgcy przez a. Zlozenie symetrii wzgle-
dem A i B przeprowadza D na D’, na mocy wigc twierdzenia 1, proste
te sa symetryczne wzgledem punktu a. Punkt a jest wiee §rodkiem pary
(m,m’).

2) Gdy a jest érodkiem (m,m’), to D’ jest symetryczna do D wzgle-
dem a. D za$ jest symetryczna wzgledem B. Na mocy twierdzenia 1 i wnio-
sku, wnosimy, ze obraz D przez symetri¢ wzgledem A jest identyczny
7 obrazem przez symetrie wzgledem @, obrazem tym jest wige D'.

TWIERDZENIE 2 (slabe twierdzenie Talesa). Jesli pewna prosta praze-
cina proste D, D' i A w punktach m,m’ © a odpowiednio, tak, Ze a jest
srodkiem (m,m’'), to kaida inna przecinajqce je prosta ma réwniez te wla-
snogé (inaczej mowiqe D ¢ D' sq wowezas symetryczne wzgledem. dowolnego
punktu prostej A).

Twierdzenie 2 wynika natychmiast z lematu 7.

Wniosek. Dla kazdego catkowitego n = 2, dowolny odcinek mozna
podzielié¢ (dokladnie w jeden sposéb) na n kolejnych réwnych odcinkéw.

(Klasyezna konstrukeja, korzystajaca z rodziny réwnolegltych prze-
chodzaeych przez punkty rozmieszezone w réownych odleglodeiack na
pewnej prostej pomocniczej.)

Mozemy obecnie przystapi¢ do badania struktury afinicznej plasz-
CZyzZDny.

6. Struktura przestrzeni wektorowej plaszczyzny I7 z wyréznio-
nym punktem. W rozdziale tym bedziemy korzystac¢ jedynie z aksjoma-
tow I, II, III a-c¢, oraz ze slabego twierdzenia Talesa (twierdzenie 2).
Mozna rozumieé go wieec jako fragment teorii opartej na aksjomatach
I, II, ITTa-c¢ i slabym twierdzeniu Talesa przyjetym jako aksjomat.

LEMAT 8. Niech D bedzie dowolng prosta, zaé ¢ rzutowaniem skosnym
ne D, rownolegtym do 5. Mamy witedy

(0 jest $rodkiem (a, b)) = (¢(0) jest Srodkiem (p(a), (b))

Lemat 8 wynika matychmiast z twierdzenia 2.

Wniosek. Rzut (p(a), ¢(b), ¢(a’), ¢(b’)) dowolnego réwnolegloboku
(a, b,a’,b") jest rownoleglobokiem (zdegenerowanym).



Aksjomatyka geometrii elementarnej dlu celéw nauczania 103

Struktura addytywna plaszezyzny I/ z wyréznionym
punktem.

Skorzystamy obecnie z faktu, ze w zbiorze R liczb rzeczywistych
jest okreslona struktura grupy addytywnej. Na kazdej prostej zoriento-
wanej, z wyréznionym punktem 0 mozna okrefli¢ kanonicznie strukture
erupy addytywnej izomorficzng z R. Dzialanie (m oznacza §rodek a, b)
wyraza sie wowezas wzorem 2m = a-+b. Fakt, ze {0, a,b, ¢} jest zdege-
nerowanym réwnoleglobokiem jest rownowazny zwigzkowi 0-+b = a+c¢,
lub b = a-+e¢.

DEeFINICTA. Niech 0 bedzie wyréznionym punktem /7. Bedziemy nazy-
waé go w dalszym ciagu poczatkiem JI. Punkty plaszezyzny z wyrézinio-
nym poczatkiem bedziemy nazywaé wektorami.

Dla kazdej pary (a, b) punktow 71, oznaczamy przez a'| b taki punkt
z II, ze (0,a,aT b,b) jest réwnoleglobokiem, tj. punkt symetryczny
do 0 wzgledem érodka odeinka [a, b].

TWIERDZENIE 3. Plaszezyzna z dziataniem T jest grupq przemiennd.
Kaida prosta przechodzqca przez 0 jest jej podgrupaq. I jest sumaq prosiq
dwu dowolnych réinych prostych przechodzqeych przez 0. Proste nie prze-
chodzqce przez poczatek sq warstwami wzgledem prostych przechodzacych
przez 0.

Dowdd. Niech D, i D, bedg dwoma rdéznymi prostymi przechodza-
cymi przez 0. Kazdemu m e /T przyporzagdkujmy jego skladowe — rzuty
skogne m, i m, na proste D, i D,, réwnoleglte do D, i D, odpowiednio.

Wniosek z lematu 8 gwarantuje, ze (aTd); =a;1b; (i=1,2).
Na prostyeh D, i D, jednakze, operacja T jest zwyezajnym doda“amem,
je$hi poczatek 0 traktowaé jako ich punkt wyrézniony.

Poniewaz kazdy punkt 77 jest jednoznacznie wyznaczony przez
skladowe, nietrudno sprawdzié¢, ze operacja T ma wszystkie wlasnosei
dzialania w grupie przemiennej.

Fakt, ze kazda prosta przechodzaea przez 0 stanowi podgrupe, jest
oczywisty. Z drugiej strony, kazdy wektor m daje sie przedstawié jed-
noznaeznie w postaei m = m, | my, IT jest wiee sumg prosta D, i D,.

Niech bedzie dana prosta D przechodzgca przez 0 i punkt aell.
Jefli a e D, to oczywidcie DT a = D. Oznaczmy, gdy a # D, przez D’
prosta réwnolegla do D i przechodzaca przez a. Kierunek 4 prostej prze-
chodzgcej przez 0 i a jest rézny od kierunku I. Rzutowanie wige ¢ pro-
stej D na D', rownolegle do 6 jest przeksztalceniem wzajemnie jedno-
snacznym D na D'. Dla kazdego zeD, (0, a, ¢(2), m) jest réwnoleglo-
bokiem, a wige ¢(x) = «7T a, czyli D' = ¢(D) = D+a.

Gdy natomiast dla dowolnej proste] I’ nie przechodzacej przez 0,
oznaczyé przez D prosta o tym samym kierunku przechodzaca przez 0,
to, jak widzieliémy, dla kazdego aeD’', D' = DT a.
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Uwaga. W powyzszym dowodzie nie korzystaliSmy ze struktury
porzadku, leecz jedynie ze struktury addytywnej prostych. Nie wiec
dziwnego, ze twierdzenie 3 pozostaje w mocy dla ,plaszezyzn® spelnia-
jacych aksjomat I, ktoryeh kazda prosta ma strukture przestrzeni jedno-
rodnej wyznaczonej przez grupe przemienng taks, ze dla dowolnego
a--a # 0. Struktury réznych prostych maja by¢ przy tym zwigzane aksjo-
matem IT b (patrz nizej)(5).

Jedli chcemy sie posunaé dalej i zbadaé strukture afiniezng I7, to
musimy skorzystaé juz z faktu, ze R jest uporzagdkowanym po archimede-
sowsku cialem. Przypomnimy na e¢zym polega porzadek archimedesowski:

Dla kazdej pary a, f lieczb > 0 istnieje liczba catkowita n > 0 taka,
ze na > f.

Bedziemy uzywaé nastepujacego sformulowania tej wlasnogei.

LEMAT 9. Oznaczmy przez Q zbior liczb wymiernych (@ < R). Niech
a bedzie liczbq wiekszq od zera, ¢ zas przeksztalceniem x— aw prostej R
na stebie. Kazde przeksztalcenie vy rosnace, tj. takie, ze (v < y) = (tp(a') <
< p(y)) identyozne z ¢ na Q jest identycane 2z ¢ na R.

Dowo6d. Przeksztaleenie p/a zbioru R w siebie jest rosngece i jest
tozsamoscia na . Niech z ¢ @, poniewaz y/a jest rosngce, wiec kazda liczba
wymierna znajduje si¢ na lewo od liczb « i v(x)/a, lub tez na prawo od
nich. Zadna liczba wymierna nie jest wiee zawarta pomiedzy « i y(z)/a.
Wynika stad, ze y(z)/a = x, gdyz w przeciwnym razie istnialaby liezba
catkowita ¢ > 0 taka, ze ¢|2z—y(x)/a] >1 i pewna liezba wymierna
postaci p/q musialaby byé zawarta pomiedzy « i y(z)/a.

Mnozenie przez skalary.

Definicja ktorg przyjmiemy opieraé si¢ bedzie na istnieniu struk-
tury wektorowej na kazdej prostej z wyrdéznionym poczatkiem.

DEFINICTA. Na plaszezyznie I7 z poczatkiem 0 okreflamy dla kaz-
dej liczby A, przeksztalcenie z — Az, przyjmujac:

1) 20 =0

2) gdy @ £ 0, to Az jest iloczynem x przez i w przestrzeni wekto-
rowej prostej D (0, z) z poczgtkiem 0.

WiasnoS§ei iloczynu skalarnego.

1) (A+p)e = lz+pux,

2) A(pz) = (Au)w,

3) 1'z = .

Dodajmy jeszeze, ze (—1)x = &', jest punktem symetryczﬁ'ym
do # wzgledem poczatku 0. .

Wiasnodel powyzsze wynikaja natychmiast z wlasnofei struktury
wektorowej na prostej D(0, ).

(®) Odsylacz do nietlumaczonej czedei tekstu (przyp. red.).

5
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W dalszym ciggu bedziemy korzystaé z nastepujacego lematu, ktory,
juk latwo sprawdzié, jest po prostu klasyeznym twierdzeniem Talesa.
Niech m, i m, oznaczaja jak poprzednio skladowe punktu m wzgledem
dwu przechodzgcych przez 0 prostych D, i D,.

LeMAT 10. Dla katdej liczby X e R ¢ dla kazdego x mamy: (Az), = Az,.

Udowodnimy najpierw nasz lemat przy zalozeniu, ze 1 jest wymierne:
dla kazdego ¢ calkowitego mamy (qu), = qu,, skad

(1 v) = 11}; i ostatecznie (ﬁm) = —?-xl.
q q qg N q

Rozpatrzmy obecnie przypadek ogélny. Gdy z ¢ (D,wD,) lemat jest
spelniony. Zalézmy wiee, ze x¢ D,vD, (jest to dokladnie przypadek
klasyeznego twierdzenia Talesa).

Mamy wtedy « 40 i «, # 0. Zorientujmy proste D(0,2) =D i
i D(0,2,) = D; w ten sposéb, Zeby 0 <z i 0 < z,.

Przeksztalcenie 1 — Az zbioru B w D jest rosngce, przeksztalcenie
m — m, prostej D w D, jest rowniez rosngce (wniosek 1 z aksjomatéow
I i II). Przeksztalcenie 4 — (dx), jest wiee réwniez rosngee i jego warto-
fei dla A wymiernych sg identyczne z warto§cianii przeksztalcenia rosng-
cego A — Ar,. Na moey wige lematu 9 (gdzie D, podstawiono w miejscu R),
przeksztalcenia te sa identyezne.

Wniosek. Prawdziwa jest tozsamo§é

4) MzTy) = ixT Ay dla wszelkich =, y ¢ IT.

Istotnie, 2(aT y) = (22T 9)y + (A@T ) = (o, T 2ys)+ (As T Ays) =

= M@, T 2)+ 4y, T ys) = 27T Ay.

TWIERDZENIE 4. Plaszezyzna IT z poczqtliem 0 dodawaniem 7T 4 mno-
zentem przez skalary rzeczywiste jest dwuwymiarowq przestrzeniq wekto-
rowq. Jej jednowymiarowymi podprzesirzeniami afinicznymi sq proste.

W istocie, proste D, i D, sa jednowymiarowymi podprzestrzeniami
wektorowymi i /7 jest ich suma prosta. Pozostala czeié tezy jest juz do-
wiedziona.

Wazne konsekwencje twierdzenia 4.

Mozemy odtad poslugiwaé si¢ przy badaniu plaszezyzny metodami
algebraicznymi. Wyliczymy kilka kierunkéw badan, w ktorych metody
te przynoszg znaczne uproszezenia:

1. Mozna rozpoczaé badanie przesunieé¢ okre§lonych jako przeksztal-
cenia postaci ¢ —» x4 a. Jest jasne jak sloniece, ze stanowig one grupe
izomorficzng z plaszezyzna 17T z wyréznionym poczatkiem.

.Mozna przy ich pomocy okre§lié poprawnie pojecie rownoleglosei
prostych zorientowanych i nastepnie kierunkéw zorientowanych.

2. Jednokladnosei « —» Az+a (gdzie A # 0) mozna bedzie badad
systematycznie, w sposoéb prosty i elegancki, a nie, jak to si¢ zwykle
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robi, przypadkowo i niezbyt $ci§le. Rzuca sie w oczy struktura grupowa
jednokladnosei, jej wazne podgrupy (A =1, 4 = +1, a = 0). Mozna bez
trudu znajdowaé Srodki jednokladnosei.

3. Definicja i wygodne badanie $rodkéw ciezkofei; dzialania na
zbiorach wypuklych.

4. Latwe dojécie do pojeé formy liniowej, funkeji afinieznej, prze-
ksztaleenia liniowego plaszezyzny.

5. Pojecie pola zorientowanego wyznaczonego przez pare wektorow
i okreélenie orientacji plaszczyzny.

Wektory swobodne i wzér Chaslesa.

Niech na II bedzie wyrézniony poczatek. Dla kazdyeh z,yell
istnieje dokladnie jedno przesuniecie plaszezyzny przeksztaleajace «
na y. Jest to przesuniecie 7,, gdzie a = y— . Fakt ten uzasadnia przy-
jecie nastepujacej, niezaleznej od wyboru poczatku, definicji:

Wektorem swobodnym o koneach x i y (oznaczenie :c;) nazywamy
przesuniecie plaszezyzny II przeprowadzajace x na y. W zbiorze wek-
tor6w swobodnych moma okreflié dzialanie dodawania, bedace po pro-
stu skladaniem przesunieé.

Nastepujacy wzor, zwany wzorem Chaslesa jest oczywisty:

—_—

By 8y = T1&o+ To®g+ oo+ Tp_1%n-

Pojecie wektora swobodnego wazne jest z tego wzgledu, ze pozwala
na wykonywanie rachunkdéw algebraicznych bez ustalania poezgtku na I7.

7. Definicja i wlasnosci iloczynu skalarnego. Wybierzmy w 17
poczatek 0. Tloczynem skalarnym wektorow x i y nazywamy liczbe rze-
czywista «-y okreflong jak nastepuje:

1) -y = 0, gdy co najmniej jeden z wektoréw x, y jest zerem,

2) gdy # 2 0 i y = 0, niech y’ oznaecza rzut prostopadly punktu y
na prostyg D(0, z). Przyjmujemy x-y = &-n' gdzie & i o’ oznaczajy odcigte
punktéw z i ¥’ na dowolnie zorientowanej prostej D (0, x) z poczatkiem 0.
(Zmiana orientacji prostej nie wplywa na zmiane znaku iloczynu.)

TWIERDZENIE 5. Przeksztalcenie (x,y) — x-y iloczynu kartezjariskiego
IITxII w R jest funkcjq dwuliniowq © symetryczng. Jest ono dodatnie w tym
sensie, ze & x >0 dla dowolnego z +# 0.

Dowé6d. 1. Przy ustalonym z przeksztalcenie y — z-y jest prze-
ksztalceniem liniowym. Jest to oczywiste, gdy = = 0. Jedli z # 0, to,
poniewaz rzutowanie y — y’ plaszezyzny IT na prosta D(0, ) jest liniowe
podobnie jak i przeksztalcenie y' — &-%’ prostej D(0,z) w R, przeksztal-
cenie y — x+y jest liniowe jako ich zlozenie.
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2. Pokazemy, ze z-y = y-x. Fakt ten.jest oczywisty, jesli jeden
z czynnikéw znika. W przeciwnym razie, poniewaz dla kazdego ska-
lara k¥ > 0 mamy naturalnie

ke-y = k(x-y) oraz - ky =k(z-y),

wystarezy udowodnié¢ te réwno§é przy zalozeniu d(0, ) = d(0,y) # 0.
Wowezas jednakze, na podstawie wniosku 3 z lematu 6, trojkat {0, «, y}
ma of symetrii przechodzaca przez 0. Symetria ta przeksztalca rzut ¥
na D(0,2) w rzut « na D(0,y), co dowodzi zadanej réwnoéei.

3. Z symetrii iloczynu wynika jego liniowo§é ze wzgledu na .

4. Dodatnioéé iloczynu jest natychmiastowa, dokladniej, dla kai-
dego z mamy

z ¢ = (d(0, z))2.

Kat i cosinus kata.

Wygodnie jest (choé nie jest to niezbedne), wprowadzi¢ na tym
etapie prymitywne pojecie kata (bez definicji rownofei katow, doda-
wania, i oezywiseie, miary) i cosinusa kata.

Katem nazywaé¢ bedziemy uporzadkowana pare pdélprostych maja-
eych wspolny poczatek. Wierzeholkiem kgqta nazywamy poczatek tych
polprostych.

Cosinus kate (D,, D,) o wierzcholku 0 definiujemy jak nastepuje:
Niech m bedzie punktem D, takim, ze d(0,m) = 1. Oznaczmy przez
m’ rzut m na prosta A, zawierajaca I),, za poczgtek 4, przyjmujemy 0
i orientujemy ja tak, ze D, = 0.

Przyjmujemy cos(D,, D,) = odcieta m na 4,.

Wiadomo, ze dla kazdego skalara k, mamy (km) = k-m’. Wynika
stad, ze oznaczajac przez |z|| i |ly| odpowiednio odleglosei d(0, x)
i d(0,y) mamy:

@y = |z || X lly [[cos(Dy, D)

dla dowolnyeh @ i y lezgeych na I, i D), odpowiednio.
Zachodzi oezywista rownosé

cos(Dy, D,) = cos(D,, D).
Ponadto, poniewaz rzutowanie ortogonalne zmniejsza odleglo$ei, mamy
leos(Dy, Dy)| < 1.

Rachunek na odleglogciach.

Kazde przesunigcie jest izometrig. Istotnie, poniewaz czworobok
(e, y,z+a,y+a) jest rownoleglobokiem, para (z,y) jest symetryczna
do pary (y-a,x+a) wzgledem pewnego punktu, mamy wiec

d(z,y) = d(z+a,y+a).
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W szezegélnosei d(z, y) = d(0,y—w), skad d*(z,y) = (y—2)(y—2).

Ostatnig réwno§é mozna zapisaé w postaci .

@z, y) =2-2—20y+yY,
lub, uzywajac ogélnie przyjetych dla tréjkata oznaczen
a* = bz—[—cz—%ccosﬁ.

Twierdzenie Pitagorasa otrzymujemy jako przypadek szezegblny
powyzszego, gdy proste D(0,z) i D(0,y) sa prostopadle.

Nie bedziemy badaé¢ dalej konsekwencji istnienia na plaszezyznie

okre§lonych wyzej struktur wektorowe] i metrycznej. Narzedzia do
wygodnego przeprowadzenia tych badan sa juz jednak zgromadzone.
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