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Rozwigzania zadan

. Obliczyé inf sup |ag-ta;24 a,2%, gdzie z 1 a; sq liczbami zespolo-
nymi. Zlail=1 [31=1 !

A. Pelezyiiski (Warszawa)

Oznaczmy szukang liczbe przez k. Wykazemy, e k = l,‘ﬁ

Niech bowiem |ay|+ la;|+ la,| = 1. Mozemy przyjaé, ie argument glowny
Arg a, liezby a, jest zerem, pnmewaa dla a; # 0 mamy

lui

a,la a,la
lag+ ay 24 ay2?] = [ eyt a2+ ay22| = |%H‘ L 2+ —Iﬁzg
@y 0 @
i Arg |a,| = 0. Otéz liczba
lalifa;,  jesli (1) —n < Arga,/a} < —n/2,
w=71lalla, jesli (2) —x/2<Argae,/al< /2,
la,| Jia,, jesli (3) ®/2 < Arga,/a} < =,
spelnia warunek |u| = 1 oraz dla p = Arga,u i y = Arga,u® mamy ¢ = =/21i 0 <
<wp<w/2 w przypadku (1), p =0 i —n/2 <y < n/2 w przypadku (2) oraz
p=—mw/2]1—7w[2 <y < 0w przypadku (3). A zatem odleglodé punktu 0 od kazdej

z trzech prostych przechodzacych przez dwa sposréd punktéw 1, ei®, €™ jest nie
mniejsza od odlegloéei, réwnej 1/¥2, punktu 0 od prostej przechodzacej przez
punkty 1, ¢ lub punkty 1, — 4. Ponadto punkt 0 nie lezy w trojkacie 4 o wierzchol-
kach w punktach 1, ¢ i ¢, skad wnosimy, ze odlegloéé punktu 0 od jakiegokolwiek
punktu p tréjkata A jest nie mniejsza od 1;‘!”5-, czyli I,-’l/§< |p|. Poniewaz jednak
lagl+ la, |+ |a,] = 1, wiee punkt

v = @yt @ u+ a,ud = |ay|+ |a,| €9+ |a,| et

lezy w tréjkacie A, a zatem 1)1 2 < [v]. 8tad wynika nieréwnodé 1;1/2 5 K
Niech teraz by = b, = } i b, = $6'™2. A wige |bg|+ [by|+[b;] = 1. Dla funkeji

R S R
mamy @’ () = — }sin20, skad wynika, ze @ przyjmuje swe wartosei najwieksze
w punktach 6 = nx, gdzie n =0, 1, +2,... Ale poniewas jest tez @(—x) =

= D(0) = D(r) = }, przeto D(B) < }, jeSli —n < 6 < =. Otéz wobee |z| = 1 mo-
zemy przyjaé z = ¢, gdzie —n < 0 < =. Otrzymu_]emy

[bo+ byz+ byt =V (6) < 1)V2,

a zatem musi byé k < 1/V2. Skoro jednak 1,“/2 < k, wiec réwnosé k = 1/V'2 zostala
udowodniona,

R. Jajte (Lédz)

16. Nie istnieje pzccwbnk (przestrzenny) o wszystkich Eqtach prostych i bokach
réwnych.

H. Steinhaus (Wroelaw)
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Przypuéémy, ze istnieje taki pieciobok ABCDO. Mozemy oczywifcie przyjaé,
ze dlugosé |AB| boku 4B, a wige réwniez diugosé pozostalych czterech bokéw, jest
réwna 1. Obierzmy w przestrzeni prostokatny uklad wspolrzednych xyz o poczatku
w punkecie O oraz taki, ze 4 = (1,0,0) i B= (1,1, 0). Wtedy punkt C lezy na kole

y=1, (@—12+2=1,
a punkt D — na kole
6 =0, yt2=1,
oraz mamy |BD| = |00| = V2. Wynika stad, ze punkt C musi byé jednym z punktow
C, = (1/2,1, —V3/2), C,=(1/2,1,V3/2),
a punkt D — jednym z punktow

D, = (0,12, —V3/2), D, = (0,1/2,V3/2),

1

¢o jest niemoiliwe, bo |CyDy] = |Cy D, = 1/V2 i |0, D, = |C, D] = V7/V2, pod-
eczas gdy |CD| = 1.
W. Morytko (Mikolow)

20. Dowieéé, ze istnieje mieskoviczenie wiele liczb naturalnyech m nieparzystych,
jako tes parzystych, dla kiérych liczba 22"+ 3 jest zlozonq.

W. Sierpinski (Warszawa)
Dla k =1,2,... mamy 3|22—1|2%—1, skad 6|2%*+!—2, zatem
" l 25_ 1 I 222k+1_z__ 1 ] 222k+1__ 22

a poniewaz T = 224+ 3, wigc mamy stad 712“2;””14—3. Liczby 222k+i+3 s3 dla

k=1,2,... wicksze od 7, zatem, bedas podzielne przez 7, sa zloZone.
Mamy tei 9]26—1]20F—1, skad 18|266+2— 2%, a zatem
19]218_ 1] g26k+2 92 4 |226k+2_ 92°

dla k =1,2, ... Poniewaz jednak 19 — 22+ 3, wige 19|22 +* 4 3. Lieaby 22213
sa dla k=1, 2,... wieksze od 19, zatem, bedac podzielne przez 19, sa zlozone.

W. Sierpinski (Warszawa)

21. Dowiesé, se kaéda z liczb ciqgu nieskonczonego
- 2
2t _g 92 g o2 _3 .
jest zlozonq.
W. Sierpitiski (Warszawa)

Do sformutowania zadania wkradla sie pomytka — pierwsza liczba z tego ciagu
jest réwna 13, a wige jest pierwsza. Udowodnimy, ze jest ona jedyna liczba pierwszg

2
w podanym ciggu. W tym celu oznaczmy wyrazy ciagu 22*, 92*" .. odpowiednio
przez a,, @, ... Jest oczywiscie ap 3 =2 dla n=1,2,... Wykazemy najpierw,
ze dla kazdego n = 1, 2, ... istnieje liczba calkowita va > 0 taka, ze ap, = 624v,+ 16.
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Zachodzi to dla # = 1 przy v, = 0. Przypuéémy zatem, ze zachodzi dla n = m.
Wtedy na mocy malego twierdzenia Fermata liczba

Bm+12_4_ 1 = 29m—%_ 1 — 9624vp,+12__ | 212(520y, 1) __ 1

Jjest podzielna przez 3 i 13, a wige i przez ich iloczyn 39. Istnieje przeto liczba ealko-
wita vmy1 > 0 taka, 28 am;12=*— 1 = 39vm,1, skad po przemnozeniu obydwu stron
przez 16 otrzymujemy am.y 1 = 624vp41-+ 16.
Tak wige wyrazy ciagu podanego w zadaniu sa postaci 624v,+ 16 —3 =
= 13(48v,+ 1), czyli sa podzielne przez 13 i poczawszy od drugiego wieksze od 13,
a wiece zlozone.
A. Makowski (Warszawa)
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