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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XVI (1973)

JAN MikusiNsk1 (Katowice)

Stala Eulera

W dobie wspélczesnego, spontanicznego rozwoju matematyki, kiedy juz nie
tylko twierdzenia, ale i nowe teorie powstaja jak grzyby po deszczu, a redakcje
czasopism matematycznych nie moga uporaé si¢ z nawalem naplywajacych prac,
przypominanie stalej Eulera, ktéra zostala odkryta okoto 250 lat temu, moze si¢
wydawac anachronizmem. Tak jednak nie jest, a to z dwéch powoddw. Po pierwsze
dlatego, Ze nie wszystkie zagadnienia jej dotyczace zostaly rozwigzane. Nikomu
nie udalo si¢ rozstrzygna¢, czy ta liczba jest niewymierna, i chyba mozna powie-
dzie¢, ze rozwiazanie tego problemu jest trudniejsze niZ tworzenie nowych teorii.
Po drugie, stala Eulera odnajdujemy w coraz to nowych powiazaniach. Na przyklad
teoria dystrybucyj pozwala rozwijaé w szeregi lub transformowaé funkcje, ktére
w klasycznym ujeciu nie byly rozwijalne czy transformowalne i przy tym nie
raz zjawia si¢ stala Eulera, jak to zobaczymy w koficowe]j czgéci tego artykutu.

Fakty zebrane w tym artykule sa przewaznie znane, lecz ich opracowanie
jest oryginalne i dostosowane do poziomu czytelnika znajacego tylko poczatki
analizy matematycznej. Pewne dowody i twierdzenia sa nowe, np. rozwiniecie 1/|x|
w szereg Hermite’a.

Stata Eulera C definiujemy zwykle jako granice

a C =Ilim (i +...4 '1— -lnn).
oo\ 1 n

Aby stwierdzi¢ poprawno$¢ tej definicji, musimy udowodnié, ze ciag

1 1

o,=—+...+——Inn
1 n

n
jest zbiezny. MoZna napisaé
o, =a;+...4a,_,+1/n,

1
gdzie a, = — +Iny—In(v-+1), poniewaz przy sumowaniu poSrednie logarytmy si¢
ZNO0SZ3. '
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Na rys. 1 linia krzywa jest wykresem funkcji y = 1/x. Na linii tej lezg wierz-
chotki zakreskowanych prostokatéw Py, P,, Ps,... Jest widoczne, Ze suma pol
tych prostokatéw wynosi 1; gdyby bowiem przesungé je poziomo do kwadratu
K, to wypehilyby caly kwadrat. Latwo zauwazy¢, ze czg$¢ prostokata P, polozona
nad krzywa ma pole ;o

1 v+1 dx

Pl T
‘ i L 4
Stad wynika, ze a, > 0 i ze suma a,+...+a,_, jest zawarta w sumie pél prosto-
katéw Py, P,, ..., a wiec jest mniejsza niz 1. Dowodzi to zbieznosci ciagu o, do
granicy mniejszej niz 1. Udowodniliémy w ten sposéb, Ze definicja (1) jest poprawna,
a jednocze$nie znaleZliSmy oszacowanie: C < 1.
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Rys. 1

Latwo tez oszacowaé C od dolu. Wystarczy w tym celu zauwazy¢, ze krzywa
vy = 1/x jest wypukla i wskutek tego czeéci prostokatow lezace ponad nia sa wigksze
od polowy prostokatéw. Stad: C > 0,5. Mamy wiec nieréwnosci

05<C<1.
Znany jest ze szkoly wzor na sume » kolejnych liczb naturalnych

| 1+4...4n = 1n2+1n.

Troch¢ mniej znany jest wzor
124, +n? = ind+in?+in.

Wyprowadzimy wzdr ogdlny na sumg p-tych potgg
)] . 174, 40 = f,(n).
W szczegdlnoéci mamy

©) film) = %nﬂ—%n oraz fo(n) = %n3+§n2+%n,
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]
Pokazemy, jak mozna znalez¢ f, +1(n), gdy znamy f,(n). W ten sposob bedzie-
my mogli wyznaczy¢ wszystkie funkcje f,(n) przez indukcje. Z (2) wynika

fp(n)—j;,(n—l) = nP.

Przypuéémy, ze znamy funkcje £,(x) okreslona i ciagla dla wszystkich rzeczywistych
x, taka ze

" ) —f(x—1) = xP.
Calkujac t¢ réwno$¢ od 0 do x, znajdujemy

p+1

pt+1’

J Al Of £ —1)dt =

czyli po zmianie zmiennej w drugiej ci*g}ce i odpowiednim polgczeniu calek

p+1

v ijj,(t)dt—- fﬁ(t)dt= i
-1

p+1-

x=1

Podstawiajagc w tej réwnosci kolejno x = 1, ..., n i sumujac, otrzymujemy po po-
mnozeniu przez p-+1

G+ [£,()dt-+B,n= 1741 Pt
0

gdzie
(1]
B, = —(p+1) [f()dt.
.o =1
Wobec tego mamy wzér rekurencyjny "

for @) = (p+1) [ £,()dt4-B,.n.

Wida¢ z tego wzoru, ze jezeli f,(n) jest wielomianem stopnia p-+1 wzgledem
n, to f,,1(n) jest wielomianem stopnia p+2 wzgledem n. Co wiecej, wyrazy tego
wielomianu mozna od razu kolejno wypisywa¢, wykonujac w mysli latwe catkowa-
nie i mnoZenie przez p-1. Tylko ostatniego wyrazu nie mozemy w ten sposdb
otrzyma¢€. Ale za to mozemy go tatwo znaleZ¢, podstawiajac za n szczegdlng war-
to$¢ 1. Na przyklad z pierwszego z wzoréw (3) znajdujemy w ten sposdb najpierw

fo(n) = 3n*+-in*+-B,n,
a n~astt;pnie podstawiajac n = 1,
l == %’*’%"‘]"Bz.

Stad B, =} zgodnie z drugim z wzoréw (3).
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‘Dalej znajdujemy w podobny sposéb

fa(n) = 3n*+3n*+in?,

f4(n) — _J._n5+1n4_l_1n3_ lon’

fs(®) —-—n —I— >n* ——n ,

Je(@®) ""7'” +; 6+1 ® 6” +42_n’
fa(n) = n7+12n _24n énz’

1.8 2.3 1
fs(”)=9 9‘1‘5 +3 13 +7n —37

Wspétczynniki B, przy pierwszych potegach n nazywaja si¢ liczbami Bernouil-
liego. Mamy w szczegolnosci

— 1 =1 = L = L —
B =3, By=g5 Bi=-—35. Bs=35 Bs=—355 -
B3=B5=B7=...=O.

Mozna udowodnié, Ze poczawszy od n = 3 wszystkle liczby Bernouﬂhego o wskaz-
nikach nieparzystych sa réwne 0.

Przy wyprowadzaniu powyZszych wzoréw stosowaliSmy rachunek catkowy.
Warto zwréci¢ uwage na to, ze calka z wielomianéw daje si¢ zdefiniowaé czysto
algebraicznie. Wskutek tego cale rozumowanie mozna by zalgebraizowaé i wyeli-
minowac z niego rachunek catkowy. Tego jednak nie oplaca sig¢ robi¢ ze wzgledéw
praktycznych. Korzystajac bowiem z algorytméw rachunku calkowego otrzyma-
lisimy wzory w sposob szybki i latwy do zapamigtania.

Stosujac t¢ sama metode znajdujemy przez indukcje

S SN LA | \ .
f,(n) = PN + +— > Bz( )nl’—i_l_ + B (p 1)" przy p parzystym,
p+1 n? 1 ot » ,
hoy ="t +2Bz()n +.. +——— (p 2)n

przy n nieparzystym.
Napiszmy, niezaleznie od parzystosci czy nieparzystosci p,

r+1 n?

1 1
pit Tt ) g

4 b,(n) =

Wyrazenie po prawej stronie réwnosci tylko pozornie jest szeregiem nieskorniczo-

nym, albowiem (Z) =0 dla k > p. Stad wynika, ze B,(n) sa wielomianami. Wida¢,

ze b,(0) = , oraz ze

(s e
) 17...+n” = —b,(0)-+b,(n).
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Dalsze rozwazania maja na razie charakter heurystyczny. Gdy p nie jest liczba
naturalng, to szereg (4) staje si¢ prawdziwym szeregiem nieskoficzonym, poniewaz
wyrazy (Z) wtedy nie znikaja. Ponadto, gdy p = —1, to wyraz n?*Y/(p-+1) traci
sens, bo w mianowniku pojawia si¢ 0. Postluzmy si¢ jednak analogia z catkami:
fxPdx = x?*1[(p+1) dla p = —1, [x~'dx = Inx. Widaé, ze 1zecza naturalng be-
dzie zastapi¢ pierwszy wyraz szeregu przez lnn. Biorac jeszcze pod uwage, ze dla
nieparzystych & jest ( ;1) = —1, napiszmy

1 1 1 1 1
b_y(n)=Ihnt-———B)~—~— ——B,——...
1) ton 3t TP
Przez analogi¢ z wzorem (5) napiszmy dalej

1 1 1 1 1 1 1

—+.ob —= —b,(0)+1 — ——B; ———B, ——..,

Tt +n "()+nn+2n 2 2nr 4 *nt
Przenoszac Inn na lewa strong i przechodzac do granicy przy # — oo, otrzymujemy
formalnie: C = —b,(0). Wobec tego mamy

1 1.1
="'+ +——1 -'Inn+“—+ B2 +4B4";12"+H-,
czyli uwzgledniajac wartosci B, = B4 = —33, By = 42, By = "?!6’ ,
1 1 1 1
(6) C——-+ +-————-—lnn+ -+ — + - +...

12 120n* ° 25215  240m®

Otrzymaliémy w ten sposob, nie bardzo zreszty troszczac si¢ o $cisto$é rozu-
mowania, wz¢r bardzo stary, znany juz Eulerowi, a za to mniej znany wspolczes-
nym matematykom. Wzor ten §wietnie nadaje si¢ do obliczania liczbowej warto$ci
C z dowolng dokladnos$cig. W ciagu kilku minut mozna sprawdzié, ze

1
- —— ~2,879801.
—I— + + + 1200 R
Ponadto wiemy, ze In10 a 2,302585. Obliczajac réznice tych liczb znajdujemy przy-
blizona wartos¢

C ~ 0,577216.

Pierwszy z wyrazéw szeregu (6), ktére w tym obliczeniu zostaly odrzucone,
wynosi 1/1200000 i wobec tego mozna przypuszczaé, ze popelniony blad jest mniej-
szy od tej warto$ci. Istnieje bowiem twierdzenie, Ze jeZeli wyrazy pewnego szeregu
malejg i s3 na przemian dodatnie i ujemne, to blad sumowania czesciowego jest
zawsze mniejszy od pierwszego wyrazu odrzuconego. W naszym jednak przypadku
wzlr (6) zostal znaleziony wigcej na wyczucie i przez pewne analogie niz przez
Sciste rozumowanie, i dlatego nie tylko nie wiemy czy réwno$¢ jest prawdziwa,
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ale nawet nic nie mozemy powiedzie¢ o zbieznosci rozwazanego szeregu. Otoz
okazuje sig, Ze szereg (6) jest tylko pozornie zbiezmy i wyrazy jego tylko poczatkowo
szybko maleja, potem jednak zaczynaja bardzo szybko rosnac i, jak to mozna udo-
wodnié, rosna szybciej niz jakikolwiek szereg geometryczny.

Tym dziwniejszy wydaje si¢ wiec fakt, ze znalezione przez nas przybliZzenie
liczbowe 0,577216, a takze oszacowanie bledu przez liczbe 1/1200000, oparte tylko
na analogii z szeregami zbieznymi, sa poprawne. Uzasadnieniem tego faktu chce-
my si¢ teraz zajac.

WprowadZmy oznaczenie

1 1
up(x) = —

X (x+1)F

i przypusémy, ze dla k = p—1 i k = p zachodzi nieréwno$¢

7 (=DF! ( +Byus(X)+...FBytiyy 1 ()] >0 dla x> 1.

Niech

1 1 1 1 1
= e ————"‘—I — —— e ——————e
® =gt T T g B g bt By o

Wtedy

n+1 1 2p—2
n 2n 2(n+1)+w ua (). +

Vo })n-}- 1 = In u2p——2 (n)

:f( x2(.7€-H)2 + Btz (%) +.. +B2p~2“2p—1(x))dx

Stad mamy

0 < (=D (¥p—Vna1)

na podstawie zalozenia, Ze (7) zachodzi dla k = p—1. Z zaloZenia za$, ze (7) za-
chodzi dla k = p, wynika
~ " dx

(=D Y= Vup1) < (— l)pB2pf u2p—1(x)dx = (—])pf 21

n n

i wobec tego
0< (—l)p(yn_yn-i-r) = (_1)p[(yn—yn+1)+'°'+(yn+r-—l~yn+r)]'
Z (8) wida¢, ze y,— C. Przechodzac do granicy z r — oo, otrzymujemy wiec

0 < (= 1Y(3,—C) < (—1)*~B,, f xd_’i._*(__l)p- ip nL
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UdowodniliSmy wigc, Ze przy zalozeniu nieréwnosci (7) dla k=p—1 i k=p
wyrazenie (8) przybliza stata C z dokladno$cia wieksza niz
1 1

~ IBZpI ;Ez;—’

2p
Latwo sprawdzié, ze dla k = 1 i k = 2 lewa strona wzoru (7) réwna si¢ odpo-
wiednio
1 5x%+45x-+1
———  oraz —————
3x3(x4-1)3 6x°(x+-1)%°

a wigc nieréwnos¢ (7) jest prawdziwa. Dowodzi to, Ze biorac za C wyraZenie

Lot L1
— +... — — 4 —— —Inn,
1 n—1  2n 1oz "

popelniamy blad mniejszy niz 1/120n*. Nasze poprzednie obliczenie i oszacowanie -
przyblizonej wartosci C jest wigc w pelni uzasadnione. Biorac n do$¢ duze, mozna
przynajmniej teoretycznie obliczyé C z dowolng dokladnoscia.

Autor tego artykutu stwierdzit, Ze (7) zachodzi takze dla k = 3 i k = 4. Spraw-
dzenie nie jest trudne, polega bowiem na sprowadzeniu lewej strony nieréwnosci
do wspdlnego mianownika i stwierdzeniu, Ze wszystkie wspoOlczynniki wielomianu
w liczniku sg nieujemne. Czy tak bedzie dla wszystkich naturalnych k, nie wiadomo.

Na innej drodze mozna udowodni¢ (badajac reszte tzw. wzoru Eulera-Mac-
laurina), Ze wzor (6) daje zawsze blad mniejszy od pierwszego wyrazu odrzuconego.
Zauwazmy jednak, Ze z tego faktu nie wynika jeszcze nieréwnoéé (7), ktérej praw-
dziwo$¢ dla kazdego k pozostaje wobec tego nieudowodniona.

Przedstawiony wyzej sposdb jest najszybszym sposobem obliczania liczby C
z duzg dokladnodcia. Istnieja tez inne sposoby, na przykiad przedstawienie C w po-
staci catki. Rézne wzory catkowe mozna otrzymaé dla liczby C. Wychodzac z po-
danej wyzej definicji, najlatwiej otrzymuje si¢ wzor

1
' 1 1
9 C= f —t—)dr.
2 (l—t + lnt)
0
W tym celu korzystamy z elementarnego wzoru na sume¢ postepu geometrycznego

n

e e STRE B L s I @t #1,x>0).

Calkujemy obie strony wzglgdem ¢ w granicach od 0 do 1. Otrzymujemy w ten
sposéb

1
1 1 1—"
+.o4 =ft" dt,
(]
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Gdy x dazy do 0, otrzymujemy stgd w granicy

Odejmujac obie réwnosci stronami znajdujemy

1
1 1 1 1 1—
- - — = | (1—¢ dt.
(1 1+x)+ +(n n—[—x) ‘Of( )l—t
Calkujemy teraz obie strony wzglgdem x od 0 do 1. Po prawej stronie mozemy
odwrdci¢ kolejnoé¢ catkowania, poniewaz catkowane funkcje sa nieujemne, wigc

1
1 —gm
d:fl—z dx.
= [a-as

1 1 1 -
(—- —ln2) + (—+ln2—ln3)+...+(-—+lnn—ln(n+1)) - f
1 2 n g

Stad po przeksztalceniu lewej strony i obliczeniu calki wewnetrznej:
1
1 1 n 1 1
oot — —lnnt —=f 1=t [+ —)ar.
1+ +n nn—}-nn_H o( ”)(1—t+lnt)
Gdy n—> oo, to pierwszy czynnik pod znakiem calki dazy monotonicznie do 1,
i wobec tego w granicy otrzymujemy wzor (9).

Podstawiajac w (9) ¢ = e™* i rozbijajac catke¢ na dwie, mozemy napisaé C =
= A-B, gdzie

Sumujac 4 i B znajdujemy

1 (o]

1—e™® e ¥
(10) C= f du— f du.
u u
. 0 1

W ten sposéb otrzymali$my stata Eulera w postaci réznicy dwoch calek. Jest rzecza
ciekawa, ze zachodzi takze wzor

' 1 i o0
(11) C'———f cosudu__f cosu du,
u
Q 1

u
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A wigc w rozwazanym przypadku mozna zastapié e™* przez cosu, co na ogdt rzadko
si¢ zdarza. Réwno§¢ wyrazen (10) i (11) mozna wykazaé, rozwazajac wyraZenie
ogdlniejsze niz (11):

1 0
1—cost t -
(12) U(s) = f oot 2B gy f L4 (5> 0).
J t , t
Mamy wtedy

1 -] 0

1
U'(s) = —fe“”(l—cost)dt—l—f e~ *costdt =f e"“dt—~fe"“costdt
1] 1 (4] o]
e 1 s
s s 41

Stad wynika, Ze

 \ U(s)=-f e; dutIns—InVs?+1+K,
0

gdzie K jest stala. Mozna ja ldatwo wyznaczyé, przechodzac z (12) do granicy przy
s —> oo. Wtedy otrzymujemy bowiem U(oo) = 0, co dowodzi, ze K = 0.
Wobec tego
L] 1 1 - ] '

T du o d du -
U(s) =ff—du—f—-—1m/s2+1 - —f(l—e-v)_’-‘+f P Y

u u u u

s s 1

s

Przechodzac do granicy z s — 0 i majac na uwadze wzor (12) dochodzimy do réw-
nosci wyrazen (10) i (11) )
Zauwazmy jeszcze, Ze wykonujac w obydwu catkach wzoru (10) catkowanie
przez czgsci i lgczac nastgpnie catki w jedna, znajdujemy z latwoscia
[ }

(13) C= -—f e~'Int dt.
0

Istnieje jeszcze wiele innych wzoréw catkowych dla C, lecz wzér (13) jest szczegdl-
nie interesujacy, gdyz nie wystepuja w nim Zadne réznice, jest to po prostu calka
z iloczynu dwéch funkceyj elementarnych, wykladniczej i logarytmicznej. Ponadto
wzor (13) wiaze stala C z funkcja gamma Eulera

[+

I'p) = f e~ P=1dr,
o]
Istotnie, mamy

o

I"(p) = [ e~* it dt,
0
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a stad znajdujemy, podstawiajac p =1,

I"(1) = —C.
Transformacja Fouriera
F(e) = [ gt)dr

jest jedna z najwazniejszych transformacyj w analizie matematycznej. W klasycz-
nym ujeciu jej zakres stosowalno$ci jest ograniczony przez zbiezno$¢ wystepujacej
w niej calki. Na przyklad dla g(¢) = 1/|t| calka jest rozbiezna w punkcie ¢ = 0.
Dopiero teoria dystrybucyj pozwolila znacznie rozszerzy¢ zakres stosowalnoSci.
Tym si¢ tez tlumaczy, Ze stosunkowo pdzno zostata znaleziona transformata Fou-
riera dla 1/|x|; podali ja Gelfand i Szytow w swojej ksiazce O6obwennvie @ynxyuu
u Oeiicmeus Hao numu (Moskwa 1959). Wynosi ona

1
F (——w) = —In|x|—C.
||

A wigc znowu spotykamy si¢ ze stala Eulera. Dowodu powyZszego wzoru nie be-
dziemy przytaczali, poniewaz musieliby§my za glgboko wnika¢ w teori¢ dystrybu-
cyj. Wspomnimy natomiast o jeszcze jednym powigzaniu stalej C, réwniez uzyska-
nemu dzieki teorii dystrybucyj. W teorii tej zbiezne sa rézne szeregi, ktére sa roz-
biezne w sensie analizy klasycznej. Rozpatrzymy to na przykladzie szeregu Her-
mite’a, Wiclomiany Hermite’a mozna okreslié rekurencyjnie wzorami

Hy=1, Hy=2x, .. H

w1 = XH,—nH, .

Znajdujemy stad z tatwoScia
H,=x*—1, Hy=x*-3x, H,=x*-6x>+3, H;=x"—10x*+6x,..,

Funkcje Hermite’a okre§lamy wzorem
—1x2

() = 7—— H,(x).

. V2rVn!

Wspdlczynnik przy H,(x) jest tak dobrany, Ze [ hj(x)dx = 1. Szereg Hermite’a

’

D a,h ()
n==0

moze byé zbiezny lub rozbiezny w zalezno$ci od wspdlczynnikow a,. Czy mozna
te wspolczynniki dobraé tak, Zzeby szereg byl zbiezny do 1/|x|? Odpowiedz jest
negatywna, gdy zbiezno$§é rozumiemy w sensie klasycznym, a pozytywna, gdy zbiez-
no$é rozumiemy w sensie dystrybucyjnym. Wtedy znajdujemy nastepujace wspol-
czynniki

(14 a,= —zjl—:_— [(In4—C)a,+48,1
V2xVn!
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gdzie a, 1 B, sa liczbami catkowitymi, réwnymi O dla n nieparzystych i okreslonymi
wzorami rekurencyjnymi dla n parzystych:

a =1, ay=-—1, a, ,+a,—nn—1a,,=0,

/30 = 03 ﬂz == 1, ﬂn+2+ﬁn'—n(n_l)ﬂ —2 = __(_1)7:/21 * 3("“1)
A wigc jeszcze raz spotykamy si¢ ze stala C. Fakt, ze szereg (14) jest zbiezny dy-
strybucyjnie do 1/|x]. nie wyklucza mozliwosci, Ze jest on zbiezny w poszczegblnych
punktach takze w zwyczajnym sensie. Ale w jakich, nie wiadomo. Wzér (14) roz-
bija tez funkcj¢ 1/|x| w sposéb naturalny na sume¢ dwéch funkceyj, z ktérych jedna
Jjest zwigzana ze wspolczynnikami e, a druga z f,. Jakie sa to funkcje, nie wiado-
mo. Ponizej podajemy tabelk¢ poczatkowych wartodci liczb a, i f,:

n |0 24 6 8 10 12
a0, |1 —1 3 —15 105 —945 10395
B, |0 10 9 6 393 1002

Ostatnie dwa przyklady rzucaja korzystne $wiatlo na teorig dystrybucyj. Daja
one nowe jej powigzania z zagadnieniami klasycznymi i stwarzaja nowe naturalne
zagadnienia. Im wigcej powiazan, tym teoria jest ciekawsza.

(Przyklad rozwinigcia 1/|x| w szereg Hermite’a zostal opracowany w Pracowni
Matematycznej Centrum Badan Naukowych w wojewddztwie katowickim i dotad
nie byt publikowany. Kornicowe obliczenia przeprowadzila mgr Sabina Lewandow-
ska.)



