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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO.
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XVI (1973)

Marek Kuczma (Katowice)

Roévwnania funkcyjne w teorii proceséw stochastycznych *

1. Tytut tego referatu obiecuje wigcej niz bytbym w stanie spetni¢. Nie sposob
wyczerpaé tak obszernego zagadnienia w jednogodzinnym odczycie. W istocie
chcialbym tutaj przedstawié kilka twierdzefi z teorii rozwigzafi monotonicznych
i rozwigzan wypuklych liniowych réwnaf funkcyjnych o jednej zmiennej oraz wska-
za¢ na pewne ich zastosowania w teorii procesu Galtona-Watsona.

W dalszym ciagu f(x) bedzie stale oznacza¢ funkcje ciggla i $ciSle monotonicz-
na w pewnym przedziale [0, @), ¢ < oo, spelniajaca warunek

0<fx)<x w (0,a).

Stad wynika, ze O jest punktem statym funkcji /% f(0) = 0.
Rozwazmy liniowe jednorodne réwnanie funkcyjne z funkcja niewiadoma ¢:

o e[f(x)] = g(x)p(x).
Nastepujace twierdzenie (por. [9], [1], [13], [21]) lezy u podstaw teorii rozwigzan

monotonicznych i rozwiazan wypuklych réwnan funkcyjnych o jednej zmiennej.

TWIERDZENE 1. Jezeli Jfunkcja g jest dodatnia i monotoniczna w przedziale (0, a)
oraz spelnia warunek limg(x) = 1, to réwnanie (1) ma w (0, a) dokladnie jednopa-

x—>»0
rametrowq rodzing rozwiqzan monotonicznych. Rozwiqzania te dane sq wzorem
(s}
n
X,
@ o) —c [ [ELE 4 0,0,

L1 grmen

gdzie c jest parametrem, zas$ xo jest dowolnie ustalonym punktem przedzialu (0, a)s
a f" oznacza n-tq iterate funkcji f.

Zauwaimy, zZe twierdzenie to orzeka zaréwno o jednoznacznofci, jak i o istnie-
niu rozwiazan, a wigc w szczegdlnoSci gwarantuje zbiezno$é iloczynu wystepuja-
cego we wzorze (2). Jednoznaczno$C jest zagwarantowana przez warunek mono-

* Referat wygloszony na XI Zjezdzie Matematykow Polskich w Lublinie dnia 18 wrzeé$nia
1972 r. ' '
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toniczno$ci ¢; bez tego zalozenia réwnanie (1) ma w (0, @) znacznie obszerniejsza
rodzine rozwigzan, cz¢sto nawet bardzo regularnych. Np. réwnanie

€)) . ¢(3x) = ¢(x)
(gdzie f(x) = $x, g(x) = 1,a = o0) ma ogdlne rozwigzanie postaci '
| (P(X) = u(IOgZx)3 X € (O’ OO),

gdzie u jest dowolna funkcja okresowa o okresie 1. Jak widzimy, nawet rozwiaza-
nia analityczne réwnania (3) zaleza od dowolnej funkcji (okresowej) u, podczas
gdy jedynymi rozwiazaniami monotonicznymi sa funkcje stale.

Szczegdlnym przypadkiem réwnania (1) jest tzw. rownanie Schrédera

©) tp[f(x)] = mp(x),

gdzie m jest stala. WazZne to rownanie wystgpuje w wielu zagadnieniach matema-
tycznych jako réwnanie linearyzacji. Jezeli mianowicie szukamy (krzywoliniowej)
zmiany wspotrzednych

&) X=9x), ¥y=9¢0@

tak, by kfzywa y = f(x) przeszla w prosta y’ = mx’, to okazuje si¢, ze funkcja ¢
wystepujaca w (5) musi spelniaé rownanie (4). Z tego powodu réownanie to (a raczej
jego wielowymiarowy analogon) odgrywa wazna role w teorii réwnan rdézniczko-
wych, gdzie jest uzywane do transformowania ukladéw nieliniowych w uklady
liniowe. Idee te, pochodzace jeszcze od Poincarégo, byly w nowszych czasach rozwi-
jane m.in. przez S. Sternberga (por. [13]). Ponadto réwnanie (4) wystgpuje wlasnie
w teorii proces6w stochastycznych, a takze ma podstawowe znaczenie dla teorii
iteracji ciggiych.

Odnotujmy tutaj nastgpujgce twierdzenie dotyczace rownania (4) (por. [11],
[13], [21D).

TWIERDZENIE 2. Jezeli funkcja f(x)[x jest monotoniczna w (0, a), a ponadto

O =lmf(x))x=m, 0<m<I1,

to réwnanie (4) ma w (0, @) dokladnie jednoparametrowq rodzing takich rozwiqzan
@, ze funkcja @(x)/x jest monotoniczna w (0, a). Rozwiqzania te dane sq wzorem

(6 ¢(x) = clim f"(x)/f"(x0), x€(0,a),

gdzie ¢ jest parametrem, za$ x, jest dowolnie ustalonym punktem przedzialu (0, a).
Twierdzenie 2 sprowadza si¢ do twierdzenia 1 przez wprowadzenie nowej
funkcji g*(x) = @(x)/x.
Wz6r (6) byl po raz pierwszy uzyty przez Szekeresa [20] i zastapit mniej ogélny,
klasyczny wzér ([7]; por. tez [13])
O] p(x) = climm™"f"(x), x¢€(0,q).

n-—>00
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Jezeli obie granice istniejg (rézne od zera i mieskonczonosci), to_rodziny funkcji
(6) i (7) sa identyczne. Nastgpujace twierdzenie Seunety [17] (por. tez [21]) mdwi,
kiedy moina w twierdzeniu 2 wzor (6) zastapié przez (7).

TWIERDZENIE 3. Pod zalozeniami twierdzenia 2 granica lim m™"f"(x) zawsze
n—0

istnieje w tym sensie, ze jest albo dodatnia i skoviczona w (0, a), albo jest niesko#-
czona w (0, a), albo jest identycznie réwna zeru w (0, a). Granica ta jest skoriczona
(i wtedy rodziny funkcji (6) i (7) sq identyczne) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezna jest
calka

é
[ uem
5 X

gdzie 6 jest dowoinq liczbq z przedziatu (0, a).

Innym waznym réwnaniem funkcyjnym o jednej zmiennej jest tzw. réwnanie
Abela

® PLI] = p()+1.

Podobnie jak réwnanie Schrodera, wystepuje ono w procesie linearyzacji, gdy chce-
my, aby transformacja (5) przeksztalcila krzywa y = f(x) w prosta y' = x'-+1.

Nastegpujace twierdzenie ([12]; por. tez [13], [21]) orzeka o istnieniu i jedno-
znaczno$ci rozwigzan wypuklych réwnania (8).

TWIERDZENIE 4. Jezeli funkcja f(x) jest wklesia w przedziale (0, a) oraz

S0 =limf(x)/x =1,

x—>0

to réwnanie (8) ma w (0, @) dokladnie jednoparametrowq rodzing rozwiqzan wypuktych.
Rozwiqzania te dane sq wzorem

_ o ST —=f"(%0)
9) p(x) = "lgg T ) ")

+c, x€(0,a),

gdzie c jest parametrem, zas x, jest dowolnie ustalonym punktem przedziatu (0, a):

Algorytm (9) pochodzi od Lévy’ego [14].

Réwniez twierdzenie 4 mozna wyprowadzié z twierdzenia 1, a raczej z mocniej-
szej jego wersji, w ktérej réwnanie rozpatrywane jest prawie wszedzie w (0, a)
(por. [10], [19]). Wystarczy w tym celu zrézniczkowaé réwnanie (8).

Zauwazmy, Ze réwnanie (8) jest znacznie subtelniejsze niz rdwnanie (4) i moina
si¢ nim postuzyé w trudniejszym przypadku, gdy pochodna funkcji f w zerze wynosi
1, kiedy to réwnanie (4) zawodzi. Zauwazmy tez, ze kazde rozwigzanie réwnania
(8) musi stawac si¢ nieskonczone w zerze. Dlatego nie mozna uzyskiwa¢ jednoznacz-
nosci rozwigzan réwnania (8) przez Zzadanie odpowiedniej regularnoéci rozwigzan
w zerze (jak to jest mozliwe w przypadku réwnania Schrédera; por. [10], [13]).
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2. Proces Galtona-Watsona, podstawowy model teorii tzw. proceséw kaska-
dowych lub galazkowych, byl po raz pierwszy rozpatrywany przez uczonych angiel-
skich F. Galtona i H. W. Watsona, mniej wiecej sto lat temu, w zwiazku z naste-
pujacym zagadnieniem ([3}, [21]). Zaobserwowano, Ze liczne nazwiska wielkich
i potgznych niegdy$ rodéw staja si¢ rzadkie lub zgola zanikaja. Tlumaczono to
tym, Ze wzrost potegi i bogactwa poszczegélnych rodow, a co za tym idzie wzrost
dobrobytu i sprawnoéci intelektualnej, pociaga za soba spadek plodnoSci. Jednakze
poglad ten spotkatl si¢ z zarzutem, Ze wniosek taki jest by¢ moze zbyt pochopny;
zawsze moze si¢ zdarzy¢, Ze dany réd wymrze z tych czy innych losowych powoddéw
i aby méc sformulowadé jakie§ wnioski trzeba wpierw wiedzie¢, jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze jakikolwiek rod wymrze. Prowadzi to do nastgpujacego problemu.

Niech p;, j=0,1,2,..., bedzie prawdopodobiedstwem, Ze mezezyzna ma j
synéw i niech te same wartosci okre$laja dla kazdego z tych synéw prawdopodobien-
stwo posiadania j me¢skich potomkdw. Jakie jest prawdopodobienistwo, Ze réd za-
poczatkowany przez wyjSciowego ,,prarodzica” wymrze; i ogdlniej, jaki jest roz-
klad prawdopodobiefistwa liczebnosci n-tej generacji?

Zauwazmy, ze liczg si¢ tutaj tylko mescy potomkowie, gdyz tylko oni sg nosi-
cielami nazwiska.

Powyzszy problem prowadzi do badania matematycznego modelu okreslo-
nego nazwag prostego procesu Galtona—Watsona. Taki sam lub podobne modele
wystgpuja tez w pewnych zagadnieniach genetyki, w chemicznych i jadrowych
reakcjach lancuchowych, przy opisie wzmacniaczy elektronicznych, jak tez w teorii
promieniowania kosmicznego. W minionym stuleciu proces Galtona~Watsona byt
szeroko badany przez licznych uczonych (por. [3]).

Definiujemy prosty proces Galtona~Watsona jako tafcuch Markowa {Z,},
n=0,1,2,... (ktérego przestrzenig stanow jest zbiér nieujemnych liczb catkowi-
tych) opisany wzorami

Z():l, Zn+1=X1+"'+XZn’

gdzie X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie

L4

(10) . pj=P(X=]): j=0,132’°~"

spetniajgcym warunek p; %1 dla j=0,1,2,... Zmienng losowa X; mozemy in~
terpretowaé jako ilo$¢ potomkdéw i-tego osobnika w n-tej generacji. Zmienng lo_
sowa Z, interpretujemy jako liczebno$¢ n-tej generacji.

Powyzsze warunki matematyczne oznaczaja, Ze liczebno§¢ wczeéniejszych ge-
neracji nie ma wptywu na rozklad prawdopodobienstwa rzadzacy iloscia potomkow
poszczegélnych osobnikéw (przy czym rozklad ten nie zmienia si¢ w czasie i jest
identyczny dla wszystkich osobnikéw) oraz ze linie zapoczatkowane przez réznych
osobnikéw rozwijaja si¢ niezaleznie od siebie. Te idealistyczne warunki nie sa na
ogél spelione w rzeczywistodci, niemniej jednak czesto moZna stosowa¢ model
Galtona—Watsona jako zadowalajacy przyblizony opis rzeczywistosci-
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Dla matematytznego opisu procesu Galtona—Watsona wygodnie jest postugi-
wa¢ si¢ funkcja tworzaca

(11) F(s) = Zp,.s".

Dla s =1 otrzymujemy F(1) = 1; tak wigc szereg (11) jest zbiezny co najmniej
w przedziale (—1, +-1]. W przedziale (—1, 1) przedstawia on funkcje analityczng;
natomiast w punkcie 1 funkcja F nie musi mie¢ tak wysokiej regularnosci. W szcze-
golnosci pochodna F w jedynce dana jest wzorem

m=F(1)=Djp,
j=1

-przedstawia wigc warto$¢ $rednia rozkladu (10) i moze by¢ skoniczona lub nie.
Ogolnie, warunek istnienia (skoficzonej) k-tej pochodnej F* (1) jest réwnowazny
skoriczono$ci k-tego momentu zmiennej o rozkladzie (10).

W zaleznosci od wartosci pochodnej m wykres funkcji F w przedziale [0, 1]
moze przebiega¢ tak jak na rys. 1 (m < 1) lub jak na rys. 2 (m > 1). W pierwszym
przypadku 1 jest jedynym punktem stalym funkcji F w przedziale [0, 1]; w drugim
przypadku funkcja F ma w tym przedziale dwa punkty stale. Najmniejszy punkt

A .A

]

ek fos o et Gt Gt Gt s e Wt St ey s e e

Rys. 1 Rys. 2

staly funkcji F w [0, 1] oznaczaé bedziemy przez q. Otéz okazuje sie, ze warto$é ¢
jest prawdopodobiefistwem wymarcia w procesie Galtona—Watsona ([3], [21]). Tak
wiec, jezeli warto$¢ Srednia przyrostu naturalnego m nie przekracza jedynki, to
prawdopodobieristwo wymarcia ¢ wynosi 1. Jezeli natomiast warto$¢ §rednia przy-
rostu naturalnego m jest wigksza od jeden, to prawdopodobienstwo wymarcia g
jest mmiejsze od jeden.

2 — Roczniki PTM — Wiadomog$ci Matematyczne
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Drugie zagadnienie sformutowane na poczatku tego paragrafu, problem zna-
lezienia rozkladu prawdopodobienistwa liczebnosci n-tej generacji

(12) ' psz(Zn=.])a j=031’2,---,

ma nastgpujace rozwiazanie ([3], [21]): funkcja tworzaca zmiennej Z, jest n-ta ite-
rata F” funkcji (11)

(13) F'(s) = 2 .

Wzér (13) daje praktyczny sposob obliczania prawdopodobienstw (12). Pozwala
on tez latwo znaleZzé momenty zmiennych Z,. -
Prawdopodobienstwa przejscia ze stanu i do stanu j

(14) pii=P(Zn+1 =j’Zn:l)’ iaj=0’192:---9

znajdujemy ze wzoru

[F(s)] = Zpsf ,

gdzie po lewej strc%yie wystepuje zwykle potggowanie. MozZzna wykazaé, ze stan
j = 0 jest pochlaniajgcy (jesli, dla pewnego n, n-ta generacja jest pusta, to réwniez
wszystkie nast¢pne generacje sg puste), natomiast wszystkie stany j > 0 sa chwilowe.

Wzér (13), decyduje, ze w dalszym rozwijaniu teorii,procesu Galtona—Watsona
wystapia réwnania funkcyjne, gdyz iteracje sg nierozlacznie zwiazane z réwnania-
mi funkcyjnymi o jednej zmiennej. Zauwazmy ponadto, Zze wobec (10) wszystkie
wspOlczynniki w szeregu (11) sg nieujemne. Zatem funkcja F jest absolutnie mono-
toniczna w przedziale [0, I] i w szczegdlnosci jest SciSle rosngca i wypukla. Z tego
powodu teoria rozwigzan monotonicznych i rozwigzan wypuktych bedzie tu szcze-
gdlnie przydatna i pozwoli ona unikng¢ zbednych zalozen o skonczonosci momen-
tow. -

3. Jako przyklad zastosowania réwnan funkcyjnych w teorii procesu Galtona—
Watsona przytoczymy nastgpujace twierdzenie graniczne.

TWIERDZENIE 5. Jezeli m < 1, to dla kazdego j > 1 istnieje granica prawdopo-
dobienstw warunkowych :

(15) imP(Z, = j|Z, # 0) = a;,
n—00
przy czym
(16) a=1.
Funkcja tworzqgca
a7 A = D a >
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spelnia réwnanie funkcyjne
(18) l—A[F(s)]zm(l——A(s)), sel0,1],

i jest jego jedynym rozwiqzaniem generujgcym (wlasciwy lub niewlasciwy) rozklad
i Spelniajacym warunek A(0) = 0. ’
Twierdzgnie 5 podaje nam informacj¢ o przyblizonym rozkladzie prawdopo-
dobienstwa dla liczebnosci n-tej generacji, dla duzych », pod zaloZeniem, ze wymar-
cie nastapi w czasie péZniejszym. Réwnanie (18) pozwala tez efektywnie wyznaczyé
ten przyblizony rozklad.
Naszkicujemy tu dowdd twierdzenia 5. Oznaczmy & = P(Z, = j|Z,#0) oraz

o0
A,(s) = Za;sj.
=1 )
Proste przeliczenia (oparte na wzorze Bayesa) prowadza do wzoru
1—F*(s
A,(8) =1—- ) .
1— F*(0)

Kiadac x = 1—s oraz f(x) = 1—F(1—x) otrzymujemy stad

f'(x)
PO

A,(s)=1—

Poniewaz funkcja f spetnia zaloZenia twierdzenia 2, wynika stad istnienie granicy

(19) A(s) = lim4,(s),

n—>o00

ktéra spelnia réwnanie (18). Warunek A(0) = 0 jest oczywisty, za§ jedyno$¢ A
wynika réwniez bezposrednio z twierdzenia 2.

Zwigzek (19), w oparciu o tzw. ,,twierdzenie o ciggloéci” (por. np. [2], [21]),
implikuje istnienie granic (15), dla ktérych zachodzi (17). Warunek (16) (réwnowaz-
ny warunkowi A4(1) = 1, co oznacza, z¢ mamy do czynienia z rozkladem wiasci-
wym) jest prosta konsekwencja réwnania (18). _

Twierdzenie 5 w przytoczonej wersji pochodzi od Heathcote’a, Senety i Vere-
Jonesa [4] (por. tez [18], [21]). Pod dodatkowym zalozeniem skoficzonos$ci drugiego
momentu bylo ono udowodnione przez Jagloma (5], a pod nieco stabszym zaloze-
niem dotyczacym regularnoéci funkcji F w jedynce przez Nagajewa [15], lecz dopiero
teoria monotonicznych i wypuklych rozwigzaf réwnan funkcyjnych dostarczyla
srodka pozwalajacego udowodnié to twierdzenie w calej ogdlnosci.

Twierdzenie 5, w przeciwiefistwie do twierdzen Jagloma i Nagajewa, nie gwa-
rantuje skonczonosci pochodnej A4’(1) (czyli wartoSci $redniej rozkladu granicz-
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nego (15)). Z twierdzenia 3 mozna wyprowadzi¢ nastgpujacy wniosek ([18], [21]):
pochodna A4'(1) jest skoniczona wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezna jest catka

s .
1—mx—F(1—x)|
@0) _ f = A=l ;.
0
gdzie 0 jest dowolna liczba z przedziatu (0, 1). ‘
Stad tez mozna wyprowadzi¢ asymptotyczne relacje dla wartosci 1—F*(0) =
= P(Z, # 0). Jezeli calka (20) jest skoriczona, to

1 .
1) 1—F"(0) ~T4,—(1—)—m", n—>00;

natomiast jezeli catka (20) jest rozbieina, to
1—F*(0) = o(m"), n— oo,

Zwigzek (21) z silniejszym zaloZeniem skoriczonosci drugiego momentu byt uzyska-
ny przez Kotmogorowa [8].

Innym zagadnieniem prowadzacym do réwnan funkcyjnych jest problem miary
stacjonarnej dla procesu Galtona—Watsona. Poniewaz, jak si¢ dowodzi (por. [3],
[21]), jedyna taka miarg jest miara banalna skoncentrowana na stanie j = 0, roz-
patruje si¢ zamiast tego problem istnienia i jednoznaczno$ci miary stacjonarnej
na przestrzeni stanéw chwilowych j > 1. Przez miar¢ stacjonarng rozumie si¢ zatem
ciag liczb v;, j =1, 2, ..., nieujemnych i nie znikajagcych réwnoczesnie, spetiaja-
cych zwiazki

Vj,“—‘Zl’,vVv ji=12,..., .
i=1

gdzie p; sa prawdopodobiefistwami przejécia (14). .
TWIERDZENIE 6. Jezeli ciqg v;, j = 1,2, ..., jest miarq stacjonarnq dla procesu
Galtona—Watsona, w ktérym py 7 0, to szereg :

(22) ' Vis)=D'vs

j=1
Jest zbiezny w przedziale [0, q) oraz funkcja V*(s) = V(s)/V[F(0)] spelnia réwnanie
Junkcyjne Abela

(23) VIF(s)] = V(s)+1, se[0,9).
Na odwrét, jezeli funkcja V(s) postaci (22) z nieujemnymi wspolczynnikami v; spelnia
réwnanie (23), to liczby v; stanowiq miare stacjonarnq dla procesu Galtona—Watsona,

Twierdzenie powyzsze (por. [3], [21]) pozwala udowodni¢, w oparciu o teorig
réwnan funkcyjnych, istnienie miary stacjonarnej bez Zzadnych zalozen o wartosci
czy nawet skonczonosci $redniej m. Jednakze twierdzenie 4 daje co$§ wigcej ([16];

por. tez [18], [21]):‘
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TWIERDZENIE 7. W przypadku m = 1 miara stacjonarna dla procesu Galtona—
Watsona jest jedyna z dokiadnosciq do stalej multyplikatywnej.

Natomiast, jak pokazal Kingman [6], w przypadku, gdy m 1, miara stacjo-
narna moze nie by¢ jedyna. '

Powyzsze przyklady nie wyczerpuja bynajmniej wszystkich zastosowan row-
nafi funkcyjnych w teorii proceséw stochastycznych, a réwnania (4) i (8) nie
sa jedynymi réwnaniami funkcyjnymi, ktore w tej ostatniej interweniuja. Szersze
rozwinigcie tej problematyki mozna znalez¢ w skrypcie [21], zawierajacym materialy
z trzech konferencji szkoleniowych po$wigconych tej problematyoce, jakie zostaly
zorganizowane przez Uniwersytet Slaski w latach 1970-1971.

Rownania funkcyjne od dawna stanowily jedno z gléwnych narzedzi w bada-
niach nad procesem Galtona—Watsona (por. [3]). JednakZe stosowano wowczas
klasyczne twierdzenia o analitycznych rozwigzaniach, wymagajace silnych zatozen
dodatkowych o istnieniu momentéw wysokich rzedéw, zalozen, jak sie okazalo,
zupeknie zbytecznych. Zastosowanie twierdzen o rozwigzaniach wypuklych pozwo-
lito pozbyc¢ sie tych nieistotnych zalozen i udowodni¢ twierdzenia pod najstabszymi
mozliwie warunkami. Istotnie, warunek wypuklosci czy monotonigznoéci funkcji
tworzacej nie jest w najmniejszym stopniu ograniczajacy, a jego spelnienie podykto-
wane jest przez naturg tego pojecia, przez samg definicj¢ funkcji tworzacej.
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