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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XVI (1973)

AN MixkusiNskl (Katowice)

O pochodnych czastkowych i pelnych

1. Pochodne czastkowe dotyczg funkcyj wielu zmiennych

' Jx) =11, ..., 8).

Symbol po lewej stronie jest nowocze$niejszy i prostszy. Oznacza on, Ze f traktu-
jemy jako funkcje punktu x w przestrzeni euklidesowej g-wymiarowej R?, ktérego
wspdtrzednymi sg liczby rzeczywiste &y, ..., &,. Aby pochodna czastkowa 0f]0¢;
zdefiniowaé uzywajac symboliki zmiennej punktowej x, wygodnie jest wprowadzié
oznaczenie e; dla punktu przestrzeni R?, ktdrego j-ta wspélrzedna jest 1, a wszystkie
pozostale 0. Wtedy sama pochodna mozemy oznaczyé przez f%), co jest o tyle wy-
godne, ze warto$C tej pochodnej w jakim$ punkcie x, daje si¢ zapisa¢ zwyczajnie
jako f“)(x,), a uzywanie skomplikowanego zapisu (6f/6§j)x=x0 staje si¢ niepo-
trzebne. Definicj¢ pochodnej czastkowej mozna wtedy poda¢ w postaci

0 (1) — tim LFo ) Fx0)

A0 /q'

W tej definicji graja role tylko punkty lezace na prostej réwnoleglej do j-tej osi
wspolrzednych i przechodzacej przez punkt x,. Wskutek tego pochodna czgstkowa
nie jest w istocie niczym innym, jak zwykla pochodng z funkcji, ktérej zakres okres-
lonosci zostat zawgzony do tej prostej. Nawet gdy znamy wszystkie pochodne cza-
stkowe 1 (x,), ..., fd(x,), mozemy bardzo niewicle powiedzie¢ o zachowaniu sig
funkcji w otoczeniu punktu x,. Na przyklad nie mozemy powiedzieé, czy ma réz-
niczke¢ zupeina, a nawet czy jest ciagla w tym punkcie. Nieoperatywno$¢ pojecia
pochodnych czastkowych przejawia si¢ w praktyce w tén sposéb, ze we wszystkich
twierdzeniach, gdzie pochodne te wystepuja w zaloZeniu, potrzebne sg zawsze jeszcze
inne zaloZenia uzupelniajace, przez co twierdzenia staja sie¢ bardziej skomplikowane.

Klopotéw tych moZna uniknaé, modyfikujac nieznacznie pojecie pochodnej
czastkowej. Dla wyrazZniejszego uwidocznienia, na czym modyfikacja polega, sfor-
mulujemy najpierw pojecie pochodnej czastkowej w nieco inny, lecz réwnowazny
sposob,
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Moéwimy, Ze u jest pochodng czastkowa funkcji f w punkcie x, i piszemy u =

= @, gdy dla kazdego & > O istnieje otoczenie V punktu x,, takie Ze nieréwnoéé

) —f ) —ug =) _

|x—xo]

zachodzi dla wszystkich punktéw x otoczenia ¥V, rézniacych si¢ od x, j-ta wspol-
rzedng i tylko ta wspolrzedna. Innymi stowy, punkt x ma leZze¢ na czgSci wspdlnej
otoczenia V i prostej przechodzacej przez x, i réwnoleglej do j-tej osi wspStrzed-
nych. (W nieréwnosci powyzszej iloczyn skalarny e;(x—x,) jest réwny rdznicy
J-tych wspdtrzednych punktéw x i x,. Zapis taki pozwala uniknaé wprowadzania
oddzielnych symbolow dla wspolrzednych rozwazanych punktéw.)
Zmodyfikowana pochodna czastkowa, ktéra nazwiemy pochodng pelng, definiu-
jemy w nastgpujacy sposéb. Mowimy, Ze u jest pochodna petna funkcji /' w punkcie
xo, gdy dla kazdego & > 0 istnieje otoczenie ¥V punktu x,, takie Ze nieréwno$é

| f()—f(y)—ue;(x—y)l e
|x—y|

zachodzi dla wszelkich punktéw x, y z otoczenia V, rdézniacych si¢ od siebie j-tg
wspolrzedna i tylko ta wspoirzedna. Innymi stowy, punkty x i y maja leze¢ na czeSci
wspolnej otoczenia V' i dowolnej prostej (a wigc nie koniecznie przechodzacej przez
Xo), réwnoleglej do j-tej osi wspotrzednej. Przy tej definicji wszystkie punkty pelnego
otoczenia ¥ wchodza w rachube, co uzasadnia nazwe pochodna pelna. Jest widoczne,
ze jezeli pochodna pelna istnigje, to istnieje tez odpowiednia pochodna czgstkowa
i obie s3 réwne. Dzigki temu mozemy uzywaé tego samego symbolu £ (x,) zaréwno
dla pochodnej czastkowej, jak i pochodnej pelnej.

Moéwiac o pochodnej pelnej w pewnym punkcie bedziemy zawsze milczaco
zakladaé, ze dana funkcja jest okreslona w pewnym otoczeniu tego punktu (co nie
jest konieczne w przypadku pochodnej czastkowej, jezeli wymiar przestrzeni jest
wigkszy niz 1).

(1

2. Definicja pochodnej pelnej zachowuje sens takze w przypadku jednej zmien-
nej rzeczywistej. Okazuje sig, Ze 1 wtedy nie jest ona réwnowazna z pochodng zwykia.
Réznica pochodzi stad, ze w definicji pochodnej zwyklej oprécz punktu x, wyste-
puje jeszcze tylko jeden punkt zmienny x, a w definicji pochodnej pelnej oprécz
Xo Wystgpuja dwa punkty zmienne x i y. Aby pokazaé, ze ta réznica jest istotna,
rozwazmy najpierw funkcj¢ r(x) pokazang na zalaczonym wykresie (rys. 1).

Funkcje t¢ mozna okreéli¢ analitycznie wzorem ' '

r(x) = (=D (x—k+d) dlak—1<x<k, k=0, +1, +2,...

Funkcja

x?r(x-?) dla x#0,

X) =
s 0 dla x=0,
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ma w punkcie 0 pochodng 0 w zwyklym sensie, natomiast nie ma pochodnej pelne;.
Istotnie z (1) wynika

SOD—LON _ v
x—yl
a tymczasem dla
|
*e 7; a Vanrl

lewa strona powyZszej nieréwnoéci wynosi, jak nietrudno obliczy¢,

o
(2n+1)(7;+ Vit )

nie jest wigc ograniczona.

1

Rys. 1

Niewiele trudniej jest wykazaé, ze jezeli w definicji funkcji f(x) zastapi¢ x2r(x~2)
przez x3r(x~?), to pochodna pelna réwniez nie bedzie istniala. JeZeli natomiast
zastapi€ przez x*r(x~2), to pochodna pelna w punkcie 0 bedzie rowna 0 (podobnie
jak pochodna zwykla).

W zastosowaniach wazne jest nastgpujace twierdzenie ogélne:

TWIERDZENIE 1. Jezeli X jest zbiorem punktéw, w ktdrych pochodna pelna istnieje,
to pochodna ta jest ciqgla na X.

W dowodzie tego twierdzenia wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie kuli wielo-
wymiarowej. W przestrzeni g-wymiarowej R? przez kul¢ o promieniu ¢ i $rodku
W punkcie x, rozumiemy zbior punktow x ¢ R?, spetniajacych nierdwnosci |x—x,| <
< ¢. Bedziemy ja oznaczaC przez pK+x,. Kula taka jest otoczeniem punktu x,.
Ponadto dla dowolnego otoczenia punktu Xo mozna tak dobraé ¢, ze kula 0K+x,
znajdzie si¢ w tym otoczeniu.

Dowdd twierdzenia 1. Wiemy, ze £ istnieje na X. Jezeli wigc xo € X, to
dla dowolnie ustalonego ¢ > 0 istnieje taka kula goK-+xXo, Ze

LfG)—f ) =D (xo)e(x—p) < — Ix-wyl



26 J. Mikusinski

dla punktéw x, y nalezacych do kuli 9o KX, i rézniacych sie tylko j-ta wspotrzedna.
Niech V = 1po,K+x,. Wtedy dla kazdego punktu z € V' n X istnieje taka liczba do-
datnia ¢ << 9o, Ze

FD—~10)~F D@ ex—)] < = [x=5]

dla punktéw x, y nalezacych do kuli U = 0 K+x, 1 réznigeych sig tylko j-ta wspot-
rzgdna. Poniewaz z U << go K-+X,, Wigc W szczegdlnosci za y mozemy przyjaé z,
a za x dowolny punkt nalezgcy do U i rézniacy sie od z tylko j-tg wspolrzgdnq
Wtedy z powyiszych mieréwnosci otrzymujemy

| [ () (x—2)—f D (x0) (x—2)| < elx—z,

a stad wynika, ze
()] Lf (@)= (x0)] < e.

Udowodnilismy, Zze dla dowolnego x, ¢ X i dowolnego & > 0 istnieje takie otoczenie
V punktu x,, ze dla kazdego z ¢ V' n X zachodzi nieréwnos$é (2). Dowodzi to, ze
w zbiorze X funkcja £ jest ciagla w punkcie x,. Poniewaz x, jest dowolnym pun-
ktem zbioru X, wigc funkcja £ jest ciagla na calym zbiorze X.

Z tego e funkcja ma pewna pochodna pelna w pewnym zbiorze nie wynika,
Ze sama musi byC ciagla. Niech na przyklad D(&) oznacza funkcj¢ Dirichleta, tzn.
funkcj¢ jednej zmiennej rzeczywistej, réwng 1 dla wymiernych & i réwng 0 dla nie-
wymiernych & Wtedy funkcja f(x) = D(€,)) ma pochodne petne f € .., fla~1 wkaz-
dym punkcie przestrzeni g-wymiarowej R?, ale sama nie jest ciagla w Zadnym pun-
kcie. Inaczej rzecz si¢ ma, gdy wszystkie pochodne petne f1), ..., £ istnieja na
pewnym zbiorze X. Wtedy nie tylko one, ale takze sama funkcja f jest ciagla na X,
jak to zobaczymy w nastgpnym paragrafie.

3. Méwimy, ze funkcja f spelnia warunek Lipschitza ze stalag k > 0 w pewnym
punkcie x,, jezeli istnieje takie otoczenie V punktu xo, Ze nieréwno$é

) —f()] < klx—yt

zachodzi dla wszystkich punktéw x i y z tego otoczenia.

Z definicji tej wynika, ze jezeli funkcja spelnia warunek Lipschitza ze stala k
w pewnym punkcie, to spelnia go z ta sama stala we wszystkich punktach pewnego
otoczenia tego punktu. Ponadto, jeZeli funkcja f speinia warunek Lipschitza w pew-
nym punkcie, to jest ciagla w pewnym otoczeniu tego punktu.

TWIERDZENIE 2. Jezeli funkcja f ma w pewnym punkcie x, ¢ R? wszystkie pochod-
ne pelne, ograniczone przez stalq k > 0, to dla kazdego ¢ > 0 istnieje otoczenie tego

punktu, w ktorym spelnia warunek Lipschitza ze stala l/c;k-}—e.
Dowéd twierdzenia 2. Z zaloZenia istnienia pochodnych pelnych wynika,
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Ze istnieje taka kostka U = Q+x, ('), Ze nieréwnosé

/() —f()—f D (x0) €;(x— )] €
LAY < —
lx—y Vg

zachodzi dla punktéw x, y, réznigcych si¢ tylko j-ta zmienna. Niech teraz x i y
beda dowolnymi réznymi punktami w U (rézniacymi si¢ nie koniecznie tylko jedna
wspoirzedng). Wtedy istnieja punkty yo, ¥y, --., ¥p1, ¥, (1 < p <gq) takie, Ze yo=x,
¥p, = 1 punkt y, rézni si¢ od y,-, tylko wspétrzedng o wskazniku j, (j, #Jj, dla
% # p). Z zaloZenia, Ze U jest kostka wynika, ze wszystkie te punkty naleza do U.
Mozna napisaé

FOS) _ N Dams = SO )OI Do) §0x =20
IX—J’I o lx_y' lyn—l—yx!

1
O [Pkt =l
+ Z __“:_L__“_f(ej”)(xo).
P 9

Poniewaz |y, 1—p,l:x—y| < l:l/;, wiec

=10 _ 6(——5 +k) <Vik+e.

7]

Z twierdzenia 2 wynika, Ze jezeli f ma wszystkie pochodne pelne w pewnym
punkcie, to jest ciagla w pewnym otoczeniu tego punktu. Stad dalej wynika, ze
jezeli f ma wszystkie pochodne pelne na pewnym zbiorze X, to jest ciagla w pewnym
zbiorze otwartym O zawierajacym X (ale pochodne nie muszg by¢ ciagle w 0, a na-
wet moga nie istnie¢ w zadnym punkcie poza X). Z uwag tych i z twierdzenia 1
wynika od razu

|x—yl

TWIERDZENIE 3. Jezeli f ma wszystkie pochodne pelne w zbiorze otwartym X < R4,
to jest klasy C'w X (1zn. zaréwno sama funkcja f, jak i jej wszystkie pochodne peine
sq ciggle w X).

Twierdzenie to pokazuje, ze w przypadku zbioréw otwartych pojecie pochod-
nych pelmych nie wnosi nic nowego. Wyrazna jednak réznica zarysowuje sie, gdy
zbiér X, na ktérym f ma pochodne pehe, nie jest otwarty. Roznica ta wystepuje
juz w przypadku jednej zmiennej rzeczywistej. Pokazemy to na odpowiednio skon-
struowanym przykladzie.

Niech, jak w paragrafie 2,

r(x) = (—1)*(x—k+3) dlak—1<x<k, k=0, +1, +2,...

(}) Tzn. zbiér punktéw x = (&, ..., &, € R4 spemiajacych nieréwnosci |§;—&o;l < o, gdzie
§01» .., 80q sa wspOlrzednymi punktu xo.
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Wtedy dla funkcji

Jf(x) = 2 6~"r(2"x)

pochodna istnieje prawie wszedzie na osi rzeczywistej, a mianowicie wszedzie poza
zbiorem Y punktow x, dla ktdérych istnieje skoficzone rozwinigcie dwdjkowe

x = a,2+...+a2,

gdzie p i s (p > s) sa liczbami calkowitymi (dodatnimi lub ujemnymi), a wspdlczyn-
niki g; s3 réwne 1 lub 0. Zbidr Y jest gesty na osi rzeczywistej, a wige w kazdym
przedziale istnieja punkty, w ktérych pochodna petna nie istnicje. Co wiccej, jak
okazemy, w Zadnym punkcie zbioru Y pochodna pelna (ktdéra istnicje poza Y)
nie da si¢ przedtuzyé¢ do funkcji ciaglej. A wigc punkty zbioru Y sg istotnymi pun-
ktami nieciagglosci tej pochodnej. '

Zanim przystapimy do dowodu opisanych wilasnosci, zwro¢my uwage na to,
ze gdyby w definicji funkcji f(x) zamienic role ?czb 612, to otrzymalibySmy funqu,
ktéra nigdzie nie ma pochodnej (nawet zwyklej)

Niech teraz z bgdzie punktem, ktéry nie rozwija si¢ w skoficzony utamek dwdj-
kowy, i niech ¢ bedzie dowolna liczba dodatnig. Ustalamy liczbe naturalna p, taka
7e 377 < & i nastepnie liczbg calkowita m, taka Ze z nalezy do przedmahl V, okre$lo-
nego nlerownosmaml m—1)277 < x <m-277, Niech

Fx)=(=DF dlak-1<x<k, k=0, 41, +2,.
oraz

a= 23"”1”(2”2).

Wtedy dla x, y e V, x 5% y, mamy

SO~ —aGx—y) _ Z( 1% —r(2")

xX—y 2"x—2"%y

3-"r'(2"z)) +

" r(2”x)—r(2 = ot pmm
+23 B 23 r(2"7).

n=p+1

Ale w pierwszej sumie po prawej stronie réwnosci wszystkie wyrazy sa rowne 0,
a w drugiej i trzeciej sumie wyrazy sa mniejsze od 37". Wobec tego

| fD)—f0)—a(x=y) _
|x—y] h

0+3377+137% <,

co dowodzi, ze a jest pochodna pelng funkcji f w punkcie z.
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Przypu§émy teraz, ze z rozwija si¢ w skonczony ulamek dwojkowy. Wtedy
istnieje taka liczba nieparzysta m, ze z=m-27". Jezeli z <y <x < (m-+1)27%, to

=) L, 1) —r(27y)
= 3-P(—1) 2 5 K R A A
X—y p_l"k ( ) %‘ 2nx__2ny
n=p+1
gdzie
r—1
L T@X)—r2) .
S,_1= ;1'3 ez E 37" (2 z)

Jezeli (m+-1)/2 jest liczba parzysta, to

o«

@)

>8, ,+37— 2 371 =S, +3-37.
x—y

n=p41

Podobnie znajdujemy dla (m—1)277 <y < x < z:

FO—f0) _
x—y

Stad wynika, ze pochodna pelna nie istnieje w punkcie z. Wynika ponadto, ze we
wszystkich punktach przedziatu ((m——l)Z“" , z), gdzie pochodna pelna istnieje, jest
wigksza lub réwna S,_, 4377, a w punktach przedziatu (z, (m-1)277), gdzie istnicje,
jest mniejsza lub réwna S, ,—37?. Wobec tego pochodna pela nie daje si¢ prze-
dtuzy¢ na punkt z, tak, Zeby byla w nim ciggla. Do takiego samego rezultatu do-
chodzimy, gdy (m-1)/2 jest liczba nieparzysta, nalezy tylko w rachunkach zmo-
dyfikowaé¢ odpowiednio nieréwnosci.

4, Wszyécy matematycy, ktérym pokaZywaIem definicj¢ pochodnej pelnej, zaw-
sze od razu mnie pytali, czy przy tej definicji pochodne mieszane sa przemienne,
innymi stowy, czy zachodzi dla nich réwnosé

(f(et))(ej) = ( f(ej))(ei).

Pytanie to mozna stawia¢ w stosunku do jednego okreSlonego punktu, ale Zeby
miato ono sens, pochodne wewngtrzne musza by¢ okreSlone w pewnym otoczeniu
tego punktu. Przy tym naturalnym zatoZeniu, odpowiedZ na pytanie jest pozytyw-
na. Mamy mianowicie

TWIERDZENIE 4. Jezeli pochodne pelne f, = f©) i fi=r9 ©) istniejq w otoczeniu
. pewnego punkty x,, a ponadto istniejq w tym punkcie pochodne pelne & (xo) i £ (xo),
to sq sobie réwne.

Dowdd. Z twierdzenia 1 wynika, Ze istnieje otoczenie U punktu xo, w kto-
rym funkcje f; i f; sa ciagle. Niech ¢ bgdzie dowolna liczba dodatnia. Z definicji
pochodnej petnej /(% wynika, Z¢ istnieje otoczenie ¥ punktu xo, zawarte w U,
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takie ze

- SO/~ 00— _ e

ly—2zl 2

zachodzi dla punktu y, z ¢ ¥, rézniacych si¢ tylko j-ta wspdlrzedna. Niech

’ 4 S(x +-e, 2 4-e;2)— f(x +€;4)— f(x +e;2)+f(x)
(x, A, %) = " .

Jezeli punkty x-+e;A-+ex, x-+e,d, x-+epx i x nalezg do ¥, to z cigglodei f; wy-
nika, ze fi(x+e,00+e0)—fi(x-1-€,0)

»®

A(x, A, ») =

gdzie 0 < 0 < 1. PoniewaZ argumenty funkcji w liczniku po prawej réwnosci na-
leza do ¥ i rdznig sig tylko j-ta pochodna, z (3) wynika, Ze

[A(x, A, B —fED(x0)| < /2.
Podobnie, zamieniajac role i i j, znajdujemy

[A(x, 4, 0)—f (x0)] < &/2.
Z ostatnich dwoch nieréwnoéci wynika

|67 (x0)—f 1 (x0)] < e.

Poniewaz za ¢ mozemy wzia¢ dowolng liczbe dodatnia, wynika stad, Ze
9 (x0) = 16 (x0).

4. Ostatnie twierdzenie pokazuje harmonijno$¢ i prostote teorii pochodnych
pelnych w poréwnaniu do teorii pochodnych czastkowych tradycyjnych (ktére sa
nieprzemienne). Prostota ta bardziej jeszcze uwydatnia si¢ przy rozwazaniu réz-
niczki zupelnej. Gdy

) =ay, .., [E(xo)= a,,
to funkcja liniowa

(4) a1%1+...+aq?€q

zmiennych %, ..., %, bywa tradycyjnie nazywana rézniczka zupetna funkcji f w pun-
kcie x,, ale tylko wowczas, gdy pewien dodatkowy warunek jest spelniony. Ten
dodatkowy warunek nazwijmy warunkiem Stolza, nie wchodzac na razie w to,
na czym on polega. Zauwazmy natomiast, Ze wprowadzajac oznaczenia wektorowe
A=(ay,...,a), h=(%,..., %), rézniczk¢ (4) mozna zapisa¢ krotko w postaci
Ah. Poniewaz wektor h jest zmienna niezalezna, rézniczka jest w zupelnosci okreslo-
na przez wektor 4 i matematycznie wyjdzie na to samo, jezeli za rézniczke begdziemy
uwazaé po prostu wektor A4, o ile oczywiscie warunek Stolza jest spelniony. Mamy
wigc sytuacje takq: wektor A istnieje zawsze, gdy istnieja pochodne czgstkowe,
ale nazywamy go rézniczka tylko wtedy, gdy wapunek Stolza jest speliony. To
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subtelne rozrdznienie jest trochg przystowiowym dzieleniem wlosa na dwoje. Sy-
tuacja upraszcza si¢, gdy zamiast tradycyjnych pochodnych czastkowych rozwa-
zamy pochodne pelne, poniewaz istnienie ich pocigga za sobg automatycznie $pet-
nienie warunku Stolza. Mamy mianowicie

TWIERDZENIE 5. Funkcja f ma w punkcie x, e R? wszystkie pochodne pelne wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje wektor A = (ay, ..., a,) o tej wlasnosci, ze dla kazdego
& > 0 istnieje otoczenie V punktu x,, takie ze

@)=~ —AG=p _

(%)
[x—y|

dla wszystkich par réznych punktow x,y € V. Wtedy zachodzq tez réwnosci f %) (x,) =
=aq (j=1,...,9). \

Zanim udowodnimy to twierdzenie, zauwazmy jeszcze, Ze zawarty w nim wa-
runek staje si¢ warunkiem Stolza, gdy przyjmiemy y = x,. Warunek Stolza jest
wigc troche stabszy; gdy istnieja wszystkie pochodne pelne, jest tym bardziej spet-
niony. '

Dowéd twierdzenia 5. Jezeli x i y r6znig si¢ tylko j-ta wspdirzedna, to nie-
réwno$¢ (5) redukuje si¢ do (1) (wtedy u = g;), skad wynika, Ze g; jest pochodna
peing. Odwrotnie, jezeli a4, ..., a, sa pochednymi pelnymi, to istnieje taka kostka
V=00+x,, % )

If(x)*f@)”“ajej(x_y')i < £

|x—y] q

dla punktéw x, y € ¥ réZnigcych si¢ tylko j-ta wspdirzedna.

Niech teraz x i y beda dowolnymi réznymi punktami w ¥ (réznigcymi si¢ nie
koniecznie tylko jedng wspdirzedna). Wtedy istnieja punkty yo, V1, ..., Vo1, Y, (1<
< p <9q), takie ze yo = x, y, = y i punkt y, r6zni si¢ od y,_, tylko wspblrzedng
o wskazniku j, (j, # j, dla # 7 u). Z zalozenia, ze V jest kostka wynika, Ze wszy-
stkie te punkty naleza do V. Wobec tego

— f _1)“f(J’n)'“ajxej,¢(J’u.~1""yx)l 3

I <— dlax=1,...,p,
’yn-—lv—yx] q

*

a stad
L) —f () —A4(x—p)]
lx—yl

poniewaz |y,_;—y,| <|x—yl. ,
W przypadku g = 1 wektor 4 w twierdzeniu 5 redukuje si¢ do jedynej wspél-
rzednej a;, ktéra jest réwna pochodnej f©€1)(x,). W tym przypadku pochodng tg
mozna oznacza¢ po prostu f'(xo) i pisa¢ A = f’(x,). Oznaczenie to mozna prze-
nie$¢ takze na dowolng liczbe wymiaréw; wtedy f’(x,) jest wektorem o wspdtrzed-
nych f€V(x,), ..., € (x,). Zamiast méwié, ze funkcja f ma wszystkie pochodne
pelne, mozna méwic, ze f jest w pelni rézniczkowalna, a f/(x,) jest jej rézniczka.

<Il+...+lp< -1-9— e e,
q
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5. Do tej pory nie powiedzieliémy, jakie wartosci przyjmuja rozwazane w tym
artykule funkcje. Poniewaz jednak uzywaliSmy wielokrotnie znaku bezwzglednej
wartoéci czy modulu, czytelnik mégt si¢ domysla¢, ze chodzi o funkcje o warto-
$ciach rzeczywistych lub zespolonych. Jedna i druga interpretacja jest dobra. Ale-
jest tez mozliwa ogdlniejsza interpretacja. Wartosci rozwazanych funkcyj moga
by¢ elementami dowolnie ustalonej przestrzeni Banacha (przestrzen liczb rzeczy-
wistych i przestrzen liczb zespolonych sa szczegélnymi przestrzeniami Banacha).
Wtedy wystepujace we wzorach moduly nalezy uwaza¢ za normy rozwazanych
elementéw. Poniewaz norma ma takie same algebraiczne wlasnosci jak modut,
wszystkie przeprowadzone dotad rachunki i rozumowania pozostaja w mocy. Trze-
ba tylko zwrécié uwage na to, ze jezeli rozwazana funkcja ma wartoSci w pewnej
przestrzeni Banacha %, to takze wszystkie pochodne czastkowe i pochodne pehne
maja warto$ci w tej przestrzeni. Wskutek tego rozwazany w ostatnim paragrafie
wektor 4 nie jest wektorem w przestrzeni cuklidesowej, a jego wsp6irzgdne a4, ..., a,
nie s3 liczbami, lecz elementami przestrzeni Z.

Przestrzen euklidesowa R? jest szczegdlna przestrzenia Banacha, w ktdrej nor-
ma jest réwna odleglosci punktu od poczatku ukladu. Argumenty rozwazanych
w poprzednich paragrafach funkcyj naleza do R? (lub w szczegélnosci do R?Y),
a wartoéci moga naleze¢ do dowolnie ustalonej przestrzeni Banacha Z. Znak | |
w odniesieniu do punktéw z R? oznaczy norme¢ w R?, a w odniesieniu do elemen-
tow w & — norm¢ w %, co nie prowadzi do nieporozumien.

W dalszym ciggu’ tego paragrafu bedziemy rozwazali funkcje f; ktérych zaréw-
no wartoéci, jak i argumenty nalezg do tej samej przestrzeni R%. Wtedy funkcja
f(x) moze byé interpretowana jako uklad g funkcyj ¢ zmiennych

P1€1s o5 E)s o @15 s 8D,

gdzie /= (¢1,...,9) i x =(&;,..., &). Rozniczka f'(xo) jest wtedy wektorem
I (x0) = (FE)(x0)s .05 F19 (x0)),

ktérego kazda wspSirzedna £ (x,) jest znowu wektorem.
S (x0) = (¢ (x0), -5 D (x0)).-

Wobec tego rézniczke mozna w tym przypadku interpretowaé jako macierz kwa-
dratowg

@1 (xo), ..., ¢ (%o)

W twierdzeniu 5 macierz ta jest oznaczona litera A4, a iloczyn A(x—y) jest
iloczynem macierzy przez wektor.

Odwracalno$é macierzy f'(x,) jest zwigzana z odwracalno$cia funkcji f w oto-
czeniu punktu x,. Mamy mianowicie
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TWIERDZENIE 6. Jezeli funkcja [ o wartosciach w R? jest w pelni rézniczkowalna
w punkcie xo € R?, a macierz f'(x,) jest odwracalna, to funkcja f jest odwracalna
w otoczeniu punktu x,. Funkcja odwrotna g jest w pelni rézniczkowalna w punkcie
Yo =f(x0), a macierz g'(yo) jest odwrotna do f'(x,).

Dowdd tego twierdzenia poprzedzimy kilkoma uwagami. Pelna rézniczkowal-
no$¢ funkcji w pewnym punkcie jest wlasnoécia bardzo mocna. Wynika z niej w szcze-
golnosci, ze funkcja jest okre§lona w pewnym otoczeniu i jest w nim ciagla (zob.
rozdziat 3). Funkcja f jest wigc ciagla w otoczeniu punktu x,, a funkcja g jest ciggla
wobec twierdzenia 6 w otoczeniu punktu y,. Wobec odwracalnoéci f oznacza to,
ze f jest homeomorfizmem w otoczeniu x,. Najdelikatniejszym miejscem w dowo-
dzie jest wykazanie, Ze funkcja g jest okre§lona w pewnym otoczeniu punktu ye.
Dopiero majac zapewniona t¢ okreslono$é, mozemy dowodzi¢ jej pelnej réznicz-
kowalnosci. Poza tym dowdd nasz bedzie si¢ opieral na nastgpujacym twierdzeniu
o macierzach (ktére podajemy bez dowodu jako znane):

TWIERDZENIE O MACIERZACH. Dla kazdej macierzy A (0o q wierszach i q ko-
lumnach) istnieje taka liczha M, ze [Ax] < M|x| dla wszelkich x « R?. Macierz A
Jjest odwracalna wiedy i tylko wtedy, gdy ponadto isinieje taka liczcba m > 0, ze |Ax| >
> m|x| dla wszelkich x ¢ R?.

Dowdd twierdzenia 6. Z odwracalnosci macierzy 4 = f’(x,) wynika istnie-
nie takiej liczby m > 0, Zze |4x| = m|x| dla wszelkich x ¢ R?. Niech W bedzie oto-
czeniem punktu x,, w ktérym funkcja f jest ciagla. Z twierdzenia 5 wynika, ze dla
kazdego & > 0 istnieje taka kula domknigta U, = 9, K-+x, zawarta w W, ze

| /) —f(y)—A(x—p)]
| lx—yl
Mozemy zatozyé, Ze v, <0, dla &, < &,. Z wlasnoéci liczby m wynika, ze

<e¢ dlax,yeU, x#y.

(6) L) —f(0)—A(x—)] < ;1- A(x—y)| dla x,y U,
oraz
D =) > (1—%) |A(x—)| > (m—e)lx—y| dla x,yeU.

Dla ¢ <m wynika z ostatniej nieréwnosci, ze funkcja f jest réznowartosciowa,
a wiec odwracalna na kuli U,.

Udowodnimy, Ze dla kazdego ustalonego & < m/2 obraz f(U?) wnetrza kuli
U, jest zbiorem otwartym. Istotnie, niech @ ¢ U? i niech S = rK-+a bedzie kula
domknieta zawarta w U?. Pokazemy, Ze obraz f(S) zawiera kule p K-f(a), gdzie
p=%(m—er. W tym celu ustalamy takie b, Ze |b—f(a)| < p i definiujemy

F(x) = |b—f(x)] dla xeS.
Jezeli [x—a| = r, to z (7) otrzymujemy

2p <1f(0)—f(a)| < F(x)+F(a) < F(x)+p.

3 — Roczniki PTM — Wiadomo$§ci Matematyczne
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Zatem
® - F@<p<Fx da |x—a|=r.
Poniewaz funkcja f jest ciagla na kuli domknigtej S, istnieje punkt c e S, taki Ze
F(c) < F(x) dla wszystkich x e S. Wobec (8) ¢ nalezy do wngtrza S° kuli S, bo
1éwnoéé |x—al| = r oznacza, Ze x lezy na brzegu tej kuli. _

Niech w = b—f(c). Poniewaz 4 jest macierzg odwracalna, istnieje takie /4 e R?,
7¢ Ah = w. Wybieramy 1,0 < A < 1, tak male, Ze c+1heS. Wtedy

1AQ)—b-+ARh] = (1—D)jw].

Ale wobec (6) mamy

| fle-+AR)—f()— ARk < % .

Poniewaz F(c-+Ah) jest dlugoécia sumy wektoréw, po lewej stronie dwdch ostat-
nich wzoréw, mamy

F(c+Ah) < (1-31)F(0),

gdyz |w| = F(c). Gdyby bylo F(c) > 0, to mieliby§my stad F(c+Ah) < F(c), co
przeczy definicji punktu ¢. Zatem F(c) = 0, czyli f(c) = b.

Udowodniliémy, ze dla kazdego punktu f(a) obrazu f(U°) istnieje kula o $rod-
ku w f(a) zawarta w f(U®). Zatem f(U?) jest zbiorem otwartym zawierajagcym yo =
= f(x0). W konsekwencji f(U,) jest otoczeniem punktu y,. Napiszmy

SX)—f)—A(x—y)
lx—y| '

Wiedy |R(x,»)| <e dla x,ye U, x#y, czyli dla f(x), /() (U, f(x) #f(y)
ze wzgledu na wzajemna jednoznaczno$¢ odwzorowania U, w f(U,). Podstawiajac

x = g(x), y = g(y), mamy
IR(g(®,e(®)| <& dla %,5f(U), £#7.
Jezeli B oznacza macierz odwrotna do 4, to z (9) wynika
B(E—3)—(e()—50)
lg(*)—g ()l

©) | R(x,) =

BR(g(%),2() =

Ponadto, gdy zalozymy, ze 0 < ¢ < m/2, to z (7) mamy
E®—e0) _ 2
o oMl g
[x—pl m
Na podstawie twierdzenia o macierzach istnieje taka liczba M, Ze |Bx| < M|x]|
dla x ¢ R?. Wobec tego z ostatniej réwnosci wynika, Ze wyrazenie

lg(®)—g(H)—BE—7)
X~7l

(10)
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jest nie wieksze niz

lg(x)—eg (P o o M
————-— M|R(g(%),g(M))| <2—e.
IX—7l m
dla x,yef(U), x#7.
Udowodniliémy, ze dla kazdego & spelniajacego nieréwnosci 0 < & < m/2
M
istnieje takie otoczenie V punktu y,, Ze wyrazenie (10) jest nie wieksze od 2 —¢
: m
dla %,7 eV, X # y. Stad latwo wynika, ze dla dowolnego ¢ > 0 istnieje otoczenie
V punktu y,, takie ze wyrazenie (10) jest nie wigcksze od e dla %, e V, X 4 ¥. A to
dowodzi wobec twierdzenia 5, ze g ma wszystkie pochodne pelne w punkcie yo,
co konczy dowdd twierdzenia 6.

6. Na zakonczenie podamy bez dowodéw pewne twierdzenia o zbiorach mie-
rzalnych i o calce Lebesgue’a. Dowodéw nie podajemy ze wzglgdu na elementar-
nos$¢ tego artykulu. Z drugiej strony wzmianka o tych twierdzeniach jest konieczna
dla catoéci informacji, czym jest pochodna pelna i jakie daje korzysci. W twierdze-
niach ponizszych detf’(x) oznacza wyznacznik macierzy f'(x), czyli jakobian,

TWIERDZENIE 7. Jezeli funkcja f jest w pelni rézniczkowalna na zbiorze mierzal-
nym X < R?, to

wfX) < [ Idetf ()ldx,
X

gdzie u oznacza miare Lebesgue’a, a calka jest rozumiana takze w sensie Lebesgue’a.
Gdy funkcja f jest ponadto odwracalna na X, to zamiast powyzszej nieréwnosci zacho-
dzi réwnosé.

TWIERDZENIE 8. Jezeli f jest funkcjq odwracalng i w pelni rézniczkowalng na zbio-
rze mierzalnym X < R?, a F jest funkcjq calkowalng w sensie Lebesgue’a na obrazie
S(X) tego zbioru, to

f F(X)dx = f [detf ()| F[f(x)]dx.
) #(X) . X ‘ .

Zauwazmy, Ze twierdzenia powyZsze, jak i wszystkie twierdzenia podane w tym
artykule staja si¢ falszywe, gdy w nich pochodne petne zastapi¢ przez tradycyjne
pochodne czastkowe. Gdyby za$§ pochodne pelne zastapi¢ przez pochodne czastko-
we ciagle, to twierdzenie 3 staje si¢ tautologia, a wszystkie inne tracg sens, poniewaz
pochodne czastkowe ciagle zawsze musza by¢ okre§lone na zbiorach otwartych.
Wprowadzenie pochodnych pelnych daje uogdlnienie i jednocze$nie uproszczenie
twierdzen o pochodnych czastkowych ciaglych.

Wszystkie twierdzenia podane w tym artykule zostaly opublikowane bez
dowodéw w Biuletynie Polskicj Akademii Nauk (On partial derivatives, XX,
11 (1972), str. 941-944). Dowody podane w tym artykule sa publikowane po raz
pierwszy.



