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Co to sa martyngaly?*

1. Wprowadzenie. Teoria martyngaléw dobrze ilustruje rozwdj catego rachun-
ku prawdopodobienstwa: jej podstawowe definicje wynikly z zagadnieh dotycza-
cych gier hazardowych, natomiast sama teoria stala si¢ subtelnym narzedziem wspét-
czesnej matematyki. Martyngaly sa przedmiotem systematycznych badan dopiero
od okoto trzydziestu lat i czg§¢ podrecznikéw probabilistycznych poswigca im jesz-
cze malo miejsca, zastosowania ich sa jednak juz tak liczne i réZznorodne, Ze nie
sposob wskaza¢ opracowania, w ktdrych mozZna by znalezé ich pelny przeglad.
Bibliografie prac [1], [2] sa najpelniejszymi Zrédiami.

Celem niniejszego przegladu teorii martyngaléw jest przyblizenie istoty teorii
bez wnikania w szczegoly techniczne. Podstawowe definicje beda podawane w dwaéch
wariantach, z ktorych pierwszy, bardziej elementarny i intuicyjny, wystarczy
do zrozumienia wigkszo$ci przykladéw. Przyklady ilustruja jedynie bezposrednie
zastosowania i wymagaja minimalnego przygotowania.

Przypominamy, ze w teorii prawdopodobienstwa wychodzi si¢ od zbioru na-
zZywanego przestrzeniq zdarzen elementarnych. Zdarzenia losowe sa podzbiorami tej
przestrzeni, a funkcje okres§lone na niej to zmienne losowe.

Zalé2zmy, dla prostoty, ze przestrzen zdarzen elementarnych sklada si¢ z prze-
liczalnej ilo$ci elementéw w,, w,, ..., ktérym zostaly przyporzadkowane prawdo-
podobiefistwa py, ps, ..., p; =01 Y'p,= 1. Jedli X1, X, ..., sa zmiennymi losowymi,
to przez ’

X1 =ay,.... X = a,} = N {o;: X, (w0) = a,}

m

oznacza si¢ zbidr tych elementow, na ktérych zmienne przyjmuja wskazane warto$ci.
Prawdopodobieristwo P {A} zdarzenia A definiuje si¢ jak >'p;, gdzie sumowanie roz-
cigga si¢ na wszystkie wartosci j, dla ktérych w; nalezy do 4. Jedli P{B} > 0, to
prawdopodobieristwo warunkowe zdarzenia A wzgledem zdarzenia B jest zdefinio-
wane jako

P{AIB} = P{An B}

P{B}

* Przeklad artykulu zamieszczonego w The American Mathematical Monthly 78 (1971),
str. 451-463,
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“Warto$é oczekiwang zmiennej losowej X okreSla sig wzorem
(1.1) E{X}= ZX(%)PJ
7
(przy zalozeniu, Ze szereg jest zbiezny bezwzglednie), a warunkowq warto$é oczeki-
wanq zmiennej X wzgledem zdarzenia B, gdzie P{B} >0, jako

Pj
P{B}’

(1.2) E{X|B} = 2 X(w)

ijA

Gdy P{B} =0, to warunkowe prawdopodobiefistwo i warunkowg warto§¢
oczekiwang mozna zdefiniowa¢ dowolnie.

Bardzo pozyteczne okazalo sig potraktowanie warunkowej wartosci oczekiwa-
nej jako funkeji, w sposéb nastepujacy. Niech {B,, n > 1} bedzie rozbiciem zbioru
0, to znaczy przeliczalna rodzina roziacznych zbiordéw, ktérych suma réwna sig £2.
Rozbicie to wyznacza i jednoczesnie jest wyznaczane przez pewne o-ciato &, miano-
wicie rodzing wszystkich zbioréw bedacych sumami elementdw rozbicia. Jezeli X
jest zmienna losowa o skoficzonej wartofci oczekiwanej, to definiujemy funkcje
E{X|#}, zwana warunkowq wartosciq oczekiwang zmiennej X wzgledem o-ciala &,
jako zmienng losowa o stalej wartosci E{X|B,} na kazdym zbiorze B,. Definicja
ta jest jednoznaczna z wyjatkiem tych zbioréw rozbicia, ktérych prawdopodobieti-
stwo jest réwne zero. W szczegdlnosci, jezeli Yy, Y,, ..., ¥, sa zmiennymi losowymi,
to indukuja one rozbicie skladajace si¢ ze zbioréw postaci {Y; = ay, ..., Y = &};
w tym przypadku E{X|%} jest funkcja réwna

E{XIYI =gy ey Yk = ak}

na zbiorach {Y; =ay, ..., Y, = a;} i bywa oznaczana symbolem E{X|Y, ..., ¥;}.

Niech #, « &, — ... bedzie skoficzonym lub nieskoficzonym, wstgpujacym
ciagiem o-cial (generowanych przez rozbicia w opisany wyzej sposéb). Bedziemy
interpretowaé &, jako zbiér wszystkich zdarzen, ktére mogly zaj$¢ do chwili n
wlacznie. ZaloZenie monotonicznosci odpowiada faktowi, ze ,,przeszto$¢” do chwili
n+1 jest bogatsza w zdarzenia anizeli ,,przeszto$é” do chwili n. Niech X, X2, ...
bedzie ciagiem zmiennych losowych. Potraktujmy X, jak czeé¢ historii dokonanej
w chwili n przyjmujac, ze kazde zdarzenie postaci {X, = a} jest elementem &,.

Przedmiotem rozwazan beda przede wszystkim ciagi zmiennych losowych. Nie-
kiedy ciag X, X, ... jest zadany z géry, a ,,przeszio$¢” &, okrefla si¢ za pomoca
Xy, ..., X,. Rozbicie generujace o-cialo &, sklada si¢ wowczas ze zbioréw

{Xl = gy eees Xn = a,,}.

Tak okreSlony ciag {#,,n > 1} bedziemy nazywali minimalnym (ze wzglgdu na
zadany ciag zmiennych).

Ciag {X,,n > 1} nazywa sie martyngalem wzgledem ciagu {#,,n = 1}, gdy
kazda ze zmiennych X, ma skoficzong warto$¢ oczekiwang i dla m < n warunkowa
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warto§¢ oczekiwana X, wzgledem ,,przeszloéci’” %, jest réwna X,,, to znaczy
(1.3) E{X,|F,} = X,,.

Ta zalezno$é migdzy funkcjami okre$lonymi na przestrzeni zdarzen elementarnych
ma zachodzi¢ prawie wszedzie, a wigc z wyjatkiem podzbioru, ktérego prawdopo-
dobienistwo jest réwne zero. Gdy kazde prawdopodobiefistwo p; jest dodatnie, to
zbiér ten jest pusty. Jezeli X, traktuje si¢ jako kapital gracza w momencie
n, to réwno$¢ (1.3) méwi, ze gracz uczestniczy w grze sprawiedliwej. Gdy ,,="
zastapi si¢ przez ,,>" lub ,,<”, to ciag zmiennych losowych nazywa si¢ odpowied-
nio podmartyngalem lub nadmartyngalem, a gra zwigzana z ciagiem nosi nazwe
korzystnej lub niekorzystnej. Oczywiscie (przy ustalonych o-ciatach) ciag {X,,n > 1}
jest nadmartyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy ciag {—X,,n > 1} jest podmar-
tyngatem, oraz jest martyngatem, gdy jest jednoczeénie podmartyngalem i nad-
martyngalem. Z definicji wynika, ze ciag E{X,} roénie, maleje Iub jest staly, gdy
ciag {X,, n > 1} jest odpowiednio podmartyngatem, nadmartyngalem lub martyn-
gatem (monotonicznoéC interpretujemy tutaj w szerszym sensie).
Z réwnoséci (1.3) wynika, Ze

(1.4) E{X\X,,....X,} = X, ’

lub réwnowaznie (gdy prawdopodobienistwo zdarzenia {X; = a,, ..., X, = a,,} jest
dodatnie), ze

(14') E{XnIXI = Q1, '“aXm:am}:am'

Jezeli ciag {#,,n > 1} jest minimalny, to warunki (1.4) i (1.3) sa réwnowazne.
Inaczej méwiac, dowolny martyngal wzgledem zadanego ciagu o-cial jest martyn-
galem wzgledem minimalnego ciagu o-cial. Analogiczna uwaga dotyczy podmar-
tyngatéw i nadmartyngatéw. Gdy ciag o-cial nie jest wyraZnie wskazany oznacza to,
7e w uzyciu jest cigg minimalny. Definicj¢ martyngalu mozna zastosowa¢ réwniez
do zmiennych o warto$ciach zespolonych. Pewne przyklady takich martyngaiéw
zostang rozpatrzone pOdzniej. Oczywiscie, czedci rzeczywista i urojona zespolo-
nego martyngalu sa rzeczywistymi martyngatami.

2. Definicje w przypadku ogélnym. W definicjach paragrafu 1 przyjmowali§my
przeliczalno$é przestrzeni zdarzen elementarnych, a wige zaloZenie, ktdre nie bedzie
spetnione w wielu przykiadach omawianych ponizej. W niniejszym paragrafie po-
dane zostana definicje dla przypadku ogdlnego i to w jezyku nieprobabilistycznym,
aby przekonaé niektérych, krytycznie usposobionych czytelnikéw, Ze teoria prawdo-
podobiefistwa obywa sie bez domieszki terminéw takich jak moneta, zdarzenie,
gracz, urna, jakkolwiek sens kryjacy si¢ pod nimi mial duzy wplyw na sama
teorie. v
Niech {22, #, P} bedzie przestrzenia z miara: 2 jest wtedy zbiorem, # o-cia-
lem podzbioréw, a P miara zdefiniowana na &. W dalszym ciagu zaktadaé bedzie-
my, ze P{Q2} = 1. (Pewni analitycy oskarZaja probabilistéw, Zze wprowadzaja w blad
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niespecjalistéw, ukrywajac funkcje mierzalne i catki pod nazwami zmiennych lo-
sowych 1 wartodci oczekiwanych. Zauwazmy jednak, ze probabilisci zajmowali sig
catkami po abstrakcyjnych zbiorach, kiedy jeszcze analitycy nie $nili o teorii miary.
Z drugiej strony, wéréd probabilistéw odzywaja si¢ glosy, ze teoriomiarowe roz-
wazania zaciemniaja prawdopodobienistwo.) Niech #; « &, < ... bedzie wstgpujg-
cym ciagiem o-cial zbioréw z & i niech {X,,n > 1} bedzie ciggiem zespolonych
funkcji na £ spehmiajacych warunki:

(a) X, jest #,mierzalna,

(b) X, jest catkowalna,

(c) jezeli m < n i A jest zbiorem z ﬁm,'to

@2.1) [ X,ap = [ x,,dp.
A A

Kazdy ciag funkcji o powyzszych wlasno$ciach nazywa si¢ martyngalem wzgledem
ciagu {Z#,, n > 1}. Gdy funkcje X, sa rzeczywiste i gdy ,,=" jest w (2.1) zastgpiona
przez ,,<<” lub ,,=", to ciag takich funkcji nazywa si¢ odpowiednio nadmartynga-
lem Tub podmartyngalem wzgledem zadanego ciagu o-cial.

W obecnej, ogdlnej sytuacji, warunkowa warto$¢ oczekiwana definiuje sig tak,
by réwnoéci (2.1) i (1.3) (ktéra zachodzi P prawie wszedzie na £2) byly réwnowazne.
W ten sposéb wczesniejsze definicje staja si¢ szczegdlnymi przypadkami dopiero
co podanych, a uwagi z paragrafu 1, dotyczace martyngaléw sa stuszne réwniez
w ogllnym przypadku. )

Definicje zostaly sformulowane dla ciagéw z dyskretnym zbiorem parametrow
(uporzadkowanym w zwykly sposéb), moga byé jednak uogdlnione na dowolny
zbiér parametréw uporzadkowany' liniowo.

3. Przyklad. WartoSci oczekiwane, gdy wie si¢ coraz wiecej. Niech &, ¢
= Z,< ... bedzie, jak zwykle, wstepujacym ciggiem o-ciat i niech X bedzie zmienna
losowg o skoriczonej wartosci oczekiwanej. Jezeli X, = E{X|#,},tociag X1, X,, ...
jest martyngalem wzgledem zadanego ciagu o-cial. A wigc kolejne warunkowe
warto$ci oczekiwane, gdy wie si¢ coraz wiecej, tworzg martyngal. Ogélniej, zbidr
parametréow 1,2, 3, ... mozZna zastapi¢ dowolnym zbiorem liniowo uporzadkowa-
nym; istotnym warunkiem jest jedynie, by &, rosly wraz z t. Kazdy martyngat,
ktdrego zbiér parametréw ma element ostatni, jest powyzszego typu. Jako X przyj-
mujemy wtedy ostatnia zmienna.

Przyklad ten sugeruje mozliwo$¢ zastosowan w statystyce i teorii informacji
i jest powodem takich probabilistycznych ekstrawaganciji jak stwierdzenie, Ze ,,gra,
ktéra czlowiek rozgrywa z natura, poznajgc ja coraz lepiej, jest uczciwa”. (Stwier-
dzenie to wskazuje, by¢ moze, jak wiernie martyngaly odtwarzaja sens sprawied-
liwej gry.) ‘

4. Przyklad. Sumy niezaleznych zmiennych losowych. Niech Y,, Y,, ... beda
niezaleznymi zmiennymi losowymi i niech

X, =Y, +..+7,
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Latwo udowodni¢ intuicyjnie oczywisty fakt, ze ciag X;, X5, ... jest martyngatem,
gdy E{Y;} = 0. dla j > 1, nadmartyngatem, gdy E{Y;} <O dla j>1, i podmar-
tyngatem, gdy E{Y;} >0 dla j > 1.

5. Przyklad. Usrednianie niezaleinych zmiennych losowych. Przyjmijmy w po-
przednim przyktadzie, ze zmienne Y;, Y, ... maja wspllny rozklad. Wtedy, wy-
korzystujac symetryczno$é definicji, mozna pokazaé, ze ciag

X; X,

32

jest martyngalem z zaznaczonym uporzadkowaniem (od lewej do prawej). Przyklad
ten sugeruje mozliwo$¢ zastosowan do prawa wielkich liczb 1 istnienie zwiazkéw
migdzy teoria martyngaldw a teorig ergodyczna. W rzeczywisto$ci, migdzy tymi
dwiema teoriami jest §cisty zwiazek i niekiedy powiada si¢, Ze jedna z nich zawiera
drugg; od mdwigcego zalezy, ktéra z nich okreéla si¢ jako ogdlniejsza. W kazdym
wypadku jest prawda, Ze w rozumnym sensie istnieja tylko dwa jakoSciowe twier-
dzenia o zbieznosci w teorii miary (nie biorac pod uwagg twierdzen, w ktdérych
»Z€ zbieznosci rodzaju I wynika zbiezno$¢ rodzaju II) sa to: twierdzenie ergodyczne
1 twierdzenie o zbieznoSci martyngaléw. Drugie zostanie oméwione ponizej. Kazde
z nich zwigzane jest z coraz to precyzyjniejszym uérednianiem.

,Xl

6. Przyklad. Funkcje harmoniczne na kracie. Niech S’ bedzie zbiorem wszystkich
punktéw przestrzeni d-wymiarowej o wspolrzednych catkowitych, a S dowolnym
podzbiorem S’. Punkt & z S nazywa si¢ punktem wewnetrznym zbioru S jezeli S
zawiera wszystkich 2d najblizszych sgsiadéw punktu & Pozostale punkty & z S
nazywa si¢ punktami brzegowymi zbioru S. Jezeli S # S’, to istnieje co najmniej
jeden punkt brzegowy. Funkcja u okre§long na zbiorze S nazywamy harmoniczng
(nadharmoniczng), gdy w kazdym punkcie wewngtrznym S funkcja u jest réwna
(co najmniej réwna) §redniej arytmetycznej swoich warto$ci przyjmowanych w 2d
najblizszych punktach. Na przyklad, dowolna funkcja liniowa jest harmoniczna,
a zloZenie funkcji harmonicznej z wklesta jest funkcja nadharmoniczng. Blgdzeniem
na S nazywa si¢ ciag zmiennych losowych X,, X, ... o wartosciach w S, opisany
w sposéb nastepujacy: Ustalmy pewien punkt poczatkowy w S i przyjmijmy, Ze
Xo tozsamosciowo réwna si¢ temu punktowi. Gdy X, = ao, ..., X, = a, i gdy a4,
jest punktem wewnetrznym S, to X, +1 Téwna si¢ ktéremus$ z 2d sasiednich punktéw
punktu a,, przy czym kazdemu z nich z prawdopodobienstwem 1/2d. Jezeli a,
lezy ma brzegu zbioru S, to X,,, = a,. Tak wigc btadzenie trwa do momentu
osiggnigcia ktérego$ z punktéw brzegowych, po czym ustaje. Mozna udowodnid,
ze bladzenie takie istnieje. Jezeli u jest funkcja harmoniczna (nadharmoniczna)
na S, to ciag zmiennych losowych u(X,), u(Xy), ... jest martyngalem (nadmar-
tyngalem). Gdy rozpatruje si¢ ciag nieskonczony X, Xi,..., wtedy przestrzef
zdarzef elemnetarnvch musi by¢ nieprzeliczalna.

7. Przyklad. Klasyczne funkcje harmoniczne i analityczne. Przyklad z paragrafu 6
mozna zmodyfikowa¢ nastgpujaco. Niech S bedzie podzbiorem otwartym przestrze-
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ni d-wymiarowej, d > 1. Funkcja u okre§lona na S nazywa si¢ funkcja harmoniczng,
gdy jest funkcjg ciagla i gdy dla kazdego punktu & z S i kuli B o $rodku £ lezacej
wraz z domknieciem w S, warto$é u(&) jest réwna usrednieniu wartoéci przyjmo-
wanych przez funkcje u na brzegu B. Na przyklad funkcje liniowe s3 harmoniczne
w dowolnym wymiarze i sg jedynymi funkcjami harmonicznymi, gdy d =1, a S
jest przedzialem. Dowodzi sig, Ze funkcje harmoniczne sa to te, ktére maja pochodne
dowolnego rzedu i ktérych laplasjan jest réwny zero. Gdy d = 2, to czg§¢ rzeczy-
wista dowolnej funkcji analitycznej jest funkcja harmoniczna. Oznaczmy przez
B(&) brzeg kuli o §rodku w punkcie & i o promieniu 1, gdy S = §’, i o promieniu
réwnym potowie odlegtoéci & od brzegu S, gdy & jest w S i S5 S Jezeli d > 1
i A < B(§), to zdefiniujmy p(&, 4) jako (d—1)-wymiarowe ,,pole” zbioru A po-
dzielone przez ,,pole” B(&), a gdy d =1 jako liczbe punktéw zbioru A podzie-
long przez 2. Bladzeniem na S bedziemy nazywaé ciag zmiennych X,, Xy, ...
o warto$ciach w S skonstruowany w sposOb nastepujacy: Ustalmy pewien punkt
poczatkowy w S i przyjmijmy, ze X, rdwna si¢ tozsamo$ciowo temu punktowi.
Gdy Xo =40, X1 = a4, ..., X, = a,, to X,,, jest pewnym punktem zbioru B(a,),
a prawdopodobiefistwo (warunkowe), ze X,,, jest elementem zbioru 4 réwna
si¢ p(a,, A). Z tej definicji wynika, ze gdy u jest funkcja harmoniczng, lub gdy
d = 2 funkcja analityczna na S, to ciag zmiennych losowych {u(X,),n > 0} jest
martyngatem. Analogiczne zalezno$ci zachodza miedzy funkcjami nadharmonicz-
nymi (podharmonicznymi) a nadmartyngatami (podmartyngatami).

Paragrafy 6 i 7 wskazuja na zwiazki miedzy teoriag martyngaléw a teoria po-
tencjatu. W rzeczywistosci teoria proceséw Markowa i teoria potencjalu sa w duzej
mierze odmiennymi spojrzeniami na tg samg rzecz, a teoria martyngaléw jest pod-
stawowym narzgdziem probabilistycznej teorii potencjahu.

8. Dwie podstawowe zasady. Bedzie nam potrzebne pojecie momentu zatrzy-
mania, nazywanego rowniez momentem Markowa lub momentem wyboru. Niech

g’rocflcu.

bedzie wstepujacym ciagiem o-cial, a v zmienna losowa przyjmujgca wartosci ze
zbioru {0, 1,2,...,+0o0}. Zmienna v nazywa si¢ momentem zatrzymania wzglgdem
ciagu {F,,n >0}, jedli zdarzenie {» <n} jest elementem &, dlan=0,1,2,...,
czyli, intuicyjnie mowiac, gdy warunek » < n zalezy jedynie od tego, co zdarzylo
si¢c do chwili 7. Na przykiad, jesli {X,, n > 0} jest martyngalem wzgledem pewnego
ciagu o-cial, a v(w) jest pierwsza liczba j, dla ktérej X;(w) > 0 lub v(w) = o0,
jesli takiej liczby nie ma, to wtedy » jest momentem zatrzymania.

W ponizszych nieprecyzyjnych sformulowaniach wyrazone s3 dwie podstawowe
zasady teorii martyngaléw, ktérych dokladniejsze wersje i zastosowania beda po-
dane pézniej. Niech X, X, ... bedzie nadmartyngalem wzgledem %o, %4, ...

Z,. Jesli vy < v, <... 5q skoriczonymi momentami zatrzymania, niezbyt wiel-
kimi w poréwnaniu z Xo, Xy, ..., wiedy cigg X, , X, ,... jest nadmartyngalem;
martyngalem jest on wtedy, gdy {X,,n > 0} jest martyngalem.
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Z,. Jesli sup E{| X, |} nie jest zbyt wielkie, to sup|X,| nie jest zbyt wielkie i ciqg
n n

{Xo(w): Xl(w)’ }
mozliwych wartosci nadmartyngalu nie jest ciqgiem Scisle oscylujgcym.

Zasada Z, jest odbiciem faktu, Zze gracz uczestniczgcy w grze niesprawiedli-
wej (sprawiedliwej), bedzie ja uwazat za niesprawiedliwa (sprawiedliwg) réwniez
i wtedy, gdy bedzie patrzy! na swe pieniagdze nie po kazdej grze, ale po grach z nu-
merami v, ¥,,... PoniZzsza wersja zasady Z;, w ktorej wszystkie momenty zatrzy-
mania s skonczone, bedzie nazwana twierdzeniem o momentach zatrzymania:

Jezeli {X,,n > 0} jest nadmartyngalem (martyngalem) i kazdy z momentow v;
jest ograniczony, wtedy ciqg {ij, Jj =1} jest réwniez nadmartyngalem (martynga-
lem). Drugi z ciqgéw pozostaje nadmartyngalem, bez dodatkowych zalozeri o momen-
tach zatrzymania, jesli X; >0 dla wszystkich j.

Nastepne twierdzenie, ktore bgdzie nazywane twierdzeniem o zbieznosci mar-
tyngaléw, jest konkretyzacja zasady Z;:

Jezeli {X,,n > 1} jest nadmartyngalem oraz supE{|X,|} < oo, wtedy granica
n

lim X, istnieje i jest prawie na pewno skoviczona.

n—od
Jesli ciqg {..., X_1, Xo} (uporzqdkowany z lewej do prawej) jest nadmartynga-
lem, wtedy (prawie na pewno) istnieje granica

lim X,=X_, oraz —oo<X_  <oo.
n—>—00

Prawie na pewno znaczy tutaj wszedzie na przestrzeni zdarzen elementarnych
z wyjatkiem pewnego zbioru o prawdopodobienistwie zero. (Jedna z godnych
uwagi réznic miedzy teoria prawdopodobiefistwa a teoria miary jest, Ze proba-
biliSci pisza czesto ,,prawie na pewno”, podczas gdy specjaliéci z teorii miary
,,prawie wszedzie™.) )

Twierdzenie o zbieznoSci martyngatldw powinno byé zestawione z twierdze-
niem ergodycznym, ktére podamy w nastgpujacej postaci:

Niech Z,,2Z,, ... bedq zmiennymi losowymi o skoriczonych wartosciach oczeki-
wanych i o wlasnosci: dla dowolnej liczby n >0 lqczny rozkled Z,, 2, , ..., Z;,,
nie zalezy od j = 1. Wtedy, prawie na pewno, granica

61) o ZatZat 2,
n n

istnieje i jest skoviczona.

Oznaczmy przez Z, iloraz wystgpujacy w (8.1), wtedy Z, jest §rednia wazona
zmiennych Z,, Z,, ..., Z,, a Z,,, jest éredniag wazong zmiennych Z;, Z;, ..., Z,,
Z,,,. Dlatego Z,, jest ,,grubszym” uérednieniem anizeli Z,. Natomiast z réw-
noéci definiujgcej martyngat {X,,n >0} wynika, Ze X, jest uSrednieniem

zmiennej X,,,. Jezeli wigc istnieje jakiS zwigzek miedzy twierdzeniem o zbiez-
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nosci martyngaléw a twierdzeniem ergodycznym, to moZng przypuszczaé, Ze twier-
dzenie ergodyczne odpowiada twierdzeniu o zbiezno$ci martyngatéw z malejacymi
wskaZnikami. Przyklad z paragrafu 11 potwierdza to przypuszczenie w specjalnym
przypadku.

9. Ciag dalszy paragrafu 3. W przykladzie paragrafu 3 mamy
E{|x,} < E{|X]}.

Dlatego z twierdzenia o zbieznosci martyngaléw wynika, Ze granica mE{X|#,}

n
istnieje prawie na pewno. Mozna udowodni¢, Ze granica ta jest identyczna 2E{X|F ,},
gdzie &, jest najmmejszym o-cialem zawierajacym wszystkie zbiory z U./ Otrzy-

maliSmy w_ten sposéb twierdzenie o pewnego typu ciagloéci dla warunkowych
wartoéci oczekiwanych. Istmeje rowniez analogiczne twierdzenie dla zstgpujacego
ciagu o-cial. '

10. Ciag dalszy paragrafu 4. W paragrafie 4 przyjmijmy E{Y;} =0 dla wszyst-
kich j. Ciag {X,,n > 1} jest wtedy martyngatem i zgodnie z twierdzeniem o zbiezno-

ci martyngalow szereg ZY jest zbiezny (prawie na pewno) jezeli tylko sup{] Z’Yj[}<
n

< co. Przypu$émy na przykiad ze E{ Y2} < oo dla dowolnego j; wtedy szereg
DY, jest szeregiem ortogonalnych zmiennych losowych i dlatego zbiega przecigtnie

J .
(tzn. w L*(Q)), gdy Y E{Y}} < oo, czyli gdy supE{X;?} < co. Ze skoficzonosci su-
. ' n

premum wynika, Ze slpehlione sa zaloZenia twierdzenia o zbieZno$ci martyngalow.
WykazaliSmy w ten sposéb, ze ze zbieznoSci przecigtnej sum niezaleznych

zmiennych losowych o wartodciach oczekiwanych zero wynika zbiezno§¢é prawie

na pewno. Aby uzyskaé nastg¢pne zastosowanie teorii martyngatéw do sum niezalez-

nych zmiennych losowych przyjmijmy, ze Z,, Z,,... s3 zmiennymi niezaleznymi

o wspdlnym rozkladzie i o wartosciach oczekiwanych a. Jezeli X, =01 X, =
n

= )'(Z;~a) dla n >0, to ciag {X,,n >0} jest ciagiem sum niezaleznych zmien-
=1 ‘ ’

nych losowych z zerowymi warto$ciami oczekiwanymi i jako taki jest martynga-
fem. Jezeli » jest skoficzonym momentem zatrzymania (wzgledem minimalnego
ciggu o-cial) o skonczonej wartosci oczekiwanej oraz v, = 0 i », = », to mozna
udowodni¢, w oparciu o pewna wersje zasady Z,, ze {X’1’ X,,z} jest martyngalem
zlozonym z dwdch zmiennych losowych, ktérych wartoéci oczekiwane sg réwne
zero. Z réwnosci E{X,} = 0 wynika, Ze '

(10.1) E{Z z} = aE{}.

Ta tozsamo$¢ to podstawowe twierdzenie Walda z analizy sekwencyjnej; ma ono
wiele zastosowan w statystyce.
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11. Ciag dalszy paragrafu 3. Stosujac twierdzenie o zbiezno$ci martyngalow
do martyngatu z paragrafu 5, uzyskujemy istnienie (prawie na pewno) granicy

(11.1) lim M

n->00 n

Mozna pokazaé, Ze granica ta réwna si¢ E{Y;}. Wynik ten jest znany probabili-
stom jako mocne prawo wielkich liczb i moze by¢ réwniez otrzymany w oparciu
o twierdzenie ergodyczne (patrz rozwazania o zwigzkach miedzy twierdzeniem er-
godycznym a twierdzeniem o zbiezno$ci martyngaléw w paragrafie 5).

12. Ciag dalszy paragrafu 6. Przypu$émy, Ze zbidr S jest ograniczony. Udowod-
nimy najpierw, ze prawie kazda trajektoria bladzenia startujacego z punktu & e .S
dotrze do brzegu. Istnieja elementarne dowody tego faktu, a ponizszy dowdd jest
jedynie ilustracja teorii martyngaléw. JeZeli u jest funkcja harmoniczng zdefinio-
wang na S, wtedy {u(X,), n = 0} jest ograniczonym martyngatem i dlatego prawie -
na pewno zbieznym. W szczegélnoéci, gdy funkcja u réwna si¢ ktorej$ ze wspoirzed-
nych, to ciag u(X,) jest zbiezny jedynie wtedy, gdy poczawszy od pewnego miejsca
jest staty. Dlatego trajektoria bladzenia musi osiagna¢ brzeg (gdzie juz pozostaje),
co konczy dowdd.

Jezeli & jest punktem wewngtrznym, to istnieje taka zmienna losowa » o war-
tosciach calkowitych (moment pierwszego dojscia do brzegu), ze X, jest punktem
brzegu, a punkty X; dla j < » jeszcze do brzegu nie naleza. Zmienna ¥ jest momen-
tem zatrzymania (wzgledem minimalnego ciggu o-cial). Jezeli u jest funkcja har-
moniczng na S i »; =0, v, ==», to z twierdzenia o momentach zatrzymania
(nieznacznie wzmocnionego) wynika, Zze {u(£), u(X,)} jest martyngalem zlozonym
z dwféch zmiennych losowych i dlatego :

(12.1) u(®) = E{u(®)} = Efu(X,)}.

Oznaczmy przez u(é,n) prawdopodobienstwo, ze X, = ), czyli ze bladzenie star-
tujace z punktu & osiagnie brzeg w punkcie 7. Rozklad u(&,:) nazywa si¢ miarq
harmoniczng wzglgdem punktu & W terminach miar harmonicznych réwno$¢ (12.1)
mozna zapisaé jako

(12.2) w(@ = YumpE, ),

gdzie sumowanie przebiega wszystkie brzegowe punkty #. Tak wigc funkcja har-
moniczna na S jest wyznaczona przez swe warto$ci na brzegu, a mianowicie jest
$rednia wazona (wyznaczona przez miare harmoniczng) swoich wartosci brzego-
wych: Z wlasnosci wartoéci oczekiwanych warunkowych wynika, Ze jezeli u jest
funkcja okre$lona na brzegu zbioru S, a w punktach wewngtrznych funkcja u zde-
finiowana jest wzorem (12.2), wtedy funkcja u jest harmoniczna na S. Udowodni-
lismy w ten sposob, e istnieje dokladnie jedna funkcja harmoniczna o zadanych
wartoSciach brzegowych. Pomijamy odpowiednie rozwaZania zwiazane z ogdlniej-
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szg definicja harmoniczno$ci, w ktérej usrednia si¢ po punktach réinych od naj-
blizszych sasiadéw.

Uzyskany wynik szczegblnie przemawia do intuicji, gdy d = 1. Wtedy S jest
Zbiorem punktéw —a, ..., b, gdzie a i b sa liczbami naturalnymi, a bladzenie po-
lega na wykonywaniu krokéw réwnych 1 lub —1 z prawdopodobiefistwem % kazdy
i trwa do momentu osiagnigcia punktu —a lub b.. Uzywajac jezyka graczy: gracz
bierze udzial w uczciwej grze i w wyniku kazdej partii uzyskuje lub traci dolara
z prawdopodobiefistwem %, niezaleznie od wynikéw poprzednich partii. Rozpo-
czyna on gr¢ z a dolarami, jego przeciwnik z b dolarami i gra ciagnie si¢ do
momentu, gdy jeden z nich straci wszystkie swoje pienigdze; X, réwna sie wy-
granej (ktéra moze by¢ dodatnia lub ujemna) po n partiach. Gra rozpoczyna si¢
w momencie 0, przyjmujemy wigc X, = 0. Poniewaz funkcja toZsamosciowa
u, u(§) = & na S, jest harmoniczna, wigc ciag {X,, n > 0} jest martyngalem i dla-
tego z (12.1) otrzymujemy

(12.1% E{X,} =0,

czyli §redni koncowy zysk réwna si¢ 0, jak by¢ powinno. Réwnos¢ (12.1") moze byé
potraktowana jako szczegllny przypadek (10.1). Z (12.1') wynika dobrze znany
fakt, ze prawdopodobienstwo ruiny przeciwnika, tzn. prawdopodobienstwo, Ze
X, = b jest af(a-+b).

13. Ciag dalszy paragrafu 7. Gdy d = 2, to wlasnosci bladzenia sg Scisle po-
wiazane z wlasnoéciami funkcji analitycznych i harmonicznych. Rozpatrzymy przede
wszystkim proste zastosowanie w przypadku, gdy S jest cala plaszczyzng. Mozna
pokazaé, ze prawie kazda trajektoria bladzenia startujacego z dowolnego punktu
& jest wtedy gesta (na plaszczyZnie). Fakt ten jest odpowiednikiem twierdzenia
Liouville’a, ze ograniczona funkcja analityczna na plaszczyZnie jest stala. Twier-
dzenie to udowodnimy w sposéb probabilistyczny. Poniewaz czg$¢ rzeczywista i uro-
jona funkcji analitycznych sa funkcjami harmonicznymi, to uzyskamy silniejszy
wynik, gdy wykazemy, ze dowolna funkcja harmoniczna i ograniczona jest stala.
W rzeczywistosci udowodnimy wiecej, a mianowicie, ze funkcja harmoniczna, ktora
jest ograniczona z géry lub z dotu jest funkcja stalg. Przyjmijmy, korzystajac z linio-
wosci zbioru funkcji harmonicznych, ze u jest funkcja dodatnig i rozpatrzmy mar-
tyngat {u(X,), n > 0}. Oczywiscie

E{u(Xo)} = E{u(X,)} = E{{u(X,)]}.

Z twierdzenia o zbieznofci martyngaléw wynika, Ze martyngal ten jest (prawie na
pewno) zbiezny. Jezeli teraz wybierzemy trajektorie, ktdra jest gesta i na ktdrej
u ma granice réwna pewnej stalej C, wtedy funkcja u musi by¢ (z ciggtosci) tozsa-
mosciowo réwna C, co wlasnie nalezalo udowodnic. '
Przechodzimy obecnie do przeniesienia wynikéw paragrafu 12 i bedziemy odtad
zakladaé, ze zbiér S jest ogramiczony, a d dowolng liczba naturalng. Zbiezno$¢
prawie na pewno ograniczonego martyngatu {u(X,),n > 0}, gdzie u jest funkcja
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réwna ktorej$ ze wspolrzednych, pociaga istnienie (prawie nma pewno) granicy

limX, = X_,.

n—o0
Jest to mozliwe jedynie wtedy, gdy wartosci X, leza na brzegu zbioru S. Oznaczmy
przez u(&, A) prawdopodobienistwo, Ze bladzenie startujace z & osiagnie zbidr bo-
relowski 4 potozony na brzegu S. u(§,-) jest wtedy miarg na podzbiorach brzegu,
tzw. miarq harmoniczng (wzglgdem §&). Jezeli u jest funkcja harmoniczng ograniczo-
na z gory lub z dotu, to z twierdzenia o zbieznoéci martyngatdw wynika istnienie
(prawie na pewno) granicy lim u(X,). Znaczy to, Zze funkcja ¥ ma granicg w punktach

n-—->od

‘brzegowych wzdluz prawie kazdej trajektorii. Te rozwazania kontynuowaé bedzie-
my jeszcze w paragrafie 16. Zaldzmy teraz dodatkowo, ze u jest funkcja ciggla na
domknieciu S. Wtedy oczywiscie lim u(X,) = u(X,) prawie na pewno i dowodzi

n—»00

si¢ wprost, ze ciagg zmiennych losowych
u(XO) H u(Xl) AR u(Xoo)

jest martyngalem. Poniewaz wartoéci oczekiwane pierwszej i ostatniej zmiennej sa
réwne, wiec

(13.1) u(§) = Eu(X,)} = [ulp, dn),

® obszarem calkowania jest brzeg zbioru S. Dlatego u(&) jest §rednia waZona (wy-
Znaczong przez miare¢ harmoniczng) swoich wartosci brzegowych. Odwrotnie, jeZeli
u jest funkcjg ciagla na brzegu zbioru S, a w punktach zbioru S funkcja u dana
jest wzorem (13.1), to mozna pokazaé, wykorzystujac rozwazania paragrafu 16,
ze u jest funkcjg harmoniczna. W tych punktach brzegu, w otoczeniu ktérych jest
on dostatecznie porzadny (dokladniej, w punktach regularnych w sensie teorii po-
tencjatu), zadane na brzegu wartosci funkcji u sa réwne jej granicy. W taki sposéb
teoria martyngaléw rozwiazuje zagadnienie Dirichleta dla funkcji harmonicznych.
Ten typ rozwazan stosuje si¢ nie tylko do klasycznych funkcji harmonicznych, ale
réwniez do rozwigzani ogdlnych eliptycznych i parabolicznych réwnan z pochodnymi
czastkowymi,

14. Przyklad. Zastosowanie do rézmiczkowania. Scisty zwiazek miedzy teorig
martyngatéw a rozniczkowaniem mozna zilustrowaé na nastepujacym przykladzie.
Niech £ bedzie przedzialem [0, 1] i niech prawdopodobiefistwo zbioru A bedzie
réwne jego mierze Lebesgue’a oznaczonej przez {A|. Dla dowolnego » = 1 niech
Ayiseees A,,k" bedzie rozbiciem przedzialu [0, 1] na rozlaczne podprzedzialy i za-
¥6zmy, ze (n-+1)-sze rozbicie jest podzbiorem n-tego czyli, ze kazdy zbiér 4,; jest
suma pewnych zbioréw (n--1)-szego rozbicia. Jezeli &, jest o-cialem generowanym
przez n-te rozbicie, to &, < %, ;. Dla dowolnej funkcji f catkowalnej na [0, 1]
zmienne losowe X, zdefiniowane wzorem

1
X, = ff(w)dw na 4,, j>1,
4 )
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tworza martyngal wzgledem {&,,n > 1}, dla ktdrego

1
(14.1) E{IX,]} < [If(@)ldo.
o
Gdy f jest funkcjg ciggla i gdy lim max|4,| = 0, to oczywilcie
n—oo  j .
lim X, (w) = f(w)
dla wszystkich w. Bez tych zaloZen istnienie granicy lim X, prawie wsz¢dzie na

n—>0
[0, 1] wynika z twierdzenia o zbieZno$ci martyngaldw.
Ogdlniej, mozna zastapi¢ przedziat [0, 1] dowolng przestrzenia {2, %, P}
z miarg P taka, ze P{Q} = 1. W tym kontekscie rozbiciem bgdzie podziat 2 na
(co najwyzej) przeliczalna ilo$¢ rozlacznych zbioréw mierzalnych, przy czym n-+1

rozbicie winno by¢ podrozbiciem n-tego. f fdw zostanie zamieniona na p(A4), gdzie
. A

4 jest miarg, a zmienna losowa X, bedzie réwna u(4,)/P(4,) na A,;, jesli mia-
nownik nie znika, a w przeciwnyth przypadku dowolnej liczbie. Przy takich de-
finicjach cigg zmiennych losowych X, bedzie martyngalem, gdy

(a) P{4,} >0 dla wszystkich n, j,

lub gdy

(b) Ay} =0 dia P{A,}—0.
Jezeli jedynie

(©) ©=0,

to ciag X, bedzie nadmartyngalem.

Jezeli zachodzi (a) lub (b) lub (c), to warto$¢ oczekiwana E{|X,|} jest nie wigk-
sza niz wahanie miary u, stad wnioskujemy, ze martyngat (lub nadmartyngal) X,
zbiega prawie wszedzie. Poniewaz dowolna, skoniczona, o-addytywna funkcja zbioru
jest réznica dwoch miar, otrzymujemy wigc twierdzenie, Ze dowolna o-addytywna
funkcja zbioru ma pochodna wzgledem skonczonej miary i przy dowolnym zstgpu-
jacym ciggu podziatdw.

15. Przykiad. Funkcje na nieskonczenie wymiarowej kostce. Z definicji wynika,
ze kazda zmienna wchodzgca w sklad martyngatu jest usrednieniem dowolnej zmien-
nej o wiegkszym wskazniku. Ponizszy przyklad podkre§la ten fakt bardzo wyrazZnie.
Niech £ bedzie zbiorem ciagéw mnieskonczonych ..., & 1, &0, &1, ..., 0 <<E; <1
i niech P bedzie miarg na £ réwng produktowi miar Lebesgue’a, czyli niech P bedzie
niesk oniczenie wymiarowa objetoécia. Przyjmijmy poza tym, Ze f jest funkcja okres-
long na £ i catkowalng. Korzystajac z powszechnie uzywanych oznaczen. defi-
niujemy zmienne X, nastgpujaco:

X,,:ffmf(...,50,51,...).]?145,.

j=n+1
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Catkujemy tutaj po &,,,,&,,,,... Mozna udowodni¢, ze gdy &, jest najmniej-
szym o-cialem zawierajacym wszystkie zdarzenia okreSlone warunkami postaci
§ <c dla j<n, to prawie na pewno X, = E{f|#,}. Jestto intuicyjnie jasne:
obliczamy warto$¢ oczekiwana f znajac wszystkie wspélrzedne do n-tej wlacznie.
Dlatego (por. paragrafy 31 9) ciag {X,}_ . <, jest martyngalem zbieznym w dwéch
kierunkach: granice limX, = X i limX, = X_ istnieja prawie na pewno. MoZna

n—>00 H—>—00

pokazal, ze granice te sa réwne odpowiednio f i E{f}.

16. Przypadek ciaglego zbioru parametréw. Niech {X,, tel}, gdzie I jest prze-
dzialem na prostej, bedzie nadmartyngalem. Z zasady Z, wynika, ze kazda zmienna
losowa @ — X,(w) mozZna zmieni¢ na zbiorze w o prawdopodobiefistwie zero tak,
by prawie kazda trajektoria, to znaczy dla prawie kazdego w funkcja 7+ X,(w),
byla ciagla, z wyjatkiem punktéw z niecigglo$ciami typu oscylujacego. Taka zmiana
rie wplywa na laczne rozklady zmiennych losowych lub na fakt, Zze rodzina zmien-
nych losowych jest nadmartyngalem. Teoria nadmartyngaléw z cigglym zbiorem
darametréw jest bardzo bogata i odgrywa istotng rol¢ w probabilistycznej teorii
potencjatu. Tutaj podamy tylko jedno zastosowanie begdace kontynuacjg paragra-
féw 7 i 13. Niech {Z,,0 < t < oo} bedzie ruchem Browna w d-wymiarowej prze-
strzeni, startujacym z punktu &€. Rezygnujemy z dokladnego wypisywania rozktadéw,
przypominamy jedynie, ze Z, réwna si¢ tozsamo$ciowo &, wartoéci zmiennych Z,
leza w przestrzeni d-wymiarowej, a kazda trajektoria: t — Z,(w) jest funkcja ciagla.
Okazuje sig, uzywajac oznaczen paragrafu 7, ze jezeli T, = 0, T, jest pierwszym
momentem takim, Zze Z, jest punktem B(&), T, jest pierwszym momentem ¢ > T,
takim, Ze Z, jest punktem B(Zr,) i tak dalej i jezeli X, = Z;, to ciag {X,,n >0}
jest doktadnie bladzeniem rozpatrywanym w paragrafach 7 i 13. Dlatego trajektoria
bladzenia sklada si¢ z punktow trajektorii ruchu Browna. Gdy S jest cata przestrze-
nig i gdy u jest funkcja harmoniczng (lub analityczna, gdy d = 2) na S oraz gdy
lu| nie jest zbyt duze (dokladne sformutowanie pomijamy), to {u(Z,), t > 0} jest
martyngalem. Przyjmijmy, ze zbiér S jest ograniczony (odpowiednim, bardziej
ogdlnym zatozeniem jest, Ze uzupeknienie zbioru S ma dodatnig pojemno$¢). Niech

T = supT, bedzie momentem osiagnigcia brzegu. Mozna wtedy udowodnié, ze
,, .

moment T jest prawie na pewno skoficzony i Ze (co jest oczywiste) mozna utozsa-
miaé Z; z zmienng X, zdefiniowana w paragrafie 13. Dlatego rozktad zmiennej
Z, jest miarg harmoniczng wzglgdem punktu, z ktérego ruch Browna si¢ rozpoczyna.
Nieco glgbsze rozwazania aniZzeli przeprowadzone w paragrafie 13 pokazuja, Ze
jezeli u jest funkcja harmoniczng i dodatnia na S i gdy u(Z,) =0 dla t > T, to
proces {u(Z,),t > 0} jest nadmartyngalem. (Wynik ten jest prawdziwy i dla
funkcji nadharmonicznych dodatnich z wyjatkiem parametru ¢ = 0, gdy u(§) = oo,
1 obecne rozwazania moga by¢ odpowiednio uogdélnione na ten przypadek.) Z wy-
niku tego, korzystajac z istnienia lewostronnych granic dla trajektorii martyngatu,
mozna wyciagna¢ wniosek, ze funkcja u ma granicg przy zblizaniu sie¢ do brzegu
zbioru S wzdluz prawie kazdej trajektorii ruchu Browna:

4 ~— Roczniki PTM — Wiadomo$ci Matematyczne
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limu(Z,)

“r
istnieje prawie wszedzie. Uzyskane twierdzenie jest probabilistycznym vogdlnieniem
klasycznego twierdzenia Fatou moéwigcego, Ze dowolna funkcja harmoniczna do-
datnia w kole S ma granicg¢ w punktach brzegu kota, wzdtuz prawie kazdego pro-
mienia, tzn. granica limu(re®) istnicje dla prawie kazdego 6. (Wynik ten zostat

rta

pozniej uogdlniony naf kule o dowolnej liczbie wymiaréw.) Zauwazmy, Ze twier-
dzenie Fatou jest bardziej specjalne, bo w nim S jest kotem. Z drugiej strony trajek-
torie Fatou maja przyjemniejsza definicj¢ i mozZna je dokladnie identyfikowac.
Jednakze twierdzenie probabilistyczne zastosowane do kola (ogolniej kuli) pozwala
wyprowadzi€ twierdzenie Fatou, a nawet gdy wzmocni si¢ twierdzenia o zbieznoSci,
uzyska¢ uogélnienia na funkcje nadharmoniczne lub bardziej jeszcze ogdlne klasy
funkcji. Okazuje si¢ wigc, Ze probabilistyczna wersja jest w sposob istotny zwia-
zana z geometria obszaru.
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