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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XVI (1973)

A. 1. DemczyszyN (Chmielnicki)

Poczatki teorii zagadnienr brzegowych typu Sturma-Liouville’a

Powstanie teorii zagadnien brzegowych dla réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych oraz dalszy jej rozwdj zwigzane sg z pracami Sturma i Liouville’a, napisanymi
w latach 1833-1840. Prace te nie tylko uogdlniaja poszczegéine metody rozwiazy-
wania zagadnien brzegowych, pojawiajacych si¢ w fizyce matematycznej, ale po-
nadto staly si¢ podstawa dalszego rozwoju tej teorii.

Celem tego artykulu jest przedstawienie historii powstania twierdzenia oscyla-
cyjnego, ktére nazywa si¢ twierdzeniem Sturma—Liouville’a i przyczynienie si¢ w ten
sposob do naswietlenia historii teorit zagadnien brzegowych dla réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych. Poza pracg Bochera [1], ktéra ma charakter encyklopedyczny,
w literaturze z zakresu historii matematyki teoria ta jest niewystarczajaco omdéwiona.

Twierdzenie oscylacyjune po raz pierwszy zostalo sformulowane przez Sturma
w pracy [5]. W pracy tej bada si¢ wlasno$ci funkcji v spelniajacej réwnanie

d?v dv

1 L-— +M——+Ny =0,
M dx2Jr dx ry

gdzie v, L, M, N sa funkcjami zmiennej x, okre$lonymi na przedziale (a, b). Poza
tym Sturm rozpatruje rownanie (1) w postaci samosprzgzonej

@

gdzie K i G okredlone sa za pomoca wspélczynnikéw réwnania (1).

Zatozywszy, ze K jest funkcja dodatnig na (a, b), za§ G — dowolna, Sturm
udowodnit, ze funkcja v i jej pochodna dv/d¢ nie moga by réwnocze$nie réwne
zeru i dlatego funkcja v zmienia znak w punkcie, w ktérym jest rowna zeru. Ze wzgle-
du na dalsze zastosowanie rownania (2) wielkosci K, G, v rozpatruje si¢ jako funkcje
zmiennej x i parametru A. Dalej bada sig, jak w zaleZzno$ci od parametru A

o Kdvldx . . L
zmienia si¢ stosunek ————, wystepujacy w wielu zagadnieniach w warunkach
v

brzegowych, a takze jak zmieniaja si¢ zera funkcji v.



52 A. I. Demczyszyn

W tym celu Sturm przeksztalca réwnanie (2) i nalozywszy na funkcje K(x, 2)
i G(x, A) pewne dodatkowe warunki dochodzi do wniosku; gdy 4 roénie, stosunek
Kdv/dx

v
ktére zgodnie z materiatami Zrédlowymi sformutujemy tak:

i zera funkcji v maleja. Na tej podstawie Sturm dochodzi do twierdzenia,

Dane sq dwa réwnania rdzniczkowe
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ktére zachodzq dla x z przedzialu (a, b), przy czym zachodzq nieréwnosci
dv, dv,
K, —- K
*dx Ydx
G, =Gy, K, <K, oraz <
. vV, x=a V; x=a

Wowcezas funkcja v, ma w (a, b) nie mniej zer niz funkcje v, oraz i-te zero funkcji
v, jest mniejsze od i-tego zera funkcji v, .

Twierdzeniu temu Sturm po$wieca w swej pracy wicle miejsca. Rozpatruje on
przypadki, gdy warunki twierdzenia spelnione sa na kazdym koncu przedziatu
oddzielnie, a nastepnie, gdy spelnione s réwnocze$nie na obydwu koncach prze-
dzialu. Dochodzi on do wniosku, Ze w przedziale (a,, b;) zawartym w przedziale
(a, b) funkcja v, moze mie¢ najwyzej o jedno zero mniej niz funkcja v, i ze migdzy
dwoma kolejnymi zerami a i § funkcji v; nie moze leze¢ wigcej niz A zer funkcji
v,, gdzie A jest réznica liczb zer funkcji v, i vy w przedziale (a, b).

Twierdzenie to zachodzi réwniez wtedy, gdy funkcje K, G i v nie zaleza od
parametru. Zachodzi ono réwniez wtedy, gdy poréwnuje si¢ réwnanie postaci (2)
z réwnaniem, w ktérym K i G sa stale i ktdrego rozwigzanie wyraZa si¢ za pomoca
funkcji elementarnych. Wlasnie t¢ ostatnia wlasno$¢ wykorzystat Sturm do dowodu
twierdzenia oscylacyjnego.

Analogicznie do badania funkcji v Sturm bada funkcje
‘ o A
T=K—+pv,
dx

gdzie p jest pewna funkcja zmiennej x (lub stata) spetniajaca warunek
dv
GK+p?*—K—>0
dx

(G i K sa funkcjami x i 4, spetniajacymi warunki omawianego twierdzenia). Docho-
dzi on do wniosku, ze do funkcji 7 mozna stosowaé to twierdzenie.
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Przytoczone wyzej twierdzenie i wnioski z niego Sturm wykorzystuje do do-
wodu twierdzenia oscylacyjnego. W tym celu przeksztalca on dalej réwnanie (2).
Istota tych przeksztalcen polega na tym, Ze jesli réwnanie (1) jest samosprzezone,
to mozna je zapisa¢ w postaci (2)

dv
d(L—
5) dx +Nv=0
( dx o
Je§li w réwnaniu (5) dokonaé¢ zamiany zmiennych: v = u/l/z, to otrzymamy réw-
nanie

d2
6 oz TRu=0,
gdzie
N 1 d*VL
R=——— 4
L YL dx?

W dalszym ciggu Sturm rozpatruje réwnanie (6). Jezeli przyjaé, ze funkcja R
jest dodatnia i ciagla w (a, ), to ro < R < R, gdzie r, jest najmniejszg, za§ R,
najwicksza warto$cig funkcji R w przedziale (a, b). Rozpatrzmy teraz dwa réwnania

d?u,
@) p +rou; =0,
X
d*u
(3) —"x-z‘z“ +Rou, = 0.

Sa to réwnania liniowe o statych wspéiczynnikach i rozwiagzanie ich moZna napisa¢
W postaci

uy, = Cysin(xVro+cy), uy = Cpsin(xV Ro-+cs),

gdzie C,, C,, ¢,, ¢, sa dowolnymi stalymi, ktére mozna dobraé tak, by zachodzilo
omawiane twierdzenie dla réwnania (6) i kazdego z rownan (7) i (8). Dlatego mozna
twierdzié, ze funkcja u przyjmuje w przedziale (a, b) warto$¢ 0 co najmniej tyle razy,
ile zer ma funkcja u, 1 najwyzej tyle razy, ile zer ma funkcja u,. Poniewaz odlegto$¢
miedzy dwoma kolejnymi zerami funkcji u; wynosi 7/Vro, wiec u ma w przedziale
(a, b) co najmniej tyle zer, ile wynosi cze$¢ calkowita liczby (b-—a)l/rolrc. Tak wigc
liczba zer funkcji u w przedziale (a, b) zalezy od dlugosci przedziatu i wspdlczynnika
R. Dlatego tez, jezeli w réwnaniu (6) wspolczynnik R bedzie funkcja zmiennej x
oraz funkcja dodatnia i rosngca parametru A, to réwnanie (6) rozwiazanie ¥ moze
przyjmowac w (a, b) warto$¢ 0 dowolnie wiele razy, jezeli tylko parametr A przyjmie
odpowiednia warto$§¢. W ten sposob otrzymaliémy twierdzenie oscylacyjne.

Niech parametr 4 przebiega odcinek [A', A""] i R(x, 4) bedzie funkcja ciagla
zmiennych x i A rosnaca ze wzgledu na A:

limR(x, ) = —o0, limR(x, 1) = 400,
A=A A"
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Woéwczas istnieje dokladnie jedna warto$¢ 4, dla ktérej rownanie (6) ma rozwia-
zanie u przyjmujace w przedziale (a, b) wartos¢ 0 dowolng z gory zadang ilo$é
razy i spetlniajace dane warunki brzegowe.

Twierdzenie sformutowane dla réwnania (6) zachodzi i dla réwnania (2), a wiec
i dla réwnania (1).

Jezeli chodzi o rozszerzenie twierdzenia oscylacyjnego na réwnania réznicz-
kowe wyzszych rzedow, to zajmowali sie tym zagadnieniem w szczegdlnych przypad-
kach Rayleigh, Kirchhof, Meyer i inni. W calej ogdlnoéci zrobit to po raz plerwszy
Liouville w swoich pracach [2], [3], [4].

Rozpatruje w nich zagadnienie brzegowe dla réwnania drugiego rzedu postaci

© dKdL ... deNdv_M 0
v=0,
dx"
gdzie K, L, ..., M, N-n—1 funkcji zmiennej x, mezaleznych od A z nastgpujacymi

warunkami brzegowym1

p 4 Ndv B KdlL ...dMdNdvy D
IZy X = 4, = N = 9 sasy = ;
przy y dx dx*1
(10)
KdL ...dMdNdv
rZ —
przy dx"—1 ’

gdzie 4,B,...,D,a, f,..., v — dowolne stale (niektére z nich, oprécz D, moga
by¢ réwne zeru). :

Dla réwnania (9) Liouville udowodnit twierdzenie oscylacyjne, ktére mozna
sformultowac tak:

Mozna w dokladnie jeden sposéb wyznaczyé parametr A tak, by réwnanie roz-
niczkowe (9) mialo rozwiqzanie, ktdre wewnqtrz przedzialu (a, b) ma dowolnq z gory
zadanq ilo$¢ zer i spelnia warunki brzegowe (10).

Liczne twierdzenia analogiczne do twierdzenn Sturma sa przez Liouville’a do-
wodzone metodami réznymi od metod Sturma.

Po Sturmie i Liouville’u liczni matematycy zajmowali si¢ twierdzeniem oscy-
lacyjnym, badali jego zastosowania do poszczegdlnych probleméw fizyki matema-
tycznej i uogdlniali je. Nalezy tutaj wymieni¢ takich matematykéw, jak Schlafli
(1876), Bocher (1894), Klein (1894), Picard (1896), Van Vleck (1898) i inni.
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