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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 1897

Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XVI (1973)

J. ODERFELD i A. SCHINZEL (Warszawa) ~

O pracach matematycznych Michala Kaleckiego

Profesor Michat Kalecki, zmarly w 1970 r., byt ekonomistg o §wiatowej slawie.
Jego ogromny dorobek w tej dziedzinie byl wielokrotnie analizowany przez fachow-
céw. Jesli przypominamy o tym w piSmie matematycznym, to tylko dlatego, ze
chcielibySmy zwrdci¢ uwage na to, ze tworczo$¢ ekonomiczng Kaleckiego znamio-
nuje znakomite opanowanie matematyki jako narz¢dzia. W- swych pracach uzywal
swobodnie aparatu matematycznego, nie naduzywajac go nigdy dla préznego efektu.

Jednakze cel tej notatki jest inny. Chcemy wspomnie¢ o Kaleckim jako o mate-
matyku.

Matematyka czysta interesowala go zawsze, jednakZe pierwsza prace z tej
dziedziny [1] oglosil dopiero w 1958 r. Mial wtedy 59 lat, co nalezy uznaé za fakt
niezwykly, gdyz wspdlczesna matematyka, i by¢ moze fizyka, naleza do nauk, w kto-
rych osiaga si¢ pierwsze waZzne wyniki zwykle w mlodym wieku. Sprawa jest tym
bardziej niezwykta, ze Kalecki byt w matematyce amatorem, zreszta w najpiekniej-
szym znaczeniu tego stowa. Wspomniana praca [1] lezy na pograniczu teorii liczb
i probabilistyki. Jej tytut byt na tyle tudzacy, Ze jeden z autoréw tej notatki referu-
jac na innym miejscu(’) twdrczoéé Kaleckiego w dziedzinie teorii liczb pominat
te pozycje. Tresé jest nastgpujaca: .

Niech po k-tym okregu (k =1, 2, ..., m) o jednostkowej dlugosci porusza si¢
punkt ze stala predkoscig 6,. Liczby 1, 64,..., 0,, sa liniowo niezalezne nad cialem
liczb wymiernych. '

Kazdy okrag jest podzielony na dwa tuki, ktére dla wygody nazwiemy odpowied-
nio biatym i czarnym. Dtugo$¢ k-tego tuku bialego jest pg, przy czym |1—2p,| <
< e < 1, gdzie a jest liczba stala.

Co jednostke czasu zliczamy, ile punktéw jest na tukach czarnych. Jeéli ta licz-
ba jest parzysta, mowimy, Ze zaszto zdarzenie A; jesli nieparzysta — zdarzeme B.
Czynnosci te nazywamy gra i powtarzamy je N razy.

Niech (A)y,, i (B)y,, 0znaczaja odpowiednio czgstosci zajicia zdarzen A i B.

(*) Andrzej Schinzel, O pracach Michala Kaleckiego z teorii liczb, Ekonomista, 1970, str,
1021-1022,
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Niech wreszcie (4;4; L Inm 1 (BiB; L Jnm 0zZnaczaja odpowiednio czestosci zdarzen
AN AiBn B w grach numer j oraz j+a, gdzie a jest stalg liczbg naturalna.
Autor dowodzi nastgpujacych twierdzefi:
lim lim (A)y,, = lim lim (B)y,, = %;

m-—>o0 N—>oo m—>00 N—»00

lim lim (4; 4y, = lim lim (B;B;, )y, =

m—>00 N—o0 m—>o0 N—oco
= lim lim (4;B;, Jym = lim lim (B;4;, Jy, = 1.
n—»00 N—>00 m—>00 N->c0

Dowody opieraja si¢ na twierdzeniach o ekwipartycji (Sierpiniski 1909, Weyl
1916). |

W interpretacji probabilistycznej oznacza to, ze gry numer j oraz j-+a sa asym-
ptotycznie niezalezne w sensie stochastycznym. W pracy [1] sa jeszcze uogdlnienia
tych twierdzen.

Pézniejsze badania M. Kaleckiego koncentrowaly si¢ na teorii liczb, a przed-
miotem ich byly zwlaszcza wlasnosci liczb pierwszych. Dotyczg ich prace [2], [3],
[4], [5], [6] i [8] z podanego na koricu spisu. Jedna z najwazniejszych wiasnosci
liczb pierwszych wyraza twierdzenie udowodnione w 1896 r. przez J. Hadamarda
i Ch. de la Valée Poussina dotyczace liczby n(x) liczb pierwszych nie przekraczaja-
cych x.

Twierdzenie orzeka, ze
) lim 7(x)Inx 1

K~>00 x

Dowody Hadamarda i de la Valée Poussina opieraly si¢ na teorii funkcyj ana-
litycznych. Pierwsze dowody bez uzycia glebszych poje¢ analizy podali w 1948 r.
A. Selberg i P. Erdos. Dowody te, aczkolwick w technicznym sensie elementarne,
byly jednak bardzo skomplikowane. Wielu wybitnych matematykéw podato ich
nowe bardziej przejrzyste wersje. Jedna z nich pochodzaca od A. G. Postnikowa
i P. N. Romanowa zostala wylozona w ksiazce A. O. Gelfonda i Ju. Linnika Ele-
mentarnyje mietody w analiticzeskoj tieorii czisel.

Pragnieniem prof. Kaleckiego bylo znalezienie prostego i elementarnego do-
wodu wzoru (*). Udato mu si¢ to zrealizowa¢ w 1966t., kiedy to w pracy [6] znacznie
uproécit dowéd Postnikowa i Romanowa. Nastepnie powrdcil raz jeszcze do tego
tematu, podajac w pracy [8] dowdd wzoru (*) oparty na innej niz poprzednio mysli.
Produkt uboczny tych badan stanowi praca [7]. We wczesnigjszej pracy [3] prof.
Kalecki, uzywajac wlasnosci funkcji o wzroscie regularnym, wyprowadzil w sposob
przejrzysty z wzoru (*) znany wzér asymptotyczny dla liczby liczb < x zlozonych
z k czynnikéw pierwszych.

Wreszcie w 1968 r. prof. Kalecki pod wplywem wspomnianej ksiazki Gelfonda
i Linnika zainteresowal si¢ twierdzeniem H. B. Manna o dodawaniu ciggdw.

Niech 4, B bgda dwoma ciggami rosnacymi liczb catkowitych ay = 0, 4y, ...;
bo = 0,5, ..., za$§ C ciagiem rosngcym utworzonym z sum ai+b], gdzie i, j prze-
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biegaja wszystkie wartosci nieujemne. Oznaczmy przez A4(n), B(n), C(n) liczbe do-
datnich wyrazéw ciagéw A4, B, C nie przekraczajacych n. Jezeli przy wszystkich n
dodatnich 4(n) = an, B(n) = fn, to wedlug twierdzenia Manna,

C(n) = min(1, a+f)n.

M. Kalecki pragnat znalez¢ prosty dowod tego twierdzenia i w badanlach swoich
otrzymat nastgpujacy wynik (patrz [9])(%):
Jezeli n nie nalezy do C, to

d n
1+8

Prace Kaleckiego tu zreferowane wiaza sie z twierdzeniami o charakterze cen-
tralnym i zapewniaja ich autorowi trwalg pozycje w matematyce.

Koficzac t¢ notatke pragniemy strawestowac zdanie historyka matematyki E. T.
Bella (°) odnoszace si¢ do siedemnastowiecznego ,,ksigcia amatoréw” Fermata: jego
dziela — a raczej jego rekreacja — wynikaly z czystej milosci matematyki.

Cn) =
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