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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XVI (1973)

H. BeankE (Miinster)

Autonomia geometrii (*)

Wyksztalcony laik, zapytany o podzial matematyki na dziaty, na ogét rozrézni
,.xonstrukcyjna geometri¢” i ,,matematyke postugujaca sie rachunkami”, ktérg praw-
dopodobnie nazwie algebra. Gdy potem pomysli o geometrii analitycznej zmiesza
sic i byé moze powie: ,,Nie, matematyka dzieli si¢ na geometri¢ i analize”. Jesli
w dodatku uczyt si¢ rachunku rézniczkowego w nowoczesnej postaci, to potrafi roz-
réznié algebre i analize i na pewno wymieni trzy dzialy: algebre, analize i geometrie.
Algebra jest ta wlasnie dziedzina matematyki, ktéra moze by¢ nazwana obliczenio-
wa, w ktdrej nie ma jednak procesow granicznych. Z chwila, gdy wystapi jaki§ aksjo-
mat zupelosci albo ciaglosci, znajdziemy si¢ w analizie. Je$li jednak kto$ nie czyni
tego rozréznienia, to je$li nie nalezy akurat do grupy skrajnie postepowych fachow-
céw, a mianowicie do zwiazku ,,bourbakistéw”, jest w peli usprawiedliwiony.
Wielokrotnie bowiem, od czasu powstania analizy, to znaczy od okoto 1700 r.
zdarzalo sig, ze nie rozdzielano analizy od geometrii. W nauce, ktéra nazywaliSmy
dotychczas ,,geometria analityczna™ cze§¢ niegeometryczna zajmuje si¢ wylacznie
formami liniowymi i kwadratowymi, a wigc mamy tu do czynienia z algebra, a nie
analiza. To doprowadzitlo do tego, Ze bez zadnych $rodkéw administracyjnych
i specjalnych staraf stopniowo wyklad ,,geometrii analitycznej” przeszedt w wyklad
algebry liniowej. ;

Przeéledzmy, jak w ciggu stuleci rozwoju matematyki objawiala si¢ swoisto§¢
geometrii w stosunku do innych dziedzin. Najstarszy ze znanych nam rekopiséw
matematycznych to Papirus Rhinda, pochodzacy z okoto 2000 r. p.n.e. Jest to zbidr
przepisdw na obliczanie wraz z wieloma zastosowaniami praktycznymi, szczegdl-

(™) Od redakcji. ZamieiciliSmy artykut H. Behnkego [Die Autonomie der Geometrie,
Mathematisch-Physikalische Semesterberichte 18 (1971), str. 145-160] ze wzgledu na interesujacy
dla nauczycieli zarys historyczny geometrii ,.elementarnej” i wplyw jej na nauczanie. Oczywiscie
redakcja nie podziela stanowiska krytycznego w stosunku do reformy nauczania geometrii, gdyz
rewolucja jaka sie dokonala w nauczaniu w szkolnictwie $rednim jest nieodwracalna i stanowi
znaczny postep w stosunku do stanu poprzedniego. Nie zajmujac stanowiska wlasnego redakcja
zamierza zamie$cié wypowicdzi kilku z najwybitniejszych matematykoéw, w tym i spo§rod zupel-
nie milodego pokolenia, krytycznie ustosunkowujacych si¢ do niektérych tendencji wprowadzo-
nego programu szkoly $redniej, zwlaszcza do tendencji nauczania materiatu formalnego przy nie-
uwzglednianiu materialu bogatego w tre$¢ matematyczna i wzbogacajacego wyobraznig,

.
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nie do obliczania pél. Zadne dowody nie sa podawane, oczywiscie nie byto jeszcze
$wiadomosci ich potrzeby. Wszystkie rachunki sg przeprowadzane na przykladach.
Takze Babilofczycy, ktérych dzieta matematyczne pochodza z lat 700-600 p. n. €.,
a wigc sa o ponad tysiac lat pdZniejsze, podaja wszystko bez dowodu, z wielu przy-
kladami. Pozostawili daleko w tyle Egipcjan. Pomimo tak zasadniczego ograni-
czenia, otrzymali wiele rezultatéw o stozkach i ostrostupach S$cietych i obliczyli
szereg innych skomplikowanych objgtosci. Kto si¢ interesuje przedgrecka mate-
matyka, moze postuzyé si¢ jako wstgpem wspanialym dzielem van der Waerdena
Awakening science.

Potem na aren¢ weszli Grecy. Przede wszystkim nalezy wymieni¢ Talesa z Mi-
letu. Znat on wartosciowe wyniki babilonskie i egipskie. Ktory jednak z rezultatéw
odnoszacych si¢ do pola tarczy kotowej (ktéry juz Egipcjanie zupetie dobrze podali
jako l§§1tr2, Babiloficzycy natomiast — rzecz osobliwa — korzystali z ,,gorszej”
formuly 3r2) mial wybraé? Dzi$ powiedzielibysmy: ,,To byly wszystko wartoéci
przyblizone™. Ale Tales tego nie mdgt wiedzie€ z géry. W ten sposdéb z koniecznosci
doszedt do poszukiwania dowodu, a to bylo poczgtkiem zlotego wieku matematyki
greckiej. Tak te sprawe przedstawia historyk Eudemos zyjacy za czaséw Arystote-
lesa, a wigc na 50 lat przed Euklidesem.

Mamy bardzo dobry obraz zywej dziatalnosci matematycznej i wspanialtych
osiggnie¢ matematyki 5-4 stulecia w Grecji, gdyz krétko po 300 r. p. n. e. wiekszo$é
greckich osiagni¢¢ Euklides zdotat ujaé w swym poteznym dziele. Cala matematyka
grecka jest wylacznie geometria w bardzo waskim sensie. Co mozna ewentualnie
nazwaC greckg algebra, to rachowanie odcinkami i prostokqtaml Nawet liczby
1 proporcje przedstawiane sa na odcinkach.

Grecy traktowali lekcewazgco bieglo§é rachunkowa Egipcjan i Babiloficzykdw,
ktérzy pod pewnymi wzglgdami stali wyzej niz Grecy. Dla Grekéw byly to tylko
metody pomiarowe, ktérych warto$¢ polegala na bieglosci technicznej. Cala ich
dzialalno$¢ byla skierowana na zwiazki logiczne i to dziedzictwo przejeliSmy od
nich catkowicie. Van der Wearden opisuje, jak grecka matematyka obumiera dla-
tego, Ze algebra znalazla si¢ w §lepym zaulku. Dla nich istniejg tylko liczby catko-
wite i co najwyzej wymierne, chociaz juz Teodoros z Cyreny okoto 390 r. p.n.e.
odkrywa pojecie niewspotmiernoéci. Podaje przekatna w kwadracie o bokach cat-
kowitych, ale nie uznaje tego za przedstawienie jakiejkolwiek hczby O tego typu
zahamowania rozbila si¢ matematyka grecka.

Za czasow Odrodzenia zaczyna si¢ ponowne studiowanie Elementéw Euklidesa
i natychmiast zaczyna si¢ ich komentowanie. Komentarze ukazuja, Ze pomimo
wielkodci tego dziela, zawiera ono wiele luk. Rozpala si¢ dyskusja dokota aksjo-
matu réownoleglosci. Euklides formutuje go nastepujaco: Jedli dwie proste g; i g,
przeciac trzecig prosta i dwa katy wewnetrzne lezace po tej samej stronie prostej
dajg razem mniej niz dwa katy proste, to proste g, i g, przecinaja sie (rys. 1).

WypowiedZ ta nie jest symetryczna wzgledem obu réwnolegltych. Z wcze$niej-
szych, zestawionych przez Euklidesa aksjomatéw mozna wywnioskowaé, ze istnieje
co najmniej jedna réwnolegla do danej prostej. Jesli katy a i p (rys. 1) sa rowne,
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to proste g; i g, sa réwnolegle. Dla istnienia réwnolegtych nie musialo si¢ wprowa-
dza¢ nowego aksjomatu. Jednak Euklides musial jako nowe zaloZenie wysuna¢ to,
ze przez punkt poza prosta przechodzi tylko jedna rownolegla.

Rys. 1

Gdy nastapil w Europie renesans matematyki greckiej, zwrocono uwage na tg
asymetri¢ i starano si¢ ja usungé. Wéwczas Girolamo Saccheri okoto 1700 r. stwier-
dzil, ze suma katéw w trdjkacie musi byé zawsze nie wigksza niz dwa katy proste,
a jesli dodaé aksjomat réwnolegloSci — musi by¢é rowna dwom katom prostym.
Tym samym stalo si¢ jasne, Ze geometria sferyczna nie moze czyni€ zado$¢ wszystkim
aksjomatom poprzedzajacym aksjomat réwnoleglosci, gdyz w geometrii tej suma
katéw trojkata jest zawsze wigksza niz dwa katy proste. W istocie rzeczy nie spet-
nia juz ona aksjomatu, ktéry mozna tak sformulowac: z trzech punktéw prostej
dokladnie jeden lezy miedzy pozostalymi. W geometrii sferycznej prosta jest okre-
giem w sensie geometrii euklidesowej; z trzech punktow kazdy lezy migdzy dwoma
pozostatymi.

Znaczenie aksjomatdow ,,lezenia miedzy™ bylto przez dlugi czas przeoczane przy
budowie geometrii euklidesowej. Euklides ich jeszcze nie sformulowal. Dopiero
w 1880 r. Moritz Pasch znalaz!l ostatni z niezbednych dla budowy geometrii eukli-
desowej aksjomatow ,leZzenia miedzy”. Brzmi on: JeSli prosta lezaca w pewnej
plaszczyZnie przecina jeden bok tréjkata tej plaszczyzny, to przecina ona jeszcze
jeden bok. W tym czasie wlasnie odkryto, jak wazne sa te aksjomaty ,,lezenia migdzy”.
Felix Klein podat bardzo sugestywny pozorny dowdd falszywego twierdzenia, Ze
kazdy tréjkat jest réwnoboczny tak, ze w sposob ukryty naruszy! jeden z tych ak-
sjomatow.

Nie udalo si¢ usunaé tej asymetrii przez dlugi czas. Dopiero Gauss pierwszy
zauwazyl, ze jest to niemozliwe.

Oznacza to, ze do aksjomatéw Euklidesa poprzedzajacych aksjomat réwno-
leglo$ci mozna dotaczy¢ zaprzeczenie aksjomatu réwnolegloéci i nie dojdzie si¢ do
sprzeczno$ci. Mozna zazadaé, by przez dany punkt poza dana prosta mozZua bylo
przeprowadzi¢ nieskonczenie wiele réwnoleglych. Wystarezy, by przeszly tylko dwie.
Z aksjomatow ,,miedzy” wynika, Ze przechodzi woéwczas nieskoniczenie wiele.
Z aksjomatOw przystawania otrzymuje si¢ stad dalej, ze to samo zachodzi dla do-
wolnej prostej i dowolnego punktu nie lezacego na niej.
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Istnieja wige tylko trzy mozliwe sytuacje dla réwnoleglych. 1. Istnicje dokladnie
jedna réwnolegla (zagwarantowana w geometrii euklidesowej przez aksjomat Eu-
klidesa). 2. Zawsze jest ich nieskoficzenie wiele. 3. Nie istniejg réwnolegle.

Gauss w 1816 r. mial zbudowaé ,,pseudogeometrie” z nieskonczenie wielu
rownoleglymi, nic jednak nie opublikowal. W dwa lata pdézniej korespondowal na
ten temat bezpodrednio ze Schweikartem. Nikt wowczas nie przypuszczal, Zze taka
pseudogeometria moze mie€ co§ wspOlnego z rzeczywistoscia. W tym czasie w 1829 r.
Lobaczewski opublikowal pierwsza teorie geometrii nieeuklidesowej. Bezpo$rednio
potem, w 1831 r. J. Bolyai réwniez opublikowal taka teori¢. Panowalo jednak
przez dluzszy czas prawie ogolne przekonanie, Ze ,,w naszej rzeczywisto$ci” istnieje
tylko jedna geometria, a mianowicie euklidesowa, jakby dana a priori. Matematycy
sktaniali si¢ ku sadowi, ze w obu pozostalych geometriach w jaki$ sposob dojdzie
si¢ w koficu do sprzeczno$ci, chociaz pozostawalo sprawa otwarta, jakiej natury
bedzie ta'sprzecznosé. Przekonanie o wyréznionej roli geometrii euklidesowej zo-
stalo mocno wstrzasnigte przez odkrycie F. Kleina w 1871 r., Zze z punktu widzenia
logicznego obie geometrie nieeuklidesowe — a chodzi gtéwnie o geometrie z nie-
skonczenie wielu réwnoleglymi — maja te same prawa co euklidesowa, albo mdwiac
inaczej, ze sa wzglednie niesprzeczne. ,,Wzglednie niesprzeczne” oznacza, ze moglaby
wystgpi¢ w nich sprzeczno$¢ tylko w tym przypadku, gdyby geometria euklidesowa
byla sprzeczna. Poniewaz, poglad, Zze z punktu widzenia czysto matematycznego
wszystkie te geometrie sa réwnouprawnione, ma fundamentalne znaczenie, pozwa-
lam sobie krétko przypomnie¢ model Kleina~Cayleya. Dane jest koto k, a wewnatrz
niego dwa punkty 4 i B, ktére wyznaczaja cieciwe, o punktach koncowych CiD
(rys. 2).

Rys. 2
Stosunek anharmoniczny
AC AD
AE .20 (4,B,C D)
BC  BD

jest liczba jednoznacznie wyznaczona przez A i B oraz 0 <(A4,B,C,D) < 1.
Gdy B, jest innym punktem cigciwy o koncach CD zawartym miedzy B i D, to
(4,B,,C,D)= (4, B, C,D)(B, By, C, D). Stosunek podwdjnego podzialu jest wigc
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funkcja multyplikatywna. To nasuwa nastgpujaca definicje odleglosci punktow
wewnatrz kola:

d(A, B) = —In(4, B, C, D).

Jest to dopuszczalna definicja, gdyz punkty A i B, A % B, wyznaczaja jednoznacznie
C1iD. Otrzymujemy nowa miare d wewnatrz kola o nastepujacej wlasnoéci: d(4, B,) —
— oo dla dowolnego ciagu punktéw B, dazacego do punktu brzegowego. To znaczy,
ze w mierze d punkty brzegu sa nieskoriczenie odlegle, nieosiagalne. Wiadomo, zZe
stosunek anharmoniczny jest niezmiennikiem przeksztalcen rzutowych. Przeprowa-
dzaja one cala plaszczyzn¢ rzutowa na siebie, a przy tym prostag rozwazang jako
zbiér punktéw, na prosta. Grupa ta zawiera pewng podgrupe P, ktéra kolo k
przeprowadza na siebie, dokladniej, tarcz¢ otwartg mna tarcze otwarta, a okrag na
okrag. Jesli wewnatrz k dany jest odcinek AB i dowolny punkt 4’ wraz z wychodzaca
z A" ,,plicieciwg” s, to P zawiera przeksztalcenie, ktére A przeprowadza w A’
a B w punkt B’ na s’ lezacy wewnatrz k, wobec czego d(A4, B) = d(4’, B’). Szcze-
golowe rozwazenie tego pozwala sprawdzié, ze w modelu tym zachodza aksjo-
maty kongruencji. Tym samym zachodza wszystkie aksjomaty Euklidesa précz
aksjomatu réownoleglosci: Do kazdej cieciwy s i punktu 4 wewnatrz k istnieje nie-
skonczenie wiele cigciw przechodzacych przez A, ktore nie przecinaja s wewnatrz
k (rys. 2). Poniewaz w naszym modelu jako punkty bierzemy pod uwage tylko punk-
ty wewnetrzne, a jako proste bierzemy cigciwy, to w tym modelu do kazdej prostej
g i lezacego poza nig punktu A istnieje nieskonczenie wiele prostych przechodzg-
" cych przez A i nieprzecinajacych g. Z drugiej strony mozemy wszystkie wypowiedzi
tej geometrii przettumaczyé znowu na jezyk geometrii euklidesowej. Nalezy zastg-
pi¢ stowo ,,punkt™ przez ,,punkt wewnatrz k> ,,prosta” przez ,,cieciwe”’, odleglo$é
przez logarytm naturalny stosunku anharmonicznego. Je§li wigc wszystkie twier-
dzenia geometrii euklidesowej sa prawdziwe, to i twierdzenia tej geometrii nieeukli-
desowej sa rowniez prawdziwe. Ta geometria nieeuklidesowa jest wigc réwnoupraw-
niona pod wzgledem logicznym z euklidesows.

Ale co to znaczy? llez to zbudowano juz konstrukcji pojeciowych i jakaz nie-
zliczong ilo$¢ mozna jeszcze zbudowad teorii niesprzecznych. Wigkszo$¢ matematy-
kow XIX wieku odpowiedzialaby: ,,W naszym $wiecie istni¢je tylko geometria
euklidesowa, wszystkie inne nowo utworzone geometrie sa czysta gra pojeciowa’.
Oczywiscie, od dawna nie mozna tego bylo powiedzie¢ o geometrii sferycznej.
Byla ona — z racji nauczania trygonometrii sferycznej w szkotach $rednich — wyda-
tnie uprawiana, gdyz umozliwia wiele zastosowan. Zostata zbudowana jako geometria
na sferze dwuwymiarowej w przestrzeni tréjwymiarowej. Dlatego nie zwracalo uwa-
gi, ze to jest geometria nieeuklidesowa, przeciez powstala ,,w” geometrii euklide-
sowej. Mozna ja jednak zbudowaé zupelnie autonomicznie, nie biorac pod uwage
otaczajacej przestrzeni tréjwymiarowej. Aby uplastycznié ma mys$l, bede mowit
o mySlacych pluskwach zyjacych na dwuwymiarowej sferze S i nie posiadajacych
zadnego organu umozliwiajacego stwierdzenie otaczajacej przestrzeni. Najkrotszy-
mi liniami s3 dla nich kola wielkie na S i przez kazdy punkt przechodzi doktadnie
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tyle kot wielkich, ile w naszych plaszczyznach prostych przez punkt. Pluskwy te
beda mogly zbudowaé geometri¢, ktéra w kilku punktach bedzie réznita si¢ od
euklidesowej. Nie ma wigc rownoleglych, istnieja trojkaty przystajace, ale nie ma
podobnych, suma katéw w trdjkacie jest wigksza od dwdch katdw prostych, a nad-
wyzka ponad t¢ sume zalezy od wielkoéci trdjkata. Euklides tego pluskwiego $wiata
mdéglby napisa¢ podrecznik w sensie naszego Euklidesa. Podrecznik pod kilku tylko
punktami téznilby si¢ od podrecznika Greka, natomiast zwiazki logiczne bylyby
te same.

Widzimy wigc, Ze istnieja trzy geometrie elementarne: euklidesowa — o jednej
réownolegtej, hiperboliczna, ktérej model podatem — o nieskonczenie, wielu i sfe-
ryczna — bez réwnoleglych.

W roku 1897 Hilbert swym dzielem Podstawy geometrii doprowadza do konca
tysigcletnie usitowania zbudowania podstaw geometrii euklidesowej. Wykorzystujac
dorobek wielu generacji matematykéw mogt zrezygnowa¢ z niektérych aksjoma-

" téw, np. aksjomatu Euklidesa, Ze kazde dwa katy proste sa przystajace. Z drugiej
strony musial wprowadzi¢ np. aksjomaty ,,miedzy”. Wtedy nasunelo si¢ pytanie,
czy podana liczba aksjomatow nie jest za duza. W dziele swym badatl pod tym katem
Hilbert réwniez geometrie nieeuklidesowe, niearchimedesowe, i niepascalowskie.
Uzyskal podstawy geometrii euklidesowej bez luk, czynigce zado$¢ zadaniom S$ci-
stodci, jedli nie ma si¢ zastrzezen do naszej logiki. Ksiazka Hilberta oznaczala tym
samym zakoficzenie pewnego okresu i dala sugestywny przeglad aksjomatéw i pod-
stawowych twierdzen geometrii euklidesowej. Nie wskazaliSmy jednak dotychczas
na najwazniejsza ceche tej ksiazki. Jest to catkowite oderwanie sie od otaczajacego
nas $wiata. Podstawowe pojecia ,,punkt”, ,,prosta” i ,,plaszczyzna” oznaczaja tylko
tyle, ile wynika o nich z aksjomatéw. Nie usituje si¢ juz wyprowadzi¢ poje¢ geome-
trycznych w sposéb filozoficzny albo powiazaé z problematycznymi i niejasnymi
pojeciami pogladowymi a priori. Jeszcze w 1882 r. Pasch pisal, ze aksjomaty nalezy
budowaé bezposrednio na obserwacji przyrody, a Feliks Klein, 13 lat tylko starszy
od Hilberta i wspdlpracujacy z nim, nazywa aksjomaty wypowiedziami oczywistymi.
Hilbert w sposéb radykalny zerwal z takim pojmowaniem aksjomatyki. Dla niego
geometria jest juz tylko tworem ludzkiego ducha, uzywanym dla opanowania przy-
rody, nie dajacym si¢ jednak wyprowadzi¢ ze §wiata fizycznego. W wielu swoich
odczytach na konferencjach matematycznych podkreslat, Ze pod pojeciami geome-
trycznymi mozna sobie wyobrazi¢ cokolwiek. Dzi§ nie formulujemy tego w ten
sposob. Charakteryzuje to jednak Owczesng sytuacje. Dos$wiadczenie moze byé
w procesach logicznych jeszcze wykorzystane tylko jako impuls dla tworzenia pojec.
W zadnym wypadku jednak nie moze by¢ uzyte obecnie jako uzasadnienie, chociazby
dlatego, ze w minionych stuleciach powstat caty $mietnik falszywych rozumowan
opartych na ,,doS§wiadczeniu”. Z punktu widzenia samej matematyki, wszystkie geo-
metrie sg réwnouprawnione. Dla wyréznienia geometrii euklidesowej mozna daé juz
tylko to uzasadnienie, ze postuguje si¢ nig fizyka i tylko ona jest w niej wykorzystana.

W 16 lat p6zniej upadta i ta podpora. Zanim jednak za jmiemy si¢ ta dokumentna
utratg monopolistycznego znaczenia geometrii euklidesowej, powiemy kilka ‘stéw
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o odkryciach Descartesa. Zyt w XVII wieku, zanim mialy miejsce opisane wydarze-
nia matematyczne. Od niego pochodzi znana nam ,,geometria analityczna”. Jej
zasadnicza tre§cig jest izomorfizm wielkosci euklidesowych i liczb rzeczywistych.
W ,,czystej geometrii euklidesowej” nié byly jeszcze potrzebne Zadne liczby. Na
kazdym z nas w mtodym wieku zrobilo glgbokie wrazenie to, Ze za pomocg wspét-
rzednych kartezjanskich mozna opisywac figury geometryczne.

Mozna w oparciu o geometri¢ euklidesowg rowniez konstruowaé liczby rze-
czywiste. W tym celu wprowadza si¢ klasy zorientowanych odcinkéw powstajacych
ze siebie przez przesunigcie réwnolegle i nastgpnie w znany sposéb cztery elementar-
ne operacje arytmetyczne na odcinkach za pomocg konstrukcji geometrycznych.
Otrzymuje si¢ cialo zorientowanych odcinkéw, ktdre jest izomorficzne z cialem liczb
rzeczywistych. Tak przeprowadzali to bardzo szczegétowo M. Pasch, F. Schur
i H. Priifer. Prace ich byly w swoim czasie wysoko cenione, metod ich jednak nie
wprowadzono w podrgcznikach. Mozna by bylo powiedzie¢: w takim razie cata
analiza w gruncie rzeczy sprowadza si¢ do geometrii. Oczywiscie taki poglad nie
mogt si¢ przyjaé, gdyz bylto to zanadto skomplikowane, by moglo stuzy¢ jako uza-
sadnienie, jako nauka o prostych tematach naszej dyscypliny. Takie wyklady wy-
marly juz od dawna, ale echem tego sa ataki J. Dieudonnégo, mistrza z kregu bour-
bakistow, gdy mowi o ,,starej geometrii euklidesowej” 1 Descartesie. Nie moze to
nam jednak przeszkodzi¢é w rozpatrywaniu przedstawionego zarysu dziejow jako
czesdei historii geometrii euklidesowej. Jesli jednak postepuje si¢ odwrotnie, wycho-
dzac z liczb rzeczywistych i buduje przestrzen euklidesowa nad ciatem liczb rzeczy-
wistych, to droga jest nam dobrze znana. Kazdy wie, ze punkt moze by¢ dany przez
tréjkg liczb x; , X, X3, odleglos¢ punktow x;, X, X31¥1, 2, 3 przez (Y (x,—y)*)''?,
i tak postgpujac z liczb rzeczywistych zbudujemy cala geometrie euklidesowa.
Droga ta jest krdtsza niz poprzednio opisana i ulega dalszemu skréceniu, gdy weiag-
na¢ wektory do pomocy. I teraz mozna naturalnie powiedzie¢: ,,Cala geometria
sprowadza si¢ do algebry i analizy”. Ale przez to nie zyskuje si¢ nic, tak samo jak
nic nie otrzymuje si¢ przez powiedzenie Papy’ego ,,Cata matematyka sprowadza si¢
do teorii mnogosci”. Przy konstrukcji matematyki wprowadza sig ciagle nowe ele-
menty i cecha charakterystyczna rozwoju matematyki jest wprowadzanie tych nowych
elementéw. Dlatego wydaje mi si¢ rzeczg jalowa zajmowanie tak skrajnych stanowisk.

Z punktu widzenia dydaktyki kwestia budowy geometrii elementarnej przed-
stawia si¢ zupelnie inaczej nizZ w rozwazaniach pryncypialnych. Tu nie ma przeszko-
dy w mieszaniu aksjomatow geometrycznych i algebraicznych. W istocie, istnieje
obecnie wiele elementarnych podrecznikéw, ktdre tak postgpuja. W ostatnim okre-
sie zwraca uwage ksigzka Gustawa Choqueta Nauczanie geometrii(*). Przeznaczona
jest w zasadzie dla wykladowcow oraz — jak pisze autor — dla mito$nikéw geo-
metrii. Mile brzmi to w uszach, gdy uczony tej miary co Choquet po wielu atakach,
ktére byly ostatnio skierowane na geometrie, mowi o zamitowaniu do geometrii,
wigcej — do elementarnej geometrii.

(M) Polski przektad: PZWS, Warszawa 1972.
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A teraz wracam do ostatnich dziesigcioleci XIX wieku. Rozwingla sie wéwczas
geometria na powierzchniach w przestrzeni tréjwymiarowej. Szczeglnie przyczy-
nili si¢ do jej rozwoju Wiosi: E. Beltrami (1835-1900) i L. Bianchi (1856-1928).
Zaczatki jej stworzyl Gauss w 1827 r. w swoich Disquisitiones generales circa
superficies curvas. ' .

Wprowadzono rozréznienie mi¢dzy wlasnosciami, ktére zaleza tylko od powierz-
chni, a wlasno$ciami, ktore zalezg od jej wlozenia w przestrzeri. Wiasnosci geome-
trii na samej powierzchni sa wyznaczone przez jej pierwsza forme rézniczkowa
Zg,.jdu"duj . Wiasnosci drugiego rodzaju, np. krzywizna krzywej na powierzchni,
zaleza od drugiej formy rézniczkowej. Istnieja wzajemnie jednoznaczne i rézniczko-
walne odwzorowania f danej powierzchni F; na pewne powierzchnie F,, ktére zmie-
niaja druga forme rézniczkows, ale nie zmieniaja pierwszej. Mowimy wowczas,
ze f jest odwzorowaniem zachowujacym diugos¢. Wtedy f zachowuje calg geometrie
na powierzchni. By mie¢ blizszy wglad w geometri¢ na powierzchni, mozna sobie
znowu wyobrazi¢ mys$lace pluskwy i rozwazy¢, jaka stworzylyby geometrig. Istniejg
na niej krzywe odpowiadajace prostym. Sa to linie geodezyjne, ktdre lokalnie maja
najkrotsza dtugosé. W takiej geometrii dla pola i dlugosci kata zachodza inne twier-
dzenia niz w geometrii euklidesowej. Geometria ta zostata silnie rozwinieta w latach
1880-1920. '

Istnieje uogdlnienie tej teorii oparte na klasycznej pracy habilitacyjnej Bern-
harda Riemanna z r. 1854, O hipotezach lezqcych u podstaw geometrii. Riemann
dla dowolnego » naturalnego zbudowal n-wymiarowa geometri¢, wychodzac z for-
my rézniczkowej > g du'di’, gdzie i,j = 1,2, ...,n. W oparciu o teori¢ Riemanna
mozna bylo rozszerzy¢ wspomniang poprzednio geometrig¢ rézniczkows. Te nazwa-
no geometriq riemannowskq. Do 1914 r. uwazano tego typu rozwazania geometrycz-
ne za czysta teori¢, bez zwigzku ze $wiatem fizycznym.

I wowczas nastapito w naszej nauce wydarzenie o kolosalnym znaczeniu, ktére
nadato tej teorii realne znaczenie, o czym poprzednio nawet nie mozna byto mysleé.
Dla rozbudowy swych fizycznych przestrzeni Einstein korzystat z geometrii, w kto-
rych dane krzywe, a mianowicie tory promieni $wietlnych, byly geodetykami.
Réwnoczeénie wykazal, ze rdwniez §wiatto podlega grawitacji, a wigc przebiegajac
w poblizu mas cigzkich jak np. slonce, przebiega tor zakrzywiony w sensie geo-
metrii euklidesowej. Okazato si¢ niezbedne dla fizyki stworzenie geometrii, w kto-
1ej tory te bylyby najkrétszymi liniami. Stosunkowo prosto zostalo to dokonane
za pomocg geometrii riemannowskich, a mianowicie w ten sposob, ze n? wielkosci
gy dane jest przez tensor impulsu-energii. To oznaczalo, Zze wielkodci g; sa wyzna-
czone w ten sposdb, by tory $wietlne byly geodetykami. I tak niespodziewanie geo-
metria riemannowska stala si¢ realna geometrig. Rola geometrii euklidesowej spadia
do roli teorii przyblizonej, z ktérej mozna korzystaé dla oddania rzeczywistosci, gdy
nie wchodzi w gre ruch materii o duzej predkosci. W ten sposob znikla w nauce
ostatnia przyczyna wyrdzniania geometrii euklidesowej przed innymi geometriami.
Nowe geometrie moga byé traktowane jedynie metodami analitycznymi. Chociaz
mamy do czynienia z jezykiem geometrycznym, zmuszeni jesteSmy przyjac technike
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analizy. Na calej szerokosci fronu badafi wysune¢la sie naprzod algebra i analiza
na miejsce, ktore zajmowala przedtem geometria.

Geometria euklidesowa, jako specjalny przypadek riemannowskiej, byla for-
mulowana coraz to bardziej algebraicznie. Podstawowymi staly sig: przestrzefi wek-
torowa i iloczyn skalarny, ktorych definicje podawane byly czysto algebraicznie.
Tego typu ujecie przyjelo si¢ dzisiaj. Przy egzaminach wielu kandydatéw na pytanie:
»»CO Tozumiemy pod geometrig euklidesowa?”’ odpowiada: ,,Jest to przestrzen wek-
torowa (to pojecie jest rozumiane dzisiaj czysto algebraicznie), ze specjalnym ilo-
czynem skalarnym”. W tak szybkim rozwoju nauki, pigknie wykonczone przez
Hilberta przedstawienie geometrii euklidesowej, mimo calego uznania dla mistrza,
stracilo na znaczeniu. To trzeba przyzna¢. Cigzko si¢ robi czlowickowi, gdy Jean
Dieudonné, bez watpienia bardzo sugestywnie, wola: ,,Les imbéciles ne sont pas
tolerés”. (Nie bedziemy tolerowaé glupcdw.) Glosi, Zze geometria euklidesowa
wraz ze swa klasyczna konstrukcja i specjalnymi twierdzeniami nie nalezy juz do
nauczania matematyki.

Dawna geometria analityczna nie istnieje juZz, gdyz nie mozna juz wskazaé
izomorfizmu migdzy tworami analitycznymi a geometrycznymi. Pojecia geometrycz-
‘ne s3 juz tylko nazwami wyrazen algebraicznych. W tym momencie wyst¢puje u nau-
czyciela chwila zamieszania. Odpada przeciez ta motywacja, ktérg brat z do$wiad-
czenia, gdzie chodzilo o to, by biegle oprowaé podstawowymi pojeciami geome-
trycznymi przyporzadkowanymi naiwnej rzeczywistoéci. Jeszcze nie tak dawno uwa-
Zano, ze w nauczaniu szkolnym dopiero wtedy twierdzenie matematyczne staje si¢
zrozumialte, gdy mozna je unaoczni¢ w sposob pogladowo geometryczny. Bylo to
oczywiécie przesadne stanowisko. Jednakowoz §wiadomoéé autonomii pojeé geo-
metrycznych jest powszechna i tego nie moZna pominaé w nauczaniu.

Nalezy przyzna¢ Dieudonnému, Ze jego punkt spojrzenia moze stuzyé za pod-
stawe naukowo ambitnej encyklopedii, takiej jak np. dzieto Bourbakiego. Ale praca
badawcza na wysokim szczeblu nie moze dawaé uprawnien do komenderowania
W nauczaniu matematyki, a zwlaszcza w szkolnictwie $rednim.

Nauczajacy chetnie przyjmuja nowe idee podawane przez badaczy. Powstaly
w ten sposob niepokdj wsrdd nauczycieli zapobiega ciaglemu niebezpieczenistwu
skostnienia nauczania. Gdy si¢ uczy przez kilka lat mozna si¢ bardzo wygodnie
urzadzi€¢, uczac ciggle tego samego. Ale rutyna nie dziala przekonywujaco, gdy
material nie sprawia rado$ci. Dlatego nauczajacy nie moga si¢ obyé bez badaczy
naukowych. Nie moga natomiast badacze narzucié¢ nauczajacym decyzji w sprawie
dydaktyki nauczania. Tu nalezy zwrdcié uwage na punkty widzenia wymykajace
si¢ uczonym. Podstawowe pojecia geometryczne i liczby rzeczywiste w sposéb na-
turalny nasuwaja si¢ mlodemu cztowiekowi i wglad we wzajemne relacje wielkosci
algebraicznych i geometrycznych, ktéry zawdzigczamy Descartesowi, pozostaje pod-
stawowa nauka dla miodziezy.

Operowanie relacjami algebraicznymi i pojeciami geometrycznymi wymaga
wprawy. Pole éwiczei nazywa sie geometria analityczng. Jest to na pewno nie-
szczgSliwie dobrana nazwa. W dziale tym, poza geometria, naucza si¢ form liniowych
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1 kwadratowych. Mozna by wynaleZ¢ inng nazwe. Ale-to wywolaloby wiele zamiesza-
nia. Nie mozna tak sobie, po prostu usungé¢ nazwg o kilkusetletniej tradycji. Wydaje
si¢, ze najlepiej bedzie, gdy pogodzimy si¢ z dotychczasowa nazwg, nawet za cene
zaliczenia do ,,imbéciles”.

Podobnie w zyciu: Gdy si¢ kto§ przedstawia ,,Zajac jestem”, nie uwaza sig,
Ze jest on zajacem. Walka z nonsensowymi nazwami jest walkq z wiatrakami. W szcze-
gblnych wypadkach, jak nasz na przyklad, mozna w koncu osiggnaé¢ zwyciestwo,
ale po dluzszym okresie zamieszania. Niedawno znany wydawca w Nowym Jorku,
ktéry wydat dzielo powaznego matematyka o geometrii analitycznej, zapytal mnie,
dlaczego ono nie idzie. OdpowiedZ byla prosta. Autor i wydawca co$ innego rozu-
mieli pod ,,geometria analityczna”. Nie mozna wydawcy wziaé za zle, Ze nie studio-
wal tej drugiej teorii. Nie nalezat do elity matematycznej. Autor pod ,,geometriag
analityczna”, zgodnie z klasyfikacja bourbakistow, rozumie bardzo zywo rozwija-
jacy si¢ i wysoki dziat teorii funkcji analitycznych wielu zmiennych. To jest oczywis-
cie sensowne. Wydawca natomiast rozumial pod tym tradycyjna geometri¢ anali-
tyczna i opublikowal ksiazke przyjmujac, ze znajdzie wielu nabywcéw w szeroko
rozpowszechnionym nauczaniu na etapie poczatkowym.

Zmiana znaczenia stowa ,,geometria analityczna™ grozi zaciemnieniem dziejéw
naszej nauki. Gdzie uzna si¢ zastugi Descartesa, jesli cala geometria, a nawet jej
nazwa, w ten sposob zanika? Nieco znajomodci historii powinien mie¢ kazdy z nas.

W kazdym razie mamy za soba dwa tysiace lat, w ktdrych geometria euklideso-
wa uchodzita za wzdr Scistosei. Tego si¢ przekresli¢ nie da. Wprawdzie J. Dieudonné
powiada: ,,Gdy uczg si¢ kierowania autem nie studiuj¢ wpierw konstrukcji maszyny
parowej Watta”, Jednak sprawa techniczna, jak kierowanie autem, i zajecie inte-
lektualne, jakim jest studium matematyki, nalezg do zbyt réznych i trudno poréwny-
walnych dziedzin naszego Zycia.

e juz placimy za t¢ ahistoryczng drogg nauczania matematyki pokazuje wyraz-
nie nasza mlodziez, ktéra zamierza studiowaé¢ matematyke uniwersytecka. Wyklady
dla rozpoczynajacych studia sa stale dostosowywane do nowych pogladéw. Nauka
w szkole $redniej jest znacznie bardziej konserwatywna. Musi nawiazywaé do zmy-
stowych wyobrazefi dziecka i zrobi¢ dtuga droge w ciagu 11 lat nauczania. Uniwer-
sytet jednak beztrosko zaklada punkt zerowy poza kodcowym etapem szkoly Sred-
niej. Z powodu tej przepasci migdzy uniwersytetem a szkolg $rednia przepada ze
studium matematyki pewien procent miodych ludzi. Jest rzecza karalna staraé sic
o dalszy doplyw mtodych ludzi, jesli tak zly stan rzeczy nie bedzie zlagodzony.
Wymaga to lepszego wzajemnego zrozumienia wszystkich kategorii nauczycieli
matematyki. Jes$li nie ze wzgledu na rzecz sama w sobie, to chociazby ze wzgledu
na mlodych ludzi nalezy dazyé do osiagniecia lepszego zrozumienia warunkow
nauczania na réznych etapach.

Nauczanie elementarne bezwzglednie musi nawigzywaé do poje¢ nasuwajg-
cych sig¢ w zyciu codziennym. Z jednej strony wystepuja tu liczby, z drugiej poglad
do$wiadczalny nasuwajacy elementarne pojecia takie, jak punkt, prosta, ptaszczyzna.
Po dlugim ladicuchu bledow wiemy juz dzi$, ze nie mozemy pogladu doswiadczal-
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nego bra¢ z cala powaga. Wprawdzie obserwacja promieni §wietlnych czy liniatéw
prowadzi nas do geometrii euklidesowej, wystrzegamy si¢ jednak tego, by uwazac,
ze zachodzi ona w naszym S$wiecie. Jest ona jednak bezsprzecznie niezbedna dla
czlowieka jako S$rodek opanowywania otaczajacego $§wiata w skromniejszym
zakresie.

Jesli uczymy geometrii euklidesowej w jej ramach klasycznych chociazby nawet
pobieznie, nie mozna pomina¢ jej logicznej struktury. Nie da si¢ pogodzi¢ z suwe-
rennoécia nauczyciela, gdy nie wie, co nalezy do podstaw geometrii i nie ma wgladu
w jej dwutysigcletni rozwdj. Geometria analityczna, je§li uczen jest matematycznie
wrazliwy, jest fundamentalnym przezyciem poznawczym, a co wiecej, waznym na-
rzgdziem. Niezbedna jest ona dla poznania przestrzeni euklidesowej R® wraz
z przeksztalceniami ortogonalnymi, a to musi by¢ nauczane w szkole $rednie;j.

Przez wiele dziesigcioleci w calym prawie $wiecie w wykladach geometrii ana-
litycznej wykorzystywano dzieto Salmona i Fiedlera. W dziele tym podane sg nie-
zliczone punkty osobliwe tréjkata i wiasnosci stozkowych. Dziato sig¢ to za czaséw
naszych ojcéw i dziadkow. Wiele z tego juz poszlo w zapomnienie, a wiele jeszcze
si¢ zapomni. Poza istotnym jadrem wszystko odpada, by zrobi¢ miejsce nowym
dzialom, ktére same beda z kolei musiaty ustapi¢. Lezy to w istocie nauki, ze w jej
rozwoju z wielu rzeczy musi si¢ zrezygnowac i zostaje tylko koncentrat. Byloby
absurdem zrezygnowac¢ i z tej reszty. Nie moZzemy wigc zrezygnowaé z geometrii
analitycznej, a nawet sama nazwe oddaé innej galezi matematyki. Chetnie przyj-
mujemy do wiadomosdci, ze dzi§ mozna zbudowaé¢ matematyke z teorii mnogosci,
algebry, teorii uporzadkowania i abstrakcyjnej topologii. Ale w ten sposdb nie mozna
postgpowal w szkole, a nawet — powiedzialbym — w poczatkowych wykladach uni-
wersyteckich. Zasadniczo nie mozna zrezygnowaé z autonomii geometrii, takiej
jakiej dotychczas dawato wyraz nauczanie geometrii euklidesowej i analitycznej.
Zbyt wiele zastosowan geometrii zaleznych jest od tego i zbyt mocno zwigzana
jest ona z naszymi wyobraZeniami.

Oczekujemy, Ze dla dobra mlodziezy stale odnawiaé si¢ bedzie wzajemne zro-
zumienie z przedstawicielami szybko rozwijajacych si¢ badan wspolczesnych, wsrdod
ktérych jest wielu wspaniatych wodzow, lecz réwniez i nadgorliwcow. Nieciagltosé
nauczania moze przynie$¢ kolosalne szkody w naszym zawodzie. Zmniejszenie roz-
dzwigku warte jest zachodu najlepszych. Jeéli idzie o uporczywych, powinni sobie
uswiadomic, Zze nie mozna chroni¢ geometrii §rodkami administracyjnymi. Decydu-
jace dla dalszego istnienia geometrii sa przekonywajace nauczanie i powstawanie
coraz nowszych, oryginalniejszych podrecznikdow podtrzymujacych zapal nauczy-
cieli i budzacych entuzjazm uczniéw.



