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Sympozjum Matematycznych Metod Ekonomii
jego problematyka, cele i przebieg

Od Redakcji: W dniach od 1 lutego do 31 lipca 1972 r. odbylo si¢ Sympozjum Mate-
matycznych Metod Ekonomii zakoficzone konferencja pos$wigcona modelom von Neumanna.

Sympozjum i konferencja zostaly zorganizowane przez Instytut Matematyczny PAN. Bez-
posrednim organizatorem byl prof. Jerzy f.0$. Mozliwo$¢ zorganizowania Sympozjum na tak duza
skale oraz przyjecie zaproszen przez najwybitniejszych specjalistow z krajow, w ktoérych matematycz-
ne metody ekonomii sa rozwinicte, sa wynikiem wieloletniego ksztalcenia w tematyce Sympozjum
grupy mlodych matematykéw w Instytucie Matematycznym PAN pod kierunkiem prof. Losia.

Przez 6 miesiecy, od lutego do lipca 1972 r., trwalo w Warszawie zorganizo-
wane przez Instytut Matematyczny PAN miedzynarodowe Sympozjum Matematycz-
nych Metod Ekonomii. Wydaje sie, Ze problematyka naukowa tego Sympozjum
i jego charakter moga zainteresowaé szersze grono matematykow.

Przed omowieniem tematyki Sympozjum warto moze krdétko wyjasni€, czym
si¢ zajmuje, kiedy powstala i jakimi dzialami matematyki si¢ postuguje stosunkowo
niedawno powstala dyscyplina — ekonomia matematyczna. Uzywanie jezyka ma-
tematyki w opisie zjawisk gospodarczych ma juz do§é dluga historie. Zainicjowane
zostato przez A. Cournota w wydanej w 1838 r. ksiazce pt. Rozwazania nad zasadami
matematycznymi teorii bogactwa. Niestety jej autor nie zdobyt w ten sposob po-
pularnosci, gdyz przez wiele lat nie sprzedano ani jednego egzemplarza jego dzieta.
Wreszcie w 1863 r. zdecydowal si¢ na nowe wydanie, z ktérego usunal wszystkie
{Jvzory, co zreszta wcale nie zwigkszylo poczytnos$ci traktatu. Podobny byt los innych
tego rodzaju préb z polowy XIX w. Dopiero w latach siedemdziesigtych postugiwa-
nie si¢ matematyka staje si¢ czynno$cia uznang, a nawet powstaje w ekonomii
kierunek zwany szkola matematyczng. Jeden z jego gléwnych przedstawicieli L.
Walras w Elementach ekonomii politycznej (1874) opisuje za pomoca ukladu réw-
nan zalezno$ci migdzy cenami towaréw a popytem i podaza i stara si¢ udowodnié,
ze istnieje taka cena, przy ktdrej obie te wielkosci si¢ wyréwnuja (punkt réwnowagi),
zachowujac inne warunki zalozone w tym opisie. Poprawny dowdd istnienia punktu
réwnowagi nie byl jednak w tym czasie mozliwy, bowiem matematyka nie dyspo-
nowata jeszcze odpowiednimi narz¢dziami. Jak si¢ okazato znacznie péZniej, wymaga
on twierdzenia o punkcie stalym, ktére udowodnit Brouwer dopiero w 1909 r.
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Powszechnie uwaza sig, ze wspOlczesna ekonomia matematyczna narodzila sig
w latach trzydziestych naszego wieku i bierze swoj poczatek w pracach dwéch ma-
tematykéw, referowanych we Wiedniu na seminarium prowadzonym przez K.
Mengera. Sa to: praca Johanaa von Neumanna O pewnym ukladzie réwnari ekono-
micznych i o uogdlnieniu twicrdzenia Brouwera o punkcie stalym (1937) oraz 2 prace
Abrahama Walda (1935, 1936). Znaczenie ich polegalo m.in. na tym, Ze po raz
pierwszy zostaly w nich sformulowane poprawne modele matematyczne opisujace
zjawiska gospodarcze oraz ﬁodano éciste dowody istnienia punktéw réwnowagi
w tych modelach. I znowu trzeba powiedzieé, Ze prace te zostaly wlasciwie docenio-
ne dopiero w latach pigédziesiatych i staly si¢ wtedy impulsem powstania nowych
kierunkéw badaf wspolczesnej ekonomii. Prace A. Walda daly poczatek teorii
ogdlnej réwnowagi, a praca J. von Neumanna teorii liniowych modeli wzrostu
gospodarczego. W koficu lat trzydziestych widmo matematyki krazylo juz nad eko-
nomia. W tym czasie powstaje réwniez wydane w 1945 r. dzielo P. Samuelsona
Zasady analizy ekonomicznej opatrzone mottem ,,Matematyka — to jezyk,” ktore
jest pierwszg préba ujecia calodci teorii ekonomicznych w jezyku matematycznym,
co przyniosto jej autorowi nagrode Nobla w 1970 r.

Lata powojenne to stopniowy i coraz intensywniejszy rozwdj matematycznej
ekonomii, ktdra stara si¢ ujaé w postaci modeli zasadnicze procesy gospodarcze,
jakimi sg produkcja i rozdzial strumienia dobr, a nastgpnie za pomocg matematyki
bada je, wyciagajac wnioski o tresci ekonomicznej. Do konstrukcji modeli ekono-
micznych uzywa si¢ bardzo wielu poje¢ matematycznych w zaleznosci od potrzeby,
problematyki i charakteru badafn. Rownania rdézniczkowe wystgpuja tam, gdzie
pewne wielko$ci zmieniajace si¢ w czasie oddzialywaja na siebie, wywolujac wzrost
lub malenie. Taka sytuacje obserwujemy np. przy badaniu dochodu narodowego
Iub produkcji globalnej w zaleznoéci od stopy akumulacji, zmian populacji i postgpu
technicznego. Przy badaniu rozdziatu dochodu narodowego problem jest formulowa-
ny w jezyku podzbioréw wypuktych przestrzeni liniowych i ich przeksztatcen cigglych,
a gléwnym narzedziem sa twierdzenia o punktach stalych. Optymalizacyjna teoria
wzrestu poshuguje si¢ programowaniem dynamicznym, a je$li uwzglednia czynniki
losowe, to sigga do procesdw stochastycznych. Nie jest to zreszta jedyne zagadnie-
nie, w ktérym interweniuje probabilistyka. Wicle bowiem czynnikéw ekonomicz-
nych zalezy od przypadku, a randomizacja decyzji (wywodzaca si¢ z idei von Neu-
manna w teorii gier) jest stalym narzedziem matematycznej ekonomii, cho¢by dla-
tego, ze z dowolnego zbioru decyzji tworzy zbiér wypukly. Teorie dualnosci czgsto
1 w sposOb naturalny interweniuja w modelach ekonomicznych, a nawet znalazly
w nich nowa interpretacj¢. Polega ona na tym, ze ceny sa forma liniowa wiazki
towaréw dajaca w efekcie jej warto$¢ pieniezng, a wspdlczynniki kosztéw sa forma
liniowa rozmiaréw produkcji, prowadzaca do kosztu globalnego. Dualno$¢ prze-
strzeni liniowych stala si¢ w ten sposéb nie tylko narzedziem badania, ale i Zrodlem
inwencji w matematycznej ekonomii. Analiza wypukla jest coraz powszechniej uzy-
wana w badaniach modeli ekonomicznych, i to nie tylko w odniesieniu do ogéinych
przestrzeni liniowych (przestrzenie lokalnie wypukle graja oczywiscie gidwna rolg),
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ale réwniez w zwyklych skonczenie wymiarowych przestrzeniach euklidesowych.
W praktyce mamy bowiem skoriczong ilo§¢ towardw, fabryk, oSrodkéw dyspozycji
i konsumentéw. Dlatego w modelach ekonomicznych musza wystgpowaé przestrze-
nie skoficzenie wymiarowe, co prowadzi do zainteresowania geometria cial wypu-
ktych, rozkladami macierzy, teoria nieréwnos$ci i wieloma innymi zagadnieniami,
ktoére jeszcze przed 20 laty byly uwazane za wyczerpane lub peryferyjne. Teoria
Frobeniusa-Perrona, rozklady funkcji liniowych macierzy i lemat Farkasa sa tego
najlepszymi przyktadami.

Konieczno$¢ wyzyskiwania roznorodnych metod matematycznych dla dosko-
nalenia opiséw zjawisk ekonomicznych spowodowala w ostatnich latach ogromne
zainteresowanie ta dyscypling w §rodowiskach matematycznych, czego przykladem
moze by¢ zajecie si¢ ta tematyka przez S. Smale’a, jednego z laureatéw medalu
Fieldsa. W wielu krajach powstaja cale zespoly matematykow i ekonomistéw roz-
wijajace te dyscypling, a nawet instytuty, jak np. CEMI w Moskwie lub International
Institute of Quantitative Economics w Toronto.

Sympozjum Matematycznych Metod Ekonomii bylo gidwnie poswigcone
wielosektorowym liniowym modelom wzrostu gospodarczego, w szczegdlnosci
modelom von Neumanna, oraz tym teoriom matematycznym, ktére sa specyficznie
zwiazane z ich badaniem, a wigc analizie wypuklej i programowaniu dynamicznemu.
Prace Sympozjum koncentrowaly si¢ wokét 3 seminariow nazwanych: von Neu-
manna, Markowa i Farkasa.

Na seminarium von Neumanna zajmowano si¢ uogdlnieniami modeli von Neu-
manna. Poréwnywano wlasnosci oryginalnych modeli, opisanych para macierzy,
z modelami zadanymi stozkami, superliniowymi przeksztalceniami i transformacjami
liniowymi w przestrzeniach cz¢$ciowo uporzadkowanych. Wiele miejsca poswiecono
zagadnieniom ujgcia w tych modelach dodatkowych czynnikéw ekonomicznych,
takich jak praca, placa, konsumpcja, ustugi, handel zagraniczny i regulowanie
gospodarki przez opodatkowywanie i subsydiowanie sektorow gospodarczych. Prace
tego seminarium opieraly si¢ w duzym stopniu na wynikach, jakie w tej tematyce
uzyskali pracownicy Grupy Statystyki i Metod Matematycznych Ekonomii IM PAN.

Seminarium Markowa poswigcone bylo teorii programowania dynamicznego,
ze szczegolnym uwzglgdnieniem tych aspektdw, ktére wigzg sie bezposrednio z mo-
delami wzrostu gospodarczego. Omawiano na nim najnowsze wyniki w zakresie
modeli deterministycznych i stochastycznych, dyskutowano problemy wyboru kry-
teriéw optymalnoéci, istnienia optymalnych polityk i asymptotycznego zachowania
si¢ rozwigzafi optymalnych (twierdzenia o magistrali). Na szczegélna uwage zastu-
giwaly nadeslane na Sympozjum prace E. W. Dynkina i jego uczniéw, dotyczace
modeli wzrostu gospodarczego uwzgledniajacych czynniki losowe, jakimi moga by¢
zmiany demograficzne i meteorologiczne, wahania cen na rynkach oraz odkrycia
1 wynalazki tworzace postep naukowo-techniczny. Grupa mlodych uczestnikéw
z IMPAN prezentowala na tym seminarium swoje wyniki dotyczace programoéw
dynamicznych i gier z niepeina informacja, ciaglych proceséw decyzyjnych i ich
zastosowan w teorii zapasow.
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Seminarium Farkasa po$wigcone bylo analizie wypuklej. Omawiano na nim
réznego typu twierdzenia o dualnoéci (mnozniki Lagrange’a, twierdzenie Kuhna-
Tuckera, twierdzenia Milutina-Dubowickiego), uogdlnienia lemmatu Farkasa oraz
twierdzenia o separacji, o ktdrych roli w badaniu modeli ekonomicznych i proble-
méw optymalizacyjnych wspominaliSmy juz poprzednio. Seminarium to cz¢sto pro-
wadzili najwybitniejsi specjalisci z tej dziedziny ze Zwiazku Radzieckiego, Wietna-
mu i USA.

Na Sympozjum pojawiata si¢ réwniez inna problematyka, ktdrej potrzeba omo-
wienia wynikala z zainteresowan uczestnikow lub wigzala si¢ z biezacymi pracami
przyjezdzajacych goéci. Tak wigc grupa mlodych uczestnikéw zorganizowala semi-
narium z teorii gier, a obecnosé wybitnych specjalistéw wprowadzila do programu
teorie uzytecznosci, ogdlng teorie réwnowagi ekonomicznej, nowy algorytm Scarfa-
Hansena wyznaczania punktu stalego ciagglych przeksztalcen sympleksu. Niekiedy
organizowano mniej formalne dyskusje na tematy zwiazane z pracami Sympozjum,
np. dyskusje o roli ,,optymalizacji”’, o sposobach ujmowania czynnikéw losowych
w modelach wzrostu gospodarczego i o roli matematyki w badaniach ekonomicz-
nych.

Kulminacyjnym momentem prac Sympozjum byla Konferencja po$wiecona
modelom von Neumanna (10-15 lipca), ktérej przewodniczyl profesor Oskar Mor-
genstern.

Celem Sympozjum bylo przedyskutowanie aktualnej problematyki zwigzanej
z badaniami nad liniowymi modelami wzrostu gospodarczego, przyczynienie sig
do jej rozwoju i stymulacja dalszych badan. Przede wszystkim jednak chodzito o zasz-
czepienie tej problematyki w $rodowiskach naukowych w Polsce. Uczestnictwo
w Sympozjum mlodycﬁ' polskich matematykow i ekonomistéw, wspdlny ich pobyt
przez 6 miesigcy z zagranicznymi réwiesnikami, kontakt z wybitnymi specjalistami
z wielu krajéw — wydawat si¢ najlepsza droga zainicjowania badann w omawianych
dziedzinach w niektérych o$rodkach naukowych w kraju.

Zgodnie z takimi zamierzeniami uczestnicy Sympozjum dzielili sig¢ na dwie
grupy — uczestnikéw stalych, ktérzy przebywali na nim cale 6 miesiecy oraz wykla-
dowcow, ktorzy przyjezdzali na rézne okresy prowadzac wyklady, seminaria i ucze-
stniczgc w pracach Sympozjum. Grupa stalych uczestnikéw (ponad 50 oséb, w tym
polowg z Polski) skladata si¢ w zasadzie z mlodych naukowcéw, przed lub po dok-
toracie, reprezentujacych 15 krajéw (Austria, Bulgaria, Czechoslowacja, Dania,
Francja, Holandia, Meksyk, NRD, NRF, Rumunia, Szwajcaria, Syjam, Wegry,
Wiochy, Zwigzek Radziecki oraz Polska). W Sympozjum i Konferencji uczestni-
czylo okoto 50 uczonych z 13 krajéw, ponadto udzial korespondencyjny brali nie-
ktorzy naukowcey, ktérzy nie mogli przyby¢ osoboscie (E. W. Dynkin i jego ucznio-
wie, David Gale, Borys S. Mitiagin, Roy Radner), ale ktérzy przyczynili si¢ do jego
osiagnie¢, nadsylajac swoje prace, ktére byly dyskutowane na seminariach. Wéréd
wybitnych uczestnikéw Sympozjum nalezy wymienié¢ takich ekonomistéw, jak Oskar
Morgenstern, William Brock, Terje Hansen, Walery L. Makarow, Lionel W. Mc-
Kenzie, Luigi Passinetti, Karl Vind, i matematykéw, jak Martin J, Beckmann, Euge-
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nij G. Golstein, Hoang Tuy, Victor Klee, Borys Pszeniczny, Vsievotod F. Pugaczow,
Albert C. Offord, Stephen Robinson, R. Tyrrell Rockefellar, G.S. Rubinstein.
Osobno nalezy wspomnie¢ o udziale profesora Tjallinga C. Koopmansa, ktdry
od poczatku stuzyl organizatorom swa rada i poparciem w sprawach programu
naukowego 1 doboru uczestnikow i spedzil na Sympozjum 6 tygodni, wykladajac
1 inicjujac dyskusje.

Sympozjum bylo finansowane przez Polska Akademie Nauk przy wspoludziale
UNESCO, ktora udzielita subwencji na koszta podrézy i pewnych urzadzen biuro-
wych, a réwniez wspdtpracowata — w osobach swych przedstawicieli — w selekcji
stypendystéw. '



