0
f wmptm
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 1897
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XVII (1973)

CzestAW RYLL-NARDZEWSKI (Wroctaw)
Prace Hugona Steinhausa o sytuacjach konfliktowych

Na poczatku chciatbym wyjasnié, dlaczego mdj referat ma taki, a nie inny ty-
tul. Posthuzylem si¢ tu krétkim stownikowym okre§leniem, czym jest teoria gier
(a przynajmnej jak t¢ nazwe rozumieja matematycy). Najprostsze wyjasnienie jest
takie, ze jest to matematyczna teoria, opisujaca rozmaite sytuacje konfliktowe.
Poniewaz jednak rézne prace prof. Steinhausa opisywaly réwniez takie sytuacje kon-
fliktowe, ktére do ortodoksyjnej teorii gier nie naleza, sadzitem iz lepiej bedzie, gdy
referat bedzie méwil o badaniach nad sytuacjami konfliktowymi.

Przez wiele lat swej dzialalnos$ci naukowej i nauczycielskiej prof. Steinhaus zaj-
mowat si¢ bardzo réznymi dzialami matematyki — dziatami Zycia — nawet tak mo-
zna powiedzieé. Ale jest jeden temat — wlasnie sytuacje konfliktowe, nad ktérymi
pracowat i do ktdrego powracal w réznych okresach, poczawszy od roku 1925,
od pierwszej jego publikacji na ten temat; data ostatniej — rok 1969.

Ta pierwsza, z 1925 r., to praca niemal legendarna. Nazywala si¢ Definicje po-
trzebne do teorii gry i poscigu. Ukazala si¢ w efemerycznym wydawnictwie studen-
ckim — jednodniéwcee ,,My$l Akademicka” we Lwowie. Po wojnie byla ona nieo-
siagalna. Prof. Steinhaus chcial ustanowi¢, czy ustanowil nawet, nagrod¢ za odna-
lezienie jej odbitki.

W roku 1957 profesor Ajdukiewicz przywidzt egzemplarz z biblioteki Uniwer-
sytetu Lwowskiego i z tego egzemplarza zostaly zrobione kopie fotograficzne. W ro-
ku 1960 poprzez Stanistawa Ulama praca ta po przethumaczeniu dotarta do Stanéw
Zjednoczonych i zostala tam opublikowana w piSmie fachowym zajmujacym sig
sprawami morskimi: Naval Research Logistics Quaterly, poprzedzona wstgpem Ha-
rolda W. Kuhna.

Jest to niewielka praca, nie majaca charakteru publikacji matematycznej; wla-
§ciwie jest to pare uwag, ale uwag, ktdre byly na owe czasy rewelacja, uwag, ktére
leza u podstaw wspolczesnej teorii gier. Po pierwsze — zostatlo tam wprowadzone
w sposéb Scisty pojecie strategii (co prawda pod inng nazwg — sposobu gry, ale
przeciez nie o nazwy tu chodzi). Drugim istotnym elementem jest tzw. normaliza-
cja gier, i wreszcie: pojecie funkcji wyplaty, ktéra charakteryzuje kazda gre, oraz
zasada wyboru strategii minimaksowej.
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Piszac to, profesor Steinhaus nie wiedzial, Ze znany matematyk francuski Emil
Borel pare lat wezesniej (mam tu na mysli jego prace z lat 1921 i 1924) doszedt do
podobnych idei. Mial on juz sprecyzowane pojecia strategii czystej i strategii mie-
szanej i bliski byt sformulowania i udowodnienia twierdzenia o minimaksie.

Niedtugo potem, bo w 1926 r., ukazala si¢ bardzo wazna praca J. von Neumanna,
w ktdrej zostalo to wlasnie twierdzenie o minimaksie udowodnione. Jest to jedno
z podstawowych twierdzen teorii gier.

Zanim zdefiniuja wyZzej wymienione pojecia, powiem co to sa gry normalne,
inaczej zwane prostokatnymi. Przypu$émy, ze mamy dwa zbiory: 4 (jak biale)
1 % (jak czarne). Bedg si¢ tu postugiwal tym modelem, o ktérym czesto mowit prof.
Steinhaus — szachami. Gracze wybieraja pewne punkty w tych zbiorach: Be%
i Ce¥, nazywane strategiami. Po niezaleznym dokonaniu wyboru przez obydwu
graczy odczytuje si¢ wiclko§é wyplaty F(B, C).

F(8,¢)

T
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Wygodnie jest tu ustalié, ze gdy gracz Bialy wybrat strategi¢ B, a Czarny — stra-
tegie¢ C, to F(B, C) jest kwota, ktérag gracz Bialy ma zaptaci¢ Czarnemu (oczywiscie
moze ona by¢ tez wielkoscia ujemng!). I teraz zasada wyboru strategii minimakso-
wej polega na wybraniu postgpowania najbardziej wskazanego dla gracza Bialego:
co on powinien zrobi¢, aby ustrzec si¢ przed niekorzystna dla niego wyplata F;
zatem przy wyborze B gracza Bialego najgorsza dla niego mozliwoscia jest najwigk-

sza z wszystkich wartosci F(B, C) przy Ce¥, czyli max F(B, C) — jest tonajwieksza
Ce¥%

kwota jaka on mdglby zaptaci¢, obierajac jako swoja strategic B. Powinien wiec
si¢ stara¢ zmniejszy¢ t¢ szkod¢ w sposob optymalny, a wigc wybraé taka strategie

B, przy ktdrej to wyrazenie przyjmie warto$¢ najmniejsza, czyli min max F(B, C).
Be# Ce%
To jest wlasnie zasada wyboru strategii minimaksowej.

Proszg¢ Panstwa — gdybySmy przeprowadzili podobne rozumowanie odwraca-
jac rolg tych graczy, a wigc zaczynajac od gracza Czarnego, to okazaloby sig, ze
otrzymamy nieréwno$¢:

min max F(B, C) z max min F(B, C).
Be#B Ce¥¢ Ce¥ Be#

Profesor Steinhaus zastanawiat si¢ nad nazwaniem dwu sytuacji, jakie tu moga
zaistnie¢: w przypadku ostrej nier6wno$ci méwil, Ze gra jest otwarta, w przypadku
réwnoséci — ze jest zamknieta.
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Terminologia ta przez dlugi czas byla w Polsce uzywana. Obecnie méwi si¢
w tej sytuacji o grach niezdeterminowanych i zdeterminowanych. Oczywiscie jest
to tylko réznica stowna.

Takie, jak opisalem przed chwila, strategie nazywamy strategiami czystymi, sa
to decyzje deterministyczne. Ale mozna zmodyfikowaé t¢ gre, wprowadzajac ele-
ment rachunku prawdopodobienstwa. Przypu$émy, ze mamy pewng miar¢ proba-
bilistyczng B na zbiorze & strategii gracza Bialego i C na zbiorze ¥. Majac miare
prawdopodobiefistwa mozna poshugiwac si¢ podstawowym pojeciem rachunku praw-
dopodobienistwa, jakim jest warto$¢ oczekiwania. Napisz¢ to od razu w ogdlnej
postaci, uzywajac symbolu catki (w przypadku skoriczconym mamy zwykle sumy
i mozna elementy analizy wyeliminowa¢). Niech wigc F bedzie nowa funkcja wypta-
ty:

F(B,C) = [[F(B, C)B(dB)C(dC).

W ten sposOb gra wyjciowa przeksztalca sic w nowa gre, w ktdrej wybory graczy
nie sg strategiami czystymi, lecz strategiami mieszanymi, czyli, jak mowimy, sa to
pewne rozklady prawdopodobienistwa na zbiorach strategii czystych.

Twierdzenie minimaksowe von Neumanna mowi, Ze po takiej modyfikacji gra
staje si¢ gra zamknieta, albo inaczej moéwiac, gra zdeterminowang. To znaczy, ze
gdyby$my utworzyli takie samo, jak poprzednio, wyrazenie dla nowej gry, to otrzy-
mamy rownosé

min max F(B, C) = max min F(B, C).
B 'C < B

Fakt, ze w niektorych sytuacjach konfliktowych wskazane jest wprowadzenie
elementu losowego jest chyba intuicyjnie jasny dla wszystkich. Przypominam sobie,
ze w pewnej nowelce Conan Doyle’a Sherlock Holmes, walczac z przemySlnym prze-
ciwnikiem, w pewnym momencie wyjmuje monete¢ i losuje, ktéry z dwu wariantow
wybra¢. Robi to, nie chcac by¢ zdekonspirowany przez, inteligentniejszego by¢ mo-
ze, wroga. Widza wigc Panstwo, ze nawet pisarz, bardzo daleki od spraw matema-
tycznych, czul potrzebg wprowadzenia elementu losowego. Zreszta osoby grajace
w réznego rodzaju gry — gry w potocznym tego slowa znaczeniu — wiedza, Ze nie
zawsze nalezy w identycznych sytuacjach postgpowac identycznie. W przyblizeniu
oznacza to, Ze wprowadzamy w takich sytuacjach element probabilistyczny.

Twierdzenie von Neumanna mialo bardzo wiele dowodow. Z praktycznego punktu
widzenia bardzo wazne jest efektywne znajdowania strategii mieszanych, realizu-
jacych optymalne strategie. Jest to trudne zadanie numeryczne. Podawano réwniez
rozmaite dowody teoretyczne. Sa dowody krétkie, ale uzywajace silnych metod to-
pologicznych, jak twierdzenie Brouwera; sa tez dowody elementarne. Jeden z ucz-
niéw prof. Steinhausa, Andrzej Zigba, podat taki elementarny dowod (1958 r.).

To, o czym poprzednio méwilem, opisywalo najprostsza sytuacj¢ konfliktowa.
W ,,oficjalnej”” terminologii jest to gra dwuosobowa prostokatna z pelna informa-
cja, o sumie zero. Powiedzenie, Ze gra ma sume zero, oznacza, iz suma wyplat jest
réwna zeru (to co jeden gracz daje, idzie do kieszeni drugiego). W zagadnieniach
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ekonomicznych rozpatruje si¢ gry ogolniejsze — z dowolna skonczong liczba gra-
czy, a matematycy pozwalaja sobie nawet na rozwazanie gier z nieprzeliczalna ilo-
$cig graczy. To jest juz bardzo odleglte od modeli realnych, ale z punktu widzenia
teorii moze potrzebne. W kazdym razie twierdzenie von Neumanna o minimaksie
zostalo obecnie wchlonigte przez znacznie ogdlniejsze twierdzenie Nasha o istnie-
niu punktu réwnowagi. W grach ekonomicznych, w ktérych bierze udziat wielu
partnerdw, jest to naturalne uogdlnienie.

Teoria gier bardzo si¢ rozwingla i ma rozmaite zastosowania: oprécz ekonomii,
w statystyce, teorii funkcji decyzyjnych itd. O tych problemach nie bgde mdwit.
Mam nadziej¢ Zze referaty poSwigcone kwestiom probabilistycznym i statystycznym
te tematy uwzglednig. Chcialbym tylko powiedzie¢, ze prof. Steinhaus uzywat tu
do$¢ dziwnej, ale moze uzasadnionej terminologii. Mianowicie w przypadku zagad-
nien, w ktérych statystyk ma podjac¢ decyzje, mowil, Ze gra on z diablem. A wigc
gra przeciwko naturze, ktérg w swoich pracach profesor Zartobliwie nazywal dia-
blem. To zreszta ma swoja genezg w roznych legendach, w ktdrych mdwi si¢ wiasnie
o grze z diablem.

Nie bede mowil tu o wszystkich pracach profesora Steinhausa o sytuacjach kon-
fliktowych, np. nie bede mowil o pracach po$wieconych problemowi dochodzenia
ojcostwa (praca z pogranicza nauk prawniczych, genetyki i statystyki).

Chce natomiast zasygnalizowaé, ze teoria gier ma dwa nurty rozwoju. Jeden
— aplikacyjny, w sensie zastosowan praktycznych, zastosowan do $wiata realnego
(przede wszystkim w ekonomii), drugi — czysto teoretyczny. Okazato si¢ bowiem,
ze pewne czysto teoretyczne dyscypliny matematyczne uzywaja metod teorii gier.
Chcialbym tu zacytowaé dwie stosunkowo nowe prace: Andrzeja Ehrenfeuchta,
ktory zastosowal metody teorii gier w badaniu sformalizowanych teorii matema-
tycznych, oraz pracg amerykanskiego matematyka Blackwella, ktéry udowodnit
twierdzenie topologiczne o oddzielaniu zbioréw analitycznych zbiorami borelowski-
mi, powolujac si¢ na pewne wyniki z teorii gier. Jest to bardzo interesujace zjawisko,
ze teoria gier, poczatkowo zdawaloby sig, tak odlegta od teoretycznej matematy-
ki dyscyplina, potrafita dotrze¢ do tak od niej odleglych dziedzin.

Chcialbym jeszcze powiedzie¢ o blizszym potocznego rozumieniu stowa gra. Gry
prostokatne, tak jak je tutaj opisalem, sg juz opracowaniem matematycznym. Gry
zaczerpniete z zycia — takie jak szachy, warcaby, poker, gry strategiczne w wojsku
-- maja inny charakter. Sa to tzw. gry pozycyjne. Polegaja na tym, Zz¢ uczestnicy
wykonujg kolejno ruchy, poddane okreslonym regutom. Powstaje w ten sposéb
rozgrywka, zwana partia i na podstawie regul wiemy, w ktérym momencie ta partia
sie koiczy i ktéry z graczy wygral (ewentualnie czy nastapil remis).

Okazuje si¢ (i to jest wlasnie ta cenna uwaga, ktéra w owym artykule z 1925 r.
uczynit prof. Steinhaus), ze gry pozycyjne mozna zawsze zredukowaé do gier w po-
staci normalnej. Nie trzeba wtedy myS$le¢ o poszczegdlnych ruchach dla graczy,
bowiem okreslenie, co oznacza najlepszy ruch w danej sytuacji, jest bardzo trudne.
Powstaje wowczas bledne koto: najlepszy ruch pierwszego gracza to taki, ktdry
da mu najwiecej korzysci nawet wtedy, gdy przeciwnik wykona najlepsza swoja
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odpowiedz. A wigc najlepszy ruch jednego gracza jest zdefiniowany przez najlep-
szy ruch drugiego. Unikna¢ tego mozna, gdy si¢ wprowadzi pojecie strategii dla
gier pozycyjnych. To jest po prostu zwegZenie regul, jakie sobie sam gracz dobro-
wolnie naklada. A wigc, zgodnie z ogdlnymi zasadami, gracz zamiast wielu mozli-
wosci bedzie wybierat tylko jedna. T szczegdtowy przepis méwiacy, ktéra z nich
wybiera, to jest wlasnie jego strategia. Widac¢ z tego, ze nawet dla takich gier sto-
sunkowo prostych, jak szachy, ktérych opis pozycyjny jest krétki, opisanie tej sa-
mej gry za pomoca pojgcia strategii i sprowadzenie jej do postaci normalnej jest
" trudne po prostu dlatego, Zze zbidr wszystkich strategii jest wprawdzie skonczony,
ale bardzo duzy. Ale jest to w zasadzie mozliwe i do rozwazan teoretycznych bar-
dzo potrzebne.

Z grami pozycyjnymi wiaze si¢ bardzo wazna kwestia: okazuje sig, Ze szeroka
klase gier pozycyjnych stanowia gry zamknigte. Jest to twierdzenie Zermeli, przez
wiele lat chyba mato znane, ktére byto udowodnione (a przynajmniej przedstawione)
na V Kongresiec Matematykéow w Cambridge w 1912 r., a opublikowane w 2 lata
poZniej.

Twierdzenie to mdwi, ze gry pozycyjne (tzn. polegajace na naprzemiennych ru-
chach graczy) z pelna informacja o przeciwniku i o skorficzonej dtugodci partii,
sg zdeterminowane. Prof. Steinhaus twierdzil — i chyba jest to stuszne — Ze wigk-
szo$¢ szachistow nie zdaje sobie sprawy z tego, ze gra w szachy jest zdeterminowana.
W kazdym razie jedyny duzej klasy szachista, ktéry byl matematykiem — mistrz
$wiata Emanuel Lasker (napisal do$é podia ksiazke o grach) — z tego faktu chyba
zupelnie sobie sprawy nie zdawal.

Pozwole sobie teraz przytoczy¢ pewien wzér, ktory jest bardzo diugi — ale
ktory jest jednocze$nie i zapisem i dowodem twierdzenia Zermeli. Jest to pomyst
Jana Mycielskiego, ktoéry dlugo z prof. Steinhausem wspodtpracowal, a ta wspol-
praca byla szczegdlnie owocna w teorii gier.

Przypusémy, ze dla dowolnego zbioru X zbiér P jest podzbiorem iloczynu kar-
tezjanskiego parzystej iloci egzemplarzy zbioru X: P = X?". Niech

<PE \/ /\ \/ /\ .o /\ <alabiaalsb2>'-':bn>€P‘

@ ban b b,

(Zbidr P jest pewnym zbiorem ciggdw tej postaci, ciagéw dlugoéci 2n elementéw
zbioru X.) Jezeli taka sytuacja, jak opisana tym wzorem, zaistnieje, mowimy, ze
pierwszy gracz wygral. P oznacza zbior, na ktdry gra gracz pierwszy. WyraZenie ¢
mowi, Ze istnieje taki wybor pierwszego ruchu dla pierwszego gracza, przy ktérym
po kazdej odpowiedzi drugiego gracza istnieje drugi ruch pierwszego gracza itd.,
7e wynik jest korzystny dla gracza pierwszego. A wigc zdanie ¢ mowi, 2e pierwszy
gracz ma strategi¢ zwycigska. A teraz napiszemy negacj¢ tego zdania. Ka2da osoba
znajaca reguly logiki formalnej wie, Ze otrzymamy wyraZenie nast¢pujgce

"(}75 /\ V /\ V cee V <al’blsaZ)b2’""bn>¢P'
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Wyrazenie to, otrzymane przez zastosowanie regut de Morgana, moéwi, Ze gracz
drugi ma strategi¢ zwycigska — to znaczy, moze on unikna¢ tego, Ze ciag bedacy
wynikiem rozgrywki nalezy do niekorzystnego dlan zbioru P. A wigc, jesli gracz
pierwszy nie ma strategii zwycigskiej, to ma ja drugi — mamy wigc dowdd twier-
dzenia Zermeli. Oczywiscie trzeba by¢ matematykiem, Zeby zrozumie¢ Ze to, co
tu jest napisane, mozna zastosowa¢ do takiej gry jak szachy. Trzeba do tego umie¢
zakodowaé gre w szachy w opisany wyzej schemat. To wymaga pewnych chwytow
technicznych, ale sa to trudno$ci niewatpliwie drugorzedne.

Rzeczy, o ktorych caly czas jest mowa, wiazq si¢ ze wspomnianym na wstgpie
artykutem prof. Steinhausa w Mysli Akademickiej. W artykule tym omdwiony jest
jeszcze inny- rodzaj gier — gier poscigowych. To byt temat, ktéry od dawna Pro-
fesora zajmowal. Profesor Steinhaus interesowal si¢ gléwnie modelem poscigu mor-
skiego — $cigania jednego statku przez drugi. Mozliwe sa tu zreszta najrozmaitsze
uogllnienia. W omawianym artykule podane jest sformalizowanie problemu po-
$cigu, przettumaczonego na jezyk minimaksu. Strategia w tym przypadku jest bar-
dziej skomplikowana, jest nig pewne rownanie roZniczkowe — przepis, ktéry na
podstawie aktualnych potoZen obu statkéw wskazuje kierunek poScigu (strategia
dla $cigajacego) lub kierunek ucieczki (strategia dla $ciganego). Reguly tej gry, to
podanie (przy zalozeniach pewnej regularnosci) prawych stron odpowiednich réwnan
rézniczkowych. Mozna teraz powiedzie¢, ze czas, po ktorym nastapi schwytanie
jest funkcja (a raczej funkcjonalem) tych strategii. Wobec tego to, co poprzednio
bylo powiedziane, stosuje si¢ réwniez do takich gier, jak poscig. Zreszta gry posci-
gowe mozna uwazaé za ciagly wariant gier pozycyjnych. Gléwna trudnos$¢ jednak
polega na tym, Ze ruchy nie sg wykonywane na przemian, tylko natychmiast kazdy
odpowiada na to, co zrobil przeciwnik. Sg to matematycznie zagadnienia bardzo
trudne. Mysle, ze mozna je uwaza¢ za wyiszy stopien komplikacji niz zagadnie-
nia optymalnego sterowania. Bo zagadnienia optymalnego sterowania mozna uwa-
zaé za gre jednoosobowa — a tu jest 2 graczy o przeciwstawnych interesach — a wige
mamy do czynienia z sytuacja konfliktowa. }

Chciatbym w tym miejscu przytoczyé¢ nazwiska matematykdéw, ktérzy z inspi-
racji prof. Steinhausa zajmowali si¢ poScigiem: Mycielski, Ryll-Nardzewski, Warmus,
Zigba, Zubrzycki — goscinnie takze Gustave Choquet, ktéry wygtosit odezyt o teorii
poscigu (Posiedzenic Wroctawskiego Oddziatu PTM 1947). Sadzg, Ze mimo uzy-
skania pewnych rezultatéw czesciowych, teoria poscigu wymaga glebszego rozbu-
dowania, dopiero pierwsze kroki zostaly w niej zrobione.

A teraz ciekawostka, rzecz pozornie niepowazna, chociaz do rozwiazania jej
trzeba bylo uzy¢ powaznych $rodkéw. Interesowaly prof. Steinhausa gry liczbowe.
Jest taka publikacja wspdlna z Bolestawem Gleichgewichtem i Jerzym Kucharczy-
kiem (Uwagi o grach liczbowych, Zastosowania Matematyki 1960), w ktdrej zostalo
stwierdzone, Ze gry tego typu jak Toto-Lotek, Liczyrzepka, itd., sa grami konflikto-
wymi: mianowicie interesy grajacych sa przeciwstawne. I konsekwencje tego faktu:
jak nalezy gra¢ (ja do grania nie namawiam). Nalezy wybiera¢ malo popularne
kombinacje. Reguly gry sa bowiem takie, ze gdy wielu graczy obstawi t¢ sama
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kombinacje, to na tym tracg. Jakie kombinacje sa malo popularne, to zostalo cze-
Sciowo w tej pracy zbadane.

Chciatbym na chwile porzuci¢ teori¢ gier i przejs¢ do sprawy pewnego listu,
ktory w 1944 r. prof. Steinhaus napisal do prof. Bronistawa Knastera. Byt to list
dotyczacy podzialu pragmatycznego (termin zaproponowany chyba przez prof. Stein-
hausa). Wszyscy wiemy, jak naleZy postgpowaé, gdy mamy ,,sprawiedliwie” po-
dzieli¢ pewien obiekt migdzy dwie osoby: jeden dzieli, a drugi wybiera (prof. Stein-
haus pisze, Ze tradycyjnie- dzielil starszy, a wybieral mlodszy). Problem polegat na
tym, jak to postgpowanie uogdlni¢ na wigkszg ilos¢ osob. Zakladamy, ze obiekt
dzielony daje si¢ podzieli¢ na dowolnie male czgsci i Zze to ma by¢ podziat spra-
wiedliwy — przynajmniej w subiektywnym odczuciu kazdej osoby. Komplikacja po-
lega na tym, Ze ocena poszczegolnych czgéci tego przedmiotu przez rdzne osoby
jest niejednakowa. Dla 3 o0sob rozwiazanie podatl sam prof. Steinhaus. Inne roz-
wigzanie znalazta jego cdrka, pani Lidia Kottowa. Natomiast dla dowolnej liczby
n uczestnikdw rozwiazanie podali Bronistaw Knaster i Stefan Banach. Sprébuj¢ tu
powiedzie¢, na czym ta metoda polegata. W pewien sposdb numeruje si¢ uczestni-
kéw podziatu, np. w drodze losowania. Pierwszy z nich pokazuje na przedmiocie
(méwmy o torcie — byl to ulubiony przyktad, o ktérym zawsze méwil prof. Stein-
haus), ile sam chcialby wziaé. Drugi moze si¢ z tym zgodzi¢ lub nie. Jedli si¢ zgadza,
pytamy trzeciego itd. Jesli wszyscy si¢ zgodzg, to pierwszy bierze t¢ czg$C, ktdra
chcial — i zostaje podziat reszty pomiedzy n—1 uczestnikow. Jezeli kto$ si¢ nie zga-
dza, to widocznie jest zdania, Ze pierwszy za duzo zazadal. Wobec tego powinien
on sam zaznaczy¢ odpowiednio mniejsza cze$¢, ktéra by go zadowolita 1 bylaby,
jego zdaniem zgodna z zasada sprawiedliwego podzialu. W ten sposéb, po skon-
czonej ilosci krokow, tort zostanie podzielony i wszyscy beda musieli by¢ zadowo-
woleni, a przynajmniej nikt nie bedzie miat podstaw do tego, aby mieé pretensje
do pozostalych, a o to wilasnie chodzilo. To twierdzenie mozna przeformutowaé
na jezyk teorii miary. Takie przeformulowanie zrobit Stefan Banach. Niech X bedzie
obiektem dzielonym, a m,, ..., m, — miarami taksujacymi warto$¢ czesci tego przed-
miotu. A wige m, (Q) dla Q < C jest warto$cia, jaka czg$¢ Q przedmiotu X przed-
stawia dla pierwszego uczestnika podziatu, itd. Zakladamy unormowanie, tj. przyj-
mujemy takie jednostki, aby miara catosci byta réwna 1 dla kazdego partycypanta.
Banach udowodnil, Ze istnieje taki podzial przedmiotu X na n czeSci roztacznych
X=0,v0, v..uQ,, ze wartosci subiektywne tych cz¢sci sa jednakowe:

m(Q,) = my(Q,) = ... = m,(Q,) = 1/n.

Moze w tym miejscu warto dodad, ze w 1940 r. pojawito si¢ twierdzenie Liapu-
nowa o miarach wektorowych, z ktérego wynika wyzej wymienione twierdzenie
Banacha. Twierdzenie Liapunowa mdwi, Ze gdy miary sa bezatomowe (tzn. obiekt
jest nieograniczenie podzielny) to zbiér warto§ci miary:

{<m1(Q)’ cees mn(Q)>' Q < X} < R
jest wypukly i domkniety.
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Z podzialem pragmatycznym zwiazany jest pewien, 1ierozwiazany do dzi§ pro-
blem. Mianowicie problem podzialu na czesci nierowne; z jakich§ powodéw ucze-
stnicy nie sa réwnouprawnieni — jednemu nalezy si¢ mniej, a drugiemu wiece;j.
Chyba wszyscy sie zgodzimy, Ze taka sytuacja jest bardziej realna zyciowo. Powstalo
pytanie — jak nalezy tego podziatu dokonal (przy zalozeniu, ze wiadomo ile sig
komu nalezy) — aby kazdy z uczestnikéw byl, przynajmniej wedtug swojej subiek-
tywnej miary, zadowolony. Prof. Steinhaus zauwazyt, Zze dla czgici wspdtmiernych
odpowiedZ jest pozytywna — dzielimy calo$é na wigksza iloS¢ czgéci, a nast¢pnie
kazdy uczestnik dostaje ich kilka (na przyklad, je§li pierwszemu naleza si¢ £ tortu,
a drugiemu 1 — to najpierw dokonujemy podzialu na 3 czgsci). Prof. Steinhaus
postawil hipoteze¢, ze w przypadku wielkosci niewspdtmiernych zadanie jest nieroz-
wigzalne. Zwigzana z tym jest pewna trudno$¢ — trudnoéé w sformalizowaniu za-
gadnienia — co jest konieczne dla uzyskania rozwigzania negatywnego. Zaznaczam,
ze nie chodzi tu o rozwiazanie tego typu, jak w twierdzeniu Banacha (przychodzi
arbiter, matematyk znajacy teori¢ miary i dzieli przedmiot na zadang ilo$¢ czgsci).
Chodzi tu o przepis, na ktérego podstawie uczestnicy sami mogliby, w skonczonej
ilosci krokéw, dokonaé podzialu. A wiec trzeba byloby podaé doktadna definicjg,
jakiego typu postepowania sa dopuszczalne, a dopiero potem mozna prébowaé do-
wodzi¢, ze takiego przepisu nie ma. Tej trudno$ci nie ma przy szukaniu rozwigzan
pozytywnych.

Problemem podzialu sprawiedliwego prof. Steinhaus interesowat si¢ takze przy
okazji pewnych probleméw spadkowych. W piSmie szwedzkim ,,Econometrica”
w 1948 r. ukazatl si¢ artykul, w ktérym Steinhaus pisal miedzy innymi o podziale
spadku, zlozonego z przedmiotéw niepodzielnych. Regula jest bardzo naturalna.
Polega na tym, ze kazdy ze spadkobiercéw taksuje przedmioty wchodzace w skiad
spadku. Te oceny sa na ogdt rézne, bo subiektywne. Przedmiot otrzymuje ten ze
spadkobiercéw, ktdry ocenit go najwyzej, i sptaca pozostatych. W ten sposéb wszyscy
powinni by¢ zadowoleni: kazdy ze sptaconych otrzyma na ogdt wigcej niz si¢ spodzie-
wal.

Proszg¢ Panstwa, przy okazji omawiania probleméw podziatu chciatbym przy-
toczy¢ pewien cytat. W materialach autobiograficznych prof. Steinhaus pisze: ,,Po-
dzial pragmatyczny nadaje si¢ do rozstrzygania niektérych sporéw miedzynarodo-
wych terytorialnych”. Pozostaje tylko zyczyé sobie, aby zycie sprawdzilo t¢ hi-
potezg.

Zagadnienia podzialu, ktére nie sa byé moze w §cistym sensie zagadnieniami
konfliktowymi, a ktérymi réwniez bardzo interesowal si¢ prof. Steinhaus, to problemy
z pogranicza geometrii i topologii. Praca, ktéra ukazatla si¢ w 1945 r. w Fundamenta
Mathematicae dotyczyla podzialu zbioréw przestrzennych plaszczyznami i zbioréw
plaskich kolami. Majac dane w przestrzeni 3 bryly dowolnie wzgledem siebie po-
tozone — nalezato poprowadzié jedna ptaszczyzne tak, azeby z kazdej bryly odciac
z gory zadang cze§é: na przyklad 15%, z pierwszej, 309, z drugiej, a z trzeciej — 78%,.
Prof. Steinhaus podal twierdzenie charakteryzujace, kiedy to zadanie jest rozwig-
zalne. Mianowicié jest to mozliwe wtedy, gdy kazda z tych bryt daje si¢ oddzieli¢
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plaszczyzng od pozostatych. Oddzieli¢ w sensie teorii miary — tzn. tak, by to, co
pozostanie z danej bryly bylo zbiorem miary zero. MoéwiliSmy tu o brytach — w pra-
cach byla mowa o zbiorach mierzalnych miary Lebesgue’a skoficzonej w przestrze-
ni tréjwymiarowej. Szczegdlnie jednak interesujacy jest przypadek, gdy kazda z tych
bryl chcemy przepolowié. Wowczas zalozenie o separowalnodci jest niepotrzebne.
To jest zagadnienie, ktdre prof. Steinhaus sformutowal dawniej, a ktére zostato na-
zwane ,,twierdzeniem o kanapce”. Obrazowo prof. Steinhaus tak to sformutowal:
Mamy kanapke ztozong z chleba, sera i szynki. Nalezy jednym cigciem noza po-
dzieli¢ ja na 2 czesci, tak, by ilosci chleba, sera i szynki w obu czgciach byly jedna-
kowe. Problem ten zostal pozytywnie rozwiazany przez Banacha w oparciu o pewne
topologiczne twierdzenie dotyczace odwzorowan kot, a wiazace si¢ z zagadnieniem
antypodow.

Przejdzmy teraz do gier pozycyjnych nieskonczonych. Mianowicie to, co mowi-
lem o twierdzeniu Zermeli, dotyczylo gier, w ktérych dlugo$¢ kazdej rozgrywki
jest skonczona (n byto tam liczba ruchéw kazdego gracza, a wigc 2n bylo dlugo-
$cig rozgrywki). Ot6z tatwo mozna sobie wyobrazié (a przynajmniej moze to zro-
bi¢ kazdy matematyk), Zze gre prowadzimy nieskonczenie dtugo. To prowadzi do
pewnych tylko komplikacji teorio-mnogo$ciowych. Ale w zasadzie sytuacja jest
podobna do opisanej poprzednio. Najprostszy schemat bylby taki: pierwszy gracz
wybiera cyfre O lub 1, a nastgpnie drugi gracz wybiera jedna z nich, wiedzac jaki
byt wybdr poprzednika, itd. Po przeliczalnej ilosci krokéw powstaje pewien cigg
zer i jedynek. Ciagi tego typu tworza zbior nazywany zbiorem Cantora C. Jeli
w zbiorze Cantora jest wyrézniony pewien podzbiér P < C, to podobnie jak po-
przednio mozemy powiedzie¢, Ze gracz pierwszy gra na ten zbiér. To znaczy, jezeli
wynik rozgrywki — tej nieskonczenie dlugiej — jest punktem zbioru P, tzn. {g,,
&1, &5, ...reP = C, gdzie ¢; = 0 lub 1, to méwimy o wygranej gracza pierwszego,
w przeciwnym przypadku wygrat drugi. Powstaje pytanie, czy istnieje strategia?
1 tu twierdzenie Zermeli nie funkcjonuje. Korzystajac z pewnika wyboru juz dawno
pokazano, Ze istnieja takie zbiory P, dla ktérych zaden z graczy nie ma strategii
gwarantujacej mu wygrang.

Takimi grami i grami podobnymi zajmowali si¢, chyba jako jedni z pierwszych,
Banach i Mazur (sg one nawet nazywane grami Banacha-Mazura).

Prosze Panstwa — napiszg¢ teraz pewna datg i nawet dzien tygodnia, poniewaz
sa to rzeczy nie bez znaczenia. Mianowicie dnia 25. X. 1960 na seminarium wtor-
kowym prof. Steinhaus wyglosit pierwszy komunikat (wspdlny z Janem Mycielskim)
anonsujacy pojawienie si¢ nowego aksjomatu Teorii Mnogo$ci nazwanego przez
autoréw Aksjomatem Determinacji (AD). Jest to pewnik, ktéry orzeka, Zze dla
kazdego zbioru P < C opisana wyZej gra jest zdeterminowana (tzn. jeden z graczy
ma strategie zwycigska); nie ma absolutnych nakazéw przyjmowania aksjomatu
wyboru. Przyjecie AD prowadzi tylko do innej Teorii Mnogosci. Taka Teoria Mno-
gosci (TM-+ AD) jest bardzo porzadna, nie ma w niej rozmaitych patologii, ktdre
sa konsekwencjami pewnika wyboru. A wigc np. wszystkie zbiory na prostej sa
mierzalne w sensie Lebesgue’a i maja wlasno$¢ Baire’a. Co wigcej konsekwencija
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AD jest pewna staba wersja pewnika wyboru — wybdr z przeliczalnych rodzin
zbiorow liczb rzeczywistych. Ta wlasnie wersja jest potrzebna do uprawiania ana-
lizy klasycznej.

Aksjomat Determinacji nie byl od razu cieplo przyjety przez specjalistéw od
Podstaw Teorii Mnogosci i logikow. Wydawatl im sig moze poczatkowo zbyt skom-
plikowany i wyrazony w jezyku bardzo dalekim od tego, jakim postuguje si¢ Teoria
Mnogosci. Ale ostatnio sytuacja zmienita si¢. Aksjomat Determinacji i rozne jego
warianty byly bardzo wszechstronnie badane. Prac takich jest bardzo duzo. Na
przyktad Paris udowodnil, ze dla zbioréw czwartej klasy Baire’a — zbioréw ZJ
— Aksjomat Determinacji moze by¢ udowodniony bez osobnego postulowania
(poczatkowo udowodniono to dla zbioréw otwartych, potem dla zbioréw typu F,
i G,). Ostatnio pewne nowe wyniki w tej dziedzinie uzyskat Kleinberg, jest to praca
jeszcze nie opublikowana. I jeszcze jeden interesujacy wynik zwigzany z Aksjomatem
Determinacji, wynik Martina. Mozna go zapisa¢ krétko: 2MC — AD(Z)): istnienie
liczb kardynalnych mierzalnych pociaga zdeterminowanie wszystkich zbioréw ana-
litycznych. Przypomne tutaj, ze 2MC oznacza postulat istnienia zbioru, na ktdérego
wszystkich podzbiorach okre§lona jest miara nietrywialna, przeliczalnie addytywna,
znikajaca na punktach i przyjmujaca warto$ci 0 lub 1. Prof. Steinhaus nazywal
zajmowanie si¢ takimi liczbami kardynalnymi ,,zajmowaniem si¢ tym co wilkotaki
jadaja na $niadanie”. Uwazal, Ze tak duze liczby sg w analizie niepotrzebne. Wynik,
ktéry zacytowatem, stanowi pewna polemik¢ z tym pogladem, z istnienia bowiem
takich bardzo duzych liczb kardynalnych wynika, Ze juz na poziomie zbioru Can-
tora pojawia si¢ nowa wlasno$¢ zbioréw analitycznych.

Prosz¢ Panstwa — profesor Alexiewicz powiedzial w swoim referacie, ze wszyscy
znaja twierdzenie Banacha—Steinhausa. Wystarczy podac jego nazwe i kazdy ma-
tematyk je sformuluje. Jest to dowodem doniostosci i popularnodci tego twierdze-
nia. OtéZ jest jeszcze inne kryterium przyjecia sie i rozprzestrzenienia pewnych
wynikéw naukowych. Mianowicie anonimowo$¢é. W pracy Kleinberga mowi sig¢
juz tylko: Aksjomat Determinacji. Nie cytuje si¢ pracy, w ktorej zostal on wpro-
wadzony, ani nie podaje si¢ nazwisk autoréw. Wydaje mi sig, Ze ta anonimowos$¢é
to jeszcze wyZsza forma stawy niZz rozpowszechnienie nazwiska autora.



