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Idee Hugona Steinhausa w teorii prawdopodobienstwa

Z wielu mozliwych sposobdw przedstawienia zastug Hugona Steinhausa dla
teorii prawdopodobiefistwa wybralem taki, ktéry mozna by nazwa¢ historycznym.
Przedstawie bowiem to co si¢ dziato w tej teorii przed Steinhausem i to co odkryto
po Nim. W ten sposéb wskaz¢ wspotrzedne naukowe Jego idei, uwidocznig¢ ich
znaczenie i wielko$¢. Pokaze, jakie poglady panowaly dawniej w rachunku prawdo-
podobieristwa i jakie gloszone sa dzisiaj, a dla uzyskania wigkszego autentyzmu
czesto bede udzielat glosu ludziom z réznych epok.

Zazwyczaj historyczne spojrzenie na zagadnienie doprowadza do tego, ze za-
czynamy nasze opracowanie od stéw: juz starozytni Grecy... I rzeczywiscie, mysl
o tym, Ze prawa przyrody realizuja si¢ poprzez uklady zdarzer losowych nie obca
byta filozofom Grecji starozytnej. To przeciez twierdzil propagator epikurejskiego
materializmu Titus Lucretius Carus w De rerum natura. Indyjski statystyk P. C. Ma-
halanobis zwraca uwage na to, ze jakosciowe koncepcje przypadku i prawdopodo-
bienstwa zawarte sa w istocie w religijnym kierunku syad czyli syddvada rozwinigtym
w VI wieku naszej ery, kierunku o siedmiu kategoriach logicznych badanych zjawisk
([13]). Mimo to, za poczatek nauki o prawach rzadzacych przypadkiem uwaza si¢
rok 1654, rok wymiany listéw miedzy Pascalem i Fermatem, w ktdrych rozwaza
si¢ prawa rzadzgce rzutem ko$cia 1 matematyczne szanse wygranej w grze w kosci.
A juz w 1657 r. Ch. Huyghens oglasza swoj traktat De rationiis in ludo aleae poswig-
cony obliczeniom w grach hazardowych. W 1713 roku Jakub Bernoulli oglasza
stynne Ars conjectandi. Powoli wytaniaja si¢ bardzo jeszcze niedoskonate podstawowe
koncepcje nowego rachunku — rachunku zdarzen przypadkowych. Matematyczne
pojecie prawdopodobienistwa nie jest jeszcze jawnie okreSlone w listach Pascala
i Fermata. Huyghens zadowala si¢ pojeciem ,,nadziei”, czyli warto$ci-oczekiwanej.
Méwi on tak: ,,Jezeli ilosé przypadkéw, w ktérych wygrywam kwote a jest réwna p
i ilo$¢ przypadkéw, w ktérych wygrywam kwote b jest q, przy czym wszystkie przypadki
sq jednakowo mozliwe, to warto$¢é mojej nadziei jest réwna (ap+-bq)[(p-+q)”. Okre-
§lenie prawdopodobienistwa wystepuje po raz pierwszy W Ars conjectandi. Wedtug
Bernoulliego ,,prawdopodobieristwo to stopien przeswiadczenia i odnosi sie do pewnosc
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Jjak czes¢ do calosci”. Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia przypadkowego to
ilosciowe ujecie praw rzadzacych przypadkiem. Dla nas jest to jasne, ale 250 lat
temu sytuacja nie byta tak klarowna. Owczesni oscylowali w swych pogladach od
bezwzglednego potgpienia i wySmiania rachunku prawdopodobienstwa jako ,,naj-
wigkszego klamstwa na $wiecie” do wrecz mistycznego uwielbienia.

W XVIII wieku Abraham de Moivre i Pierre Simon de Laplace rozwijajg i do-
skonalg analityczne metody rachunku prawdopodobienstwa. Laplace’owi zawdzie-
czamy tak zwang klasyczng definicj¢ prawdopodobienstwa, ktéra méwi, ze prawdo-
podobienstwo zdarzenia jest stosunkiem liczby sprzyjajacych przypadkow do li-
czby wszystkich mozliwych przypadkéw, przy czym przyjmuje si¢, ze wszystkie
‘przypadki sa jednakowo mozliwe. W 1812 roku Laplace oglasza swdj slynny traktat
Théorie analytique des probabilités. Powoli rachunek prawdopodobienstwa wkracza
do sal uniwersyteckich.

-Poczatkowo gry hazardowe byly jedynym konkretnym materialem, na ktérego
podstawie rozwijaly si¢ metody nowego rachunku. W miar¢ jednak uplywu ¢zasu
daje o sobie zna¢ ogdlnos$¢ matematyczna. Prawa formutowane dla gier hazardowych,
a dotyczace takich czy innych konfiguracji rezultatéw rzutéw koscia, daja sie sto-
sowac do zjawisk demograficznych, takich jak zgony czy przyrost naturalny, ktdre
réwniez podlegaja przypadkowym fluktuacjom. W rzeczy czytanej na sesii literackiej
Uniwersytetu Wilenskiego w 1817 r., a po$wieconej rachunkowi loséw, Jan Snia-
decki tak mowi: ,,Zamierzylem sobie zastanowi¢ uwage Uniwersytetu nad rachunkiem
matematycznym wceale u nas nie tknigtym i malo znanym, trudnym wprawdzie, ale
pod wszystkimi wzgledami niezmiernie waznym, to jest nad rachunkiem loséw (calculus
probabilitatis), ktory nazwalem rachunkiem chybi-trafi. Lubo na pierwsze wejrzenie
nic sie nie zdaje tak sliskie, niestale i od wszelkiej rachuby dalekie, jak to, co nazywa-
wamy hazardem, losem, przypadkiem; glebsza atoli uwaga ukazuje nam, ze to jest
oscyllacya, czyli ustawiczne wahanie sie trafow i chybien, to jest zdarzen pomysinych
i niepomysinych”. Dalej Sniadecki formutuje swe poglady na role nowego rachunku.
»Pascal, ktéry w roku 1654 najpierwszy nam pokazal to przystosowanie matematyki
rozwiqzawszy zadanie trzech graczéw nie mogqcych gry konczyé i pytajacych sie
w jakiej proporcyi majq rozdzieli¢ miedzy sobq pule, méwie, zapewne wtenczas nie
pomyslal, do jak glebokich wynalazkéw i do jak rozleglych w towarzystwie uzycia
to przystosowanie poprowadzi”. ... ,,Rozumiano nasamprzod, zZe ta nauka prowadzi
i zacheca do gry, co jest wlasnie przeciwne temu, co sig z niej pokazuje” ; i dalej pisze:
,,Drugie uzycie tego rachunku jest w obrachowaniu strat i zyskéw, nadziei i obawy
w loteryach krajowych, ktére nazwaé mozina wynalazkiem rzqdowej nieprawosci...
Trzecie uzycie tego rachunku jest w obrachowaniu $Smiertelnosci ludzkiej. Tu sie roz-
wiqzuje to wazne zadanie: Jakie jest prawdopodobieristwo trafu, ze czlowiek majgcy
np. 30 lat, Zy¢ jeszcze bedzie takq a takq liczbe lat? Co nazywamy podobierstwem
2ycia. Za fundament temu rachunkowi sluzq tablice tak nazwane Smiertelnosci, jakq
najpierwszy ulozyl astronom angielski Halley w roku 1693 z ludnoSci, urodzin i po-
grzebéw miasta Wroclawia, jako miasta gdzie kilkakrotnie rejestra pokazaly ludno$é
jak w zastanowieniu, gdzie przy mniejszym zbytku i rozpuscie bieg przyrodzenia po-
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rzqdniejszy”. Mito mi przekazac te stowa i stwierdzi€, iz przynajmniej w tej materii
smuga cienia nie zalegala wéwczas nad Wroclawiem.

wlakie mozina odwazyé sig mowié o prawach przypadku? Czyz przypadek nie jest
antytezq wszelkiego prawa?”’ Od tych stéw zaczyna J. Bertrand swdj Calcul des pro-
babilités, wydany w 1889 r. Ta pozorna sprzeczno$¢ neci. Sprawami przypadku
zajmuja si¢ wielkie umysty epoki: Gauss, Laplace, Poisson, Czebyszew, Bertrand,
Poincaré i Markow. Wzbogacili oni rachunek prawdopodobiefistwa o nowe fakty,
o nowe metody. Wskazali nowe kierunki zastosowan, ale nic nie zrobili w dziedzi-
nie podstaw tego rachunku. Czym jest rachunek prawdopodobienistwa na prze-
lomie XIX i XX wiekow?

Juz w drugiej potowie XIX wieku R. Clausius, J. C. Maxwell i L. Boltzmann
rozwineli kinetyczng teori¢ gazow. Pokazali oni, ze takie makroskopowe fenomeno-
giczne pojecia, jak ciSnienie, temperatura czy entropia, sa statystyczng konsekwencja
zderzen molekul znajdujacych si¢ w chaotycznym ruchu. Sprowadzono wiec prawa
termodynamiki do twierdzen z rachunku prawdopodobienistwa. W 1902 r. J. Gibbs
oglasza swdj stynny traktat Elementary Principles in Statistical Mechanics majacy
ogromny wpltyw na dalszy rozwdj fizyki teoretycznej. Jednoczesnie rachunek prawdo-
podobienstwa uzyskal nowe odzywcze Zrédlo problematyki badawczej i nowa dzie-
dzing zastosowan. Czy wyjasnilo to przynajmniej w pewnej mierze natur¢ pojecia
prawdopodobienstwa? Oddajmy tu gltos znakomitemu fizykowi Marianowi Smo-
luchowskiemu, ktéry w pracy: Uber den Begriff des Zufalls und den Ursprung der
Wahrscheinlichkeitsgesetze in der Physik (Die Naturwissenschaften 17 (1918)) pi-
sat: ,,Réznorodne rozbiory filozoficzne pojecia prawdopodobieristwa nie dajqg w tym
wzgledzie Zadnego blizszego wyjasnienia. W ogdle filozofowi chodzi tu zwykle o cos
zupelnie innego niz fizykowi. Filozof kieruje swq uwage przede wszystkim ku momen-
tom subjektywnym psychologicznym idei prawdopodobieristwa, analizuje jej znaczenie
gnoseologiczne, bada, w jaki sposéb mozina by sqdy prawdopodobne wiqczyé do syste-
matu logiki formalnej obok sqdéw prawdziwych i falszywych, ale nie ma zwyczaju
rozwaza¢ blizej zagadnienia, jakiego rodzaju obiektywne fakty lezq u podstaw sqdow
prawdopodobnych. W przeciwienistwie do tego, Scisle przyrodoznawstwo interesuje sie
nie subiektywnymi wypowiedziami i domniemaniami, uprawnionymi bqdZ nie, inte-
resuje sie natomiast prawdopodobiefistwem obiektywnym lub matematycznym”.

Po tym racjonalnym i krzepigcym matematykéw na duchu stwierdzeniu naste-
puje zakonczenie podane w catkowicie odmiennej tonacji zawierajace, jak bySmy
dzisiaj powiedzieli marzenie o ukrytych parametrach: ,,Wreszcie nie bedzie zapewne
zbedna uwaga, Ze z naszego sposobu pojmowania rzeczy nie wynika naturalnie, aby
rachunek prawdopodobienstwa mial wartos¢ nowej zasady badania, niezaleznej od po-
zostalej wiedzy o przyrodzie gdyi stanowi on tylko upraszczajgcq schematyzacje sta-
tystycznq pewnych zwiqzkow funkcjonalnych, bardzo czesto wystepujacych w swiecie
zjawisk fizycznych, a tak zlozonych, iz dokladne ich badanie natrafia na wielkie tru-
dnosci”.

Tak patrzyli na rachunek prawdopodobienstwa fizycy. Matematycy byli jeszcze
bardziej krytyczni. We wstegpie do wydanych w 1906 r. Zasad Rachunku Prawdopo-
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dobienstwa — Wi, Gosiewski pisze: ,,0d czaséw Laplace’a nie uczyniono istotnego
postepu w rachunku prawdopodobienstwa. Dopiero J. Bertrand w wykladalch tego
przedmiotu, mianych w Kolegjum Francuskiem w r. 1888 zrobil krok pierwszy, i to
ujemny, bo wykazal tylko pewne slabe strony teoryi prawdopodobienstwa”. Stefan
Mazurkiewicz w 1915 r. w Poradniku dla Samoukdéw pisal: ,,Ustalonej definicji pra-
wdopodobieristwa, jako przedmiotu matematycznej teorii prawdopodobienstwa, do-
tychczas niema’.

Wr6émy do przetomu stuleci. W 1900 r. odbyt si¢ w Paryzu I Migdzynarodowy
Kongres Matematykow. Na tym Kongresie Dawid Hilbert mial odczyt zawiera-
jacy nierozwiazane zagadnienia, ktérych zbadanie, jego zdaniem, powinno stymu-
lowaé dalszy rozwdj matematyki. Od tego czasu przeszto prawie 3/4 wieku, a pro-
blematy Hilberta ciesza si¢ nadal zainteresowaniem matematykéw. Co wigce), roz-
woj idei i metod zwigzanych z tymi problematami stanowi wigksza czgé¢ osiggnigé
dwudziestowiecznej matematyki.

Sz6sty problemat Hilberta dotyczyt aksjomatyzacji tych fizycznych dyscyplin,
w ktdrych matematyka odgrywa decydujgca rolg, przede wszystkim teorii prawdo-
podobienistwa i mechaniki.

Warto podkresli¢, ze dla Hilberta rachunek prawdopodobienstwa jest czeScia
fizyki, a nie matematyki.

Pierwszg jeszcze bardzo niezdarng probe aksjomatyzacji rachunku prawdopo-
dobienstwa podjat w 1908 r. G. Bohlmann [2], W 1917 r. S. Bernstein w pracy [1]
podat koncepcje oparcia podstawowych poje¢¢ rachunku prawdopodobienistwa na
relacji porzadkujacej zdarzenia wedtug prawdopodobienistwa ich wystgpowania. Jest
to tak zwana jako$ciowa koncepcja prawdopodobienstwa rozwinigta pézniej przez
Koopmana i Gliwienke.

Duzy rozgtos szczegélnie wsréd niematematykow zyskata czestoSciowa koncep-
cja R. von Misesa idealizujgca eksperyment statystyczny w ten sposob, Ze podstawa
teorii sa pojecia kelektywu (ciggu losowego) i reguly wyboru podkolektywu. Praw-
dopodobienistwo jest tu czgstoScia wystgpowania zdarzenia w kolektywie ([14]).
Intuicje lezace u podstaw koncepcji von Misesa sa jasne, ale ich formalizacja daleka
od norm obowiazujagcych matematyke XX wieku. Harald Cramér krytykujac prze-
platanie si¢ empirycznych i matematycznych elementéw w teorii von Misesa, po-
réwnuje zdefiniowane tam pojecie prawdopodobiefistwa z definicja w geometrii
punktu jako granicy kredowych plam o malejacych rozmiarach. Gwoli prawdy
trzeba dodaé, ze sam Mises nie uwazal rachunku prawdopodobieristwa za teorie
matematyczng i bardzo niechetnie odnosit si¢ do wszelkich préb formalizacji jego
koncepciji.

Myél o zwiazku rachunku prawdopodobiefistwa z teoria miary byla gloszona
juz przez Borela. Ukazanie si¢ jego rozprawy [3] to poczatek ery wspolczesnej w teorii
prawdopodobienstwa. Idee probabilistyczne przeniesione w klasyczna dziedzing liczb
rzeczywistych daja paradoksalne, a przez to niezwykle interesujace rezultaty. Ta-
kim jest na przyklad wynik Borela gloszacy, iz prawie kazda liczba rzeczywista
z przedziatu (0, 1) ma asymptotycznie jednakowa liczbg zer i jedynek w swym roz-
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winigciu dwdjkowym. Zamiast rozwiniecia dwdjkowego mozna wzigé rozwinigcie
wzgledem dowolnej bazy. Okazuje sig, Ze wowczas prawie kazda liczba ma identy-
czng frekwencjg cyfr w tym rozwinigciu. To prowadzi do pojecia liczby absolutnie
normalnej, ktéra w kazdej bazie ma jednostajny rozklad cyfr w swym rozwinigciu.
Prawie kazda liczba jest absolutnie normalna. Ale, jak to czgsto bywa w matematy-
cznej praktyce, nietatwo podac efektywny przyklad takiej liczby. Pierwszy zrobit
to W. Sierpiniski w 1917 r. Innym przyktadem liczby absolutnie normalnej jest liczba
zapisana w ukladzie dziesigtnym

0,1234567891011121314151617181920212223...,

gdzie po przecinku wypisujemy kolejno wszystkie liczby naturalne. Oczywiscie do- -
wod tego faktu wcale nie jest banalny.

Zetkniecie si¢ koncepcji probabilistycznych z koncepcjami mnogo$ciowymi 1 mia-
rowymi 1 sukcesy tego mariazu na pewno byly jedna z przyczyn zainteresowania
si¢ matematykow rachunkiem prawdopodobienstwa i jego podstawami. Staralem
sie rowniez przekonaé¢ Czytelnikow o tym, jak skomplikowane i rozbiezne byly
poglady na istot¢ prawdopodobienstwa, jak trudny byl proces formalizacji rachun-
ku prawdopodobienstwa w latach dwudziestych naszego stulecia.

W 1923 r. wychodzi czwarty tom Fundamenta Mathematicae, a w nim znajduja
sie dwie prace: Antoniego Lomnickiego: Nouveaux fondements du calcul des pro-
babilités i Hugona Steinhausa: Les probabilités dénombrables et leur rapport a la
théorie de la mesure (prace [12] i [18]). Prace te to pétmetek, to istotny postep w wie-
lowickowym dziele ugruntowania rachunku prawdopodobienstwa na solidnych ma-
tematycznych podstawach. Lomnicki na gruncie miarowo-mnogosciowych pojec pre-
cyzuje pojecia zdarzen elementarnych, zdarzen losowych i prawdopodobiefistwa
jako miary okre$lonej na zdarzeniach losowych. Interpretuje te pojgcia na dostgp-
nych mu wowczas przykladach. Dzisiejszy czytelnik pracy Lomnickiego przy calym
uznaniu jego trudu odczuwa pewien niedosyt. Tak istotne dla teorii prawdopodo-
biefstwa pojecie niezalezno$ci, pojecie, ktore wyodrgbnia teori¢ prawdopodobien-
stwa z teorii miary, nie jest w jego rozprawie omoéwione. Brak tez uscislenia takich
pojeé, jak zmienna losowa czy warto$¢ oczekiwania. Zrobi to dopiero Andrzej Kot-
mogorow gruntujac aksjomatyczne podstawy teorii prawdopodobienstwa. Wro¢my
jednak do czwartego tomu Fundamenta Mathematicae. Hugo Steinhaus w swej
pracy w naturalny sposéb pokazat jak szczegdlny, ale niezmiernie wazny przypadek
nieklasycznego systemu probabilistycznego, a mianowicie nieskoniczony cigg rzutéw
moneta, mozna sformalizowa¢ poprzez przyporzadkowanie ciggom rezultatéw rzu-
téw, ktore bez zmniejszenia ogdlnosci mozna uwazaé za ciagi zero-jedynkowe liczb
tzeczywistych z odcinka (0, 1), a raczej ich rozwinig¢ dwojkowych. Przy tej operacji
zdarzenia losowe przechodza na zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a, a prawdo-
podobiefistwo na miare Lebesgue’a. Jest to pelna matematyzacja nieskonczonej
gry w orla i reszke. Pozwala ona na przektad problematéw probabilistycznych na
jezyk teorii miary i teorii funkcji rzeczywistych, a wiec na jezyk dobrze juz roz-
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winigtych teorii matematycznych. I tak na przyklad zagadnienie Steinhausa—Wienera
o wyznaczenin prawdopodobienstwa tego, Ze szereg liczb rzeczywistych

> sa
k=1

ze znakami wybieranymi niezaleznie z jednakowym prawdopodobienstwem 1/2 jest
zbiezny sprowadza si¢, jak to zauwazyl Steinhaus, do znalezienia miary Lebesgue’a
zbioru tych liczb ¢, dla ktdrych jest zbiezny szereg

oc
ch”k(t),
k=1

gdzie r, sa funkcjami Rademachera:

r.(f) = sign(sin2*xcf).

Gléwny rezultat polega na tym, ze szereg D c,r, (1) jest zbiezny albo rozbiezny pra-
k=1

wie wszedzie w zalezno$ci od tego, czy 2 c? jest zbiezny, czy tez rozbiezny. Fun-
k=1

kcje Rademachera sa przykladem ciagu funkcji niezaleznych, a wigc steinhausowskg
formalizacja ciggu niezaleZznych zmiennych losowych. Steinhaus docenit role pojecia
niezaleznosci w swych badaniach. Owocem tych badan prowadzonych wraz z ucz-
niami, przede wszystkim z Markiem Kacem, jest seria prac ogloszonych w Studia
Mathematica pod wspdlnym tytutem Sur les fonctions indépendantes. Pierwsza cze$é,
ktérej autorem byt Mark Kac, ukazala si¢ w szostym tomie Studia Mathematica
w roku 1936, a ostatnia, dziesigta cze$é, ktdérej autorem byt Hugo Steinhaus,
w trzynastym tomie w 1953 r. Do spraw poruszonych w tej serii prac jeszcze wrocg.

Wspominajac lwowski okres w referacie wygloszonym na VIII Zjezdzie Mate-
matykow Polskich w Warszawie w 1953 1., a w szczegdlnosci proces matematyzacji
rachunku prawdopodobienstwa, Hugo Steinhaus z gorycza méwit: ,,Kilkakrotnie
zdarzalo sie, ze najnowoczesniejsze idee tej nauki zakwitaly u nas, ale na krétko,
i nigdy nie doszlo do stworzenia silnej szkoly. Przyczyny byly dwojakie. Sila atrak-
cyjna szkoly warszawskiej wciqgata w orbite znaczng czes¢ mlodych matematykéw
i czynila ich obojetnymi na wszystko, co nie bylo teoriq mnogosci; drugq przyczyng,
ktéra zaczela dzialaé dopiero pdZniej, byla niewyraZna sytuacja polityczna kraju,
ktéra w 1939 roku zamienila si¢ w kleske”.

Petna matematyzacja rachunku prawdopodobienstwa dokonana zostata w 1933 r.
w fundamentalnej pracy Andrzeja Kolmogorowa: Grundbegriffe der Wahrschein-
lichkeitsrechnung [11]. Zawarte jest w niej rozszerzenie idei Hugona Steinhausa:
od ciagéw rzutéw moneta przechodzi sie do dowolnych zdarzen losowych, a miare
Lebesgue’a zastepuje dowolna miara unormowana. Kotmogorowska tréjka: przes-
trzen zdarzen elementarnych, o-cialo zdarzen losowych i miara — prawdopodo-
biefistwo staje si¢ ogdlnie przyjetym matematycznym schematem uktadéw losowych.
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Glebokie znaczenie wyniku Kolmogorowa polega takZe na uchwyceniu paraleli
miedzy niezaleZznos$cia stochastyczna a produktowaniem kartezjanskim. To podsta-
wowe pojecie, ktére jak wspomnialem, wyodrebnia teori¢ prawdopodobienstwa z teorii
miary uzyskalo wreszcie swa mnogosciowo-miarowa interpretacjg. Szdste zagadnie-
nie Hilberta w swej czesci dotyczacej rachunku prawdopodobienstwa zostalo roz-
wigzane. Stosujac terminologi¢ sportowa nalezatoby powiedzieé, ze final nalezal do
Kolmogorowa, ale dwéch matematykéw polskich Hugo Steinhaus i Antoni Lom-
nicki doszto do poétfinatu. Warto$é tego wyczynu jest tym wigksza, ze byli oni wraz
z Wactawem Sierpinskim i Andrzejem Mostowskim (ktérych prace przyczynily sie
do rozstrzygnigcia pierwszego zagadnienia Hilberta — cantorowskiej hipotezy continu-
um) — jedynymi uczonymi polskimi, ktérych wktad w rozwiazanie problematéw
Hilberta liczy sig¢ w matematyce §wiatowej.

W 1969 r. ukazalo si¢ rosyjskie tlumaczenie [15] pamigtnego odczytu Dawida
Hilberta zaopatrzone w aktualne komentarze. W komentarzu do szdstego proble-
matu Borys Gniedenko tak pisze: ,,dksjomatyka przedstawiona przez A. N. Kol-
morogowa, opierajqca sie na koncepcjach teorii mnogosci i teorii miary z logicznego,
czy tez z filozoficznego punktu widzenia nie jest ani jedyng mozliwg, ani tez bardziej
doskonalq od innych. Jej sukces wyjasnia wiele przyczyn, wsrdd ktérych wspomnimy
o nastepujqcej: Odpowiadala ona ogdlnemu duchowi tamtych czasow, scifle wiqzala
teorie prawdopodobienstwa z metryczng teoriq funkcji i tym samym odkryla przed
nig bogaty arsenal dobrze rozwinietych metod badawczych, pozwolila ujgé w jeden
prosty schemat nie tylko klasyczne dzialy teorii prawdopodobienstwa, ale tez aktual-
nie rodzqce sie¢ jej pojecia i zagadnienia”. Na zakornczenie za$ tego komentarza
B. Gniedenko stwierdza ,,Jest rzeczq calkowicie jasnq, ze Zywa matematyczna dyscy-
plina (ma tu na mysli teorie¢ prawdopodobienstwa) z tak niezwykle rozleglymi
powiqzaniami z wszystkimi doslownie dziedzinami wiedzy zawsze bedzie wymagaé do-
kladnego zbadania jej podstaw i to z réznych pozycji. I bez wzgledu na to, jak dobrze
sq ugruntowane jej aksjomatyczne podstawy, dopdki trwa jej rozwdj, dopoty bedq
kontynuowane poszukiwania innych sposobdw jej logicznego uzasadnienia. Probabi-
listyka naszych dni jest dowodem glebokiej stusznosci tej oceny. Rozwdj matema-
tyki i innych dziedzin, w ktérych znajduje ona zastosowanie, przyczynia si¢ do no-
wego spojrzenia na sprawy, ktére wydawaloby si¢ sa juz dawno zalatwione. Przy-
patrzmy si¢ kilku takim nowym tendencjom, z ktdérych jedna jest wyrazna konty-
nuacja idei Hugona Steinhausa.

Muszg w tym miejscu dodaé, ze Steinhaus, tak jak i inni uczeni budujacy mate-
matyczne podstawy teorii prawdopodobiefistwa, odczuwal pewien niedosyt. Trojka
kolmogorowska, a w szczegSlno$ci prawdopodobiefistwo jako unormowana miara
abstrakcyjna, nie mialy tych intuicji, ktére tkwia w praktycznych zastosowaniach.
To ttumaczy Jego poszukiwania innych drég matematyzacji probabilistycznych kon-
cepcji, to réwniez thumaczy podobne poszukiwania Kotmogorowa.

Koncepcja rozktadu jednostajnego na prostej nie miesci si¢ w ramach kotmogo-
lowskiej teorii prawdopodobienistwa, a jest bardzo uzyteczna w wielu zagadnieniach
fizyki, statystyki, teorii laicuchéw Markowa czy probabilistycznych zastosowan
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w teorii liczb i analizie. Wprawdzie juz A. N. Kotmogorow miat nieopublikowane
pomysty formalizacji tych koncepcji, ale dokonat tego Alfred Rényi w 1954 r. [14]
wprowadzajac pojecie warunkowej przestrzeni probabilistycznej ztozonej z przes-
trzeni zdarzen elementarnych, o-ciala zdarzen losowych, rodziny warunkéw i prawdo-
podobienstwa warunkowego. W prostych ale nieklasycznych przypadkach jest ono
indukowane przez miare nieskoficzona na calej przestrzeni zdarzen elementarnych.
W szczegdlnoéei uzyskuje si¢ w ten sposob formalizacje rozkladu jednostajnego na
prostej jako prawdopodobienstwa warunkowego indukowanego przez miarg
Lebesgue’a na proste;j.

By omoéwi¢ drugi kierunek koniecznych uogdlnien rachunku prawdopodobienstwa
przypomnijmy najpierw, ze w swej kotmogorowskiej postaci jest on matematycznym
modelem klasycznej mechaniki statystycznej. Istotnie, przestrzen zdarzen elemen-
tarnych to przestrzen fazowa rozpatrywanego uktadu fizycznego. Niech S bedzie
o-cialem zdarzen losowych. Fizyczna interpretacje rodziny S uzyskujemy nastg-
pujaco: funkcje S-mierzalne na przestrzeni fazowej to wielkosci fizyczne. Szczegdl-
nie prostymi wielko$ciami fizycznymi zwigzanymi z rozpatrywanym ukladem fizy-
cznym sa indykatory zbioréw S-mierzalnych. Opisuja one wlasnos$ci systemu w zero-
-jedynkowym jezyku logiki formalnej. Wyznaczaja rowniez matematyczna struk-
turg calej rodziny wielkosci fizycznych. Jest rzecza oczywista, ze rodzing indykato-
réw zbioréw S-mierzalnych mozna utozsamié¢ z o-cialem S. W fizyce nazywa si¢
ono logika uktadu fizycznego. Stan ukladu fizycznego to rozktad prawdopodobien-
stwa na przestrzeni fazowej. Matematyczny model klasycznej mechaniki statysty-
cznej, to uzywajac jezyka fizycznego, przestrzen fazowa, logika i stan, co w prze-
ktadzie na jezyk rachunku prawdopodobienstwa daje, jak to pokazaliSmy, trdj-
ke Kolmogorowa: przestrzenn zdarzeh elementarnych, o-cialo zdarzen losowych
i miarg-prawdopodobienistwo. Stad juz krok do wspétczesnego opisu rozpatrywanej
sytuacji za pomoca pary; logiki bedacej o-algebra Boole’a i stanu bedgcego miarg
unormowang na tej logice. Jednym z pomostéw miedzy tymi dwoma ujgciami
jest twierdzenie Sikorskiego-Loomisa o reprezentacji s-algebr Boole’a.

Efekty kwantowe, a w szczegdlnosci zasada nieoznaczonos$ci Heisenberga po-
wodujg to, ze boolowska logika nie jest mozliwa do przyjecia w mechanice kwan-
towej. Zastepuje si¢ ja przez logike bedaca o-krata z orto-uzupelnieniem, spelnia-
jaca dodatkowy warunek moéwiacy o istnieniu orto-uzupetnienia w b elementu a
zawartego w b. Poza oczywiscie o-algebra Boole’a typowymi przykladami sa tu
tak zwane standardowe logiki podprzestrzeni o$rodkowej, nieskoficzenie wymiarowej
przestrzeni Hilberta. One to stuza do opisu kwantowej mechaniki. Stanami w niej
sa funkcje przeliczalnie addytywne na ortogonalnych elementach logiki unormowane
na elemencie maksymalnym. Sa to kwantowe odpowiedniki rozktadéw prawdopo-
dobienstw. Ich badanie jest trescig tak zwanego niekomutatywnego rachunku prawdo-
podobienstwa, Na podstawie twierdzenia Gleasona [4] stany w mechanice kwanto-
wej czyli kwantowe miary probabilistyczne sa nieujemnymi, samosprzgzonymi ope-
ratorami o jednostkowym S$ladzie. W kwantowej teorii pola wyst¢puja niestandar-
dowe logiki zwigzane z algebrami von Neumanna. Niekomutatywny rachunek
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prawdopodobienistwa w najblizszej przyszlosci przyciggaé bedzie z cala pewnoscia
zainteresowanie wielu badaczy i dostarczy nam nowych informacji o prawach rza-
dzgcych przypadkiem w mikroS§wiecie.

Rozwinieta w ostatnich latach teoria informacji znalazla szerokie zastosowanie
w wielu dziedzinach nauki i praktyki. Pierwsza definicja informacji w calej swej
ogodlnosci byla dana przez C. E. Shannona w 1948 r. ([17]). Shannonowskie podej-
$cie jak i wiele innych opieralo sie¢ na teorii prawdopodobienstwa i prowadzito do
wzoru na informacje

W
H=— Y p.logp,
k=1

gdzie p,, p,, ..., p, jest rozkladem prawdopodobienstwa rozpatrywanego systemu
losowego. Wzor ten byt adaptowany przez Shannona ze statystycznej fizyki, gdzie
przedstawial entropi¢ systemu. Z intuicyjnego punktu widzenia informacja wydaje
si¢ prostszym pojeciem dajagcym jedynie globalny opis badanego systemu w prze-
ciwiefistwie do rozkladu prawdopodobienstwa, kto’r& jest kompletna charakterys-
tyka systemu losowego. Innymi stowy, informacja jest czym$ pierwotniejszym od
prawdopodobienstwa. Dlatego tez winna by¢ zdefiniowana bez uzycia pojecia prawdo-
podobiefistwa, 1 co wigcej, sama powinna definiowaé prawdopodobiefistwo. Zadanie
to w pewnej mierze bylo w 1961 r. rozwigzane przez R. S. Ingardena i przeze mnie
([5])), a takZze w inny sposéb przez J. Kampé de Feriet w 1970 r. ([10]). Niektore
z aksjomatéw tam uzytych nie maja zbyt prostej intuicyjnej interpretacji. Wydaje
mi sig, ze takie intuicyjne okreélenie informacji jest jednak mozliwe. Ostatnio na
European Meeting of Statisticians w Budapeszcie (wrzesien 1972) przedstawilem
koncepcje okreslenia pojecia informacji za pomoca bardzo intuicyjnych wiasno$ci
bez uzycia pojecia prawdopodobienistwa. A oto one: 1° prawo zlozonego wyboru
2° lokalny charakter informacji, 3° prawo nierozréznialnosci systemoéw informa-
cyjnie rownowaznych i 4° prawo wzrostu informacji. Co wiecej, poza zdegenero-
wanymi przypadkami tak okre§lona informacja wyznacza prawdopodobiefistwo
jednoznacznie. A zatem mozna przyjac informacj¢ za pojecie pierwotne, a prawdo-
podobienstwo za wtérne. Daje to mozliwo$¢ innego spojrzenia na pojecie prawdo-
podobienstwa ([24]).

Przy wszystkich swych niedostatkach czgstosciowa koncepcja von Misesa ciagle
przyciagala uwage badaczy. Nie zrezygnowano z matematycznego uzasadnienia tej
koncepcji. W pracy On tables of random numbers ogloszonej w 1963 r. w Sankhya
A. N. Kolmogorow podejmuje niezwykle interesujacg probe oparcia pojecia skon-
czonego ciggu losowego na pojeciu ztozonosci, bedacym formalizacja procesu ge-
" nerowania ciggu przez maszyny cyfrowe. Ztozono$é ciagu y przy danym ciagu wyj-
§ciowym x przy uzyciu maszyny A jest to dtugo$¢ najkrétszego programu, przy
ktérym maszyna A daje y z x. Z grubsza méwiac, ciagi losowe sa to ciagi o maksy-
malnej zlozonosci. Przyporzadkowa¢ im mozna odpowiednik frekwencji czyli praw-



48 K. Urbanik

dopodobienstwa. Per Martin-Lof rozszerzyt te badania na ciagi nieskoniczone. W ten
sposob idea von Misesa znalazta swe matematyczne wecielenie. Pomysly te wigza
si¢ ideowo z wczedniej zainicjowanymi przez Hugona Steinhausa konstrukcjami ta-
blic liczb imitujgcych liczby przypadkowe: tablic liczb tasowanych czy tez liczb
ztotych.

Mowitem juz o roli serii prac Sur les fonctions indépendantes oglaszanej w Stu- -
dia Mathematica. W czwartej z nich dokonane jest przejécie z odcinka (0, 1) z miara
Lebesgue’a na prosta lub pélprosta z miarg relatywna:

|E|g —_—-lim—1 En {0t < T}.
T—o0 T

Wtedy to narodzila si¢ mysl o zastgpieniu pojecia prawdopodobienstwa lub jak kto
woli interpretowaniu tego pojecia jako miary relatywnej. W pracy Rachunek prawdo-
podobieristwa jako narzedzie badan w przyrodoznawstwie i produkcji Hugo Steinhaus
pisze: ,,To spostrzezenie prowadzi do nowej interpretacji rachunku prawdopodobieristwa,
przez zadanie zmiennej pomocniczej roli czasu mozna zastosowaé twierdzenie rachun-
ku prawdopodobieristwa do niektdrych modeli mechanicznych, odbierajgc im zupelnie
charakter losowy. Latwo pokazaé na przykiadzie pudelka szesciennego, w ktérym rdj
punktéw materialnych odbija si¢ od Scian wedlug klasycznego prawa réwnych kqtéw.
Otrzymuje sie wyniki dotyczqce ekwipartycji czqstek i ruchu Srodka masy, ktdre nie
rdzniq si¢ weale od tych, ktére daje rachunek prawdopodobieristwa, a jednak sq zupel-
nie inaczej uzasadnione: klasyczne rozwiqzanie zadania opiera si¢ na postulatach, kto-
re ani matematycznie, ani mechanicznie nie dadzq sie dowiesé, natomiast tutaj operuje
sie tylko analizq matematyczng i wlasnosciami ruchu bez sil zewnetrznych, a zamiast
prawdopodobienstwa zjawisk otrzymuje sie ich frekwencje czasowq”. Nazwalbym to
ergodycznym pogladem na prawdopodobiefistwo, czyli jego zastepowaniem przez
$rednie czasowe. Oznaczajac przez f(I) przyrost funkcji f w przedziale I, przez I+t
przesuni¢cie przedzialu 7o ¢, nazwiemy funkcje f efektywnym procesem w sensie
Steinhausa o przyrostach niezaleznych, gdy

n

) € SG 0 <353 1s = [ 154D < 3} .
i=1 ;

i=1

dla kazdego ukladu przedzialéw roztacznych I, I,, ..., I, oraz dla kazdego ukladu
liczb rzeczywistych x,, x,, ..., x,. Dystrybuanta procesu nazywa si¢ funkcja

Dy(x) = [{t: fUI+ 1) < X}Hg.

Z twierdzenia ergodycznego Birkhoffa wynika, Zze prawie kazda realizacja jednoro-
dnego procesu stochastycznego o przyrostach niezaleznych jest efektywnym procesem
w sensie Steinhausa. I tu powstaje problemat analogiczny do efektywnego wskaza-
nia liczb absolutnie normalnych: podad efektywny przyktad efektywnego procesu
w sensie Steinhausa. Dla efektywnego procesu Poissona, to jest procesu o dystry-
buancie
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Dx) = D e ']if

j<x

Hugo Steinhaus i ja w pracy [23] podaliémy efektywny przyktad oparty na wia-
sno$ciach arytmetycznych. Okazuje si¢, ze funkcja niemalejaca o skokach jednostko-
wych w punktach

5, = —1ogf] (1—-a) (=12,
j=1

gdzie

o%jk .
”f'”’_"<24 3_3?> G=12..)

k=1

oraz {x) = x—[x], ma wzgledem miary relatywnej te same wlasnosci co proces
Poissona wzgledem prawdopodobienstwa.

Dla dowolnych rozktadéw D, uzyskalem efektywne przyklady w pracy Effec-
tive processes in the sense of H. Steinhaus ogloszonej w Studia Math. w 1958 r. T¢
problematyke zainicjowana przez Hugona Steinhausa, dajaca spojrzenie na koncep-
cje prawdopodobienistwa, nalezy uwaza¢ za poczatki teorii modelowania, teorii sty-
mulowanej przez rozwdj elektronicznej techniki obliczeniowej 1 zastosowania meto-
dy Monte Carlo. Stanowi ona réwniez wymowny przykiad steinhausowskiej umie-
jetno$ci i pasji wiazania idei matematycznej z realnym §wiatem. W hotdzie dla tej
idei pozwolg sobie zakonczy¢ swoj artykut stowami Hugona Steinhausa: ,,Ludzie
chodzq po porade do lekarzy, nie chodzq do matematykow. Czy chodziliby do lekarzy,
gdyby byly tylko wyklady medycyny a nie bylo szpitali, klinik i aptek, gdyby byli
profesorowie medycyny lub nauczyciele higieny, ale nie bylo nikogo, co umie zbada¢
chorego i zapisaé mu lekarstwo? Dopdki nie bedzie matematykow-praktykow, to jest
Iudzi przyuczonych i przyzwyczajonych do udzielania porad matematycznych, i do-
poki w kazdej fabryce, w kazdym biurze, urzedzie, banku czy tez dyrekcji kolei nie
bedzie wiadomo, gdzie leczq choroby matematyczne, dopdty cala dydaktyka niisza
i wyzsza nie da rezultatu”.
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