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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XVIII (1974)

C. BessAGA (Warszawa)

O kostce Hilberta

Z nazwiskiem Hilberta wigza si¢ dwie przestrzenie nieskoficzenie wymiarowe:
przestrzenn Hilberta i kostka Hilberta (patrz praca Hilberta [22] z 1906 r.). Prze-
strzefi Hilberta zrobita ogromng karier¢ w matematyce i w fizyce. W samej litera-
turze polskiej sa dwie powazne monografie o przestrzeni Hilberta: Maurina [27]
i Mlaka [28]. O kostce Hilberta ogét matematykéw, nie-topologéw wie bardzo mato.
Tymczasem wyniki uzyskane w ostatnim siedmioleciu — przede wszystkim przez
wybitnego topologa amerykanskiego R. D. Andersona i przez matematykéw z nim
wspdlpracujacych — akcentuja duze znaczenie Kostki Hilberta i metod badania
wlasnoséci réznych przestrzeni, zwigzanych z zanurzaniem tych przestrzeni w kostce
Hilberta.

Przez standardowq kostke Hilberta Q bedziemy rozumieli przeliczalny iloczyn
kartezjaniski odcinkéw domknigtych [—1; 1] z topologia produktowa, ktéra moze
byé zadana, na przykltad, za pomoca metryki

1) d(xa y) = supz’"ixn_ynl’
n

gdzie x = (x,), ¥ = (y,) sa punktami Q. Kazda przestrzerr topologiczna homeo-
morficzna z Q bedziemy nazywali kostkq Hilberta.

Wymienmy dwa twierdzenia o kostce Hilberta znane z elementarnego kursu
topologii uniwersyteckiej.

TWIERDZENIE URYSOHNA. Dla kazdej przestrzeni metrycznej osrodkowej [zwartej
X istnieje zanurzenie [domkniete] f: X—Q.

Przez zanurzenie [domkniete] rozumiemy tu dowolny homeomorfizm prze-
strzeni X na podzbiér [domknigty] kostki Q.

TWIERDZENIE SCHAUDERA (Y). Kostka Hilberta ma wlasno$¢ punktu stalego,
tzn. dla kazdego ciaglego odwzorowania f: Q—Q istnieje xe Q takie, Ze f(x) = x.

(1) Schauder udowodnit, Ze wlasno$é punktu stalego maja zbiory wypukle zwarte w dowolnej
przestrzeni Frécheta. OczywiScie z naszego sformulowania twierdzenia Schaudera i z podanego
nizej twierd zenia Kellera wynika natychmiast ten ogolniejszy fakt.
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Dowdd pierwszego twierdzenia jest bardzo prosty. Niech {x,: n=1,2,...}
bedzie zbiorem gestym w X, za§ d — metryka dla X ograniczong liczba 1. Latwo
sprawdzié, ze wzér f(x) = (d(x, X))ney daje zadane zanurzenie.

Drugie twierdzenie jest prostg konsekwencja klasycznego twierdzenia Brouwera
o wlasno$ci punktu stalego kostek skonczenie wymiarowych. Dla i=1,2, ...
oznaczmy Q; = {(x,) € Q: x, = 0 dla n > i}, p;;: 0—Q; — naturalne rzutowanie:
pi(x) = (x4, ...,%;,0,0,..). Dla danego odwzorowania f: Q—Q okre§lamy
fit 0—~0; wzorem f(x)=p,f(x). Niech x' bedzie punktem staloici dla f;.
Ze zwarto$ci Q wynika istnienie punktu x € Q, ktdry jest punktem skupienia zbioru
{x': i=1,2,...}. Na mocy (1), d(x’, f(x))) < 2/i, skad wnosimy, Ze f(x) = x.

Mniej znane jest nastepujgce twierdzenie:

TWIERDZENIE K ELLERA. Niech K bedzie nieskoriczenie wymiarowym podzbiorem
wypuklym, zwartym przestrzeni liniowo topologicznej X ; zalézmy ponadto, Ze istnieje
zbior przeliczalny {f,: n = 1,2, ...} funkcjonaléw liniowych ciqglych na X, kiéry
rozdziela punkty K. Wéwczas K jest homeomorficzne z Q. W szczegdlnosci, kazdy
nieskoriczenie wymiarowy, wypukly, zwarty podzbior dowolnej przestrzeni Banacha
Jjest homeomorficzny z kostkq Hilberta.

W istocie, O. H. Keller w swej pracy [24] z 1931 r. sformulowal i udowodnil
tylko szczegélny przypadek tego twierdzenia, gdy X =1, — przestrzen Hilberta
ciaggéw sumowalnych z kwadratem. Dopiero w 1955 r. V. Klee [26] zauwazyl, ze
podana tutaj wersja twierdzenia fatwo sprowadza si¢ do tego szczegdlnego przypadku.

Zalézmy bowiem dodatkowo, Zze sup|f,(x)|<1l/m dla n=1,2,... (co mozna
xeK

zawsze uzyskaé zastepujac dane na poczatku funkcjonaly ich iloczynami przez
odpowiednie stale dodatnie). Woéwczas odwzorowanie x—>(f,(x))s>; realizuje ho-
meomorfizm zbioru K potozonego w przestrzeni Banacha na podzbiér wypukly
zwarty przestrzeni /,.

Z grubsza biorac, pierwsze ze sformulowanych wyzej twierdzen wiaze si¢ z zasto-
sowaniami kostki Hilberta w topologii, drugie i trzecie — z zastosowaniami w ana-
lizie.

Twierdzenie Urysohna (teza w nawiasie) orzeka o istnieniu zanurzenn domknigtych
kompaktéw, tzn. przestrzeni metrycznych zwartych, w kostke Hilberta. Obecnie
bedziemy omawiaé zagadnienia zwigzane z jednoznacznodcia (z dokladnoscia do
homeomorfizméw kostki Hilberta na siebie) takich zanurzen. Najbardziej intere-
sujace wyniki w tym zakresie uzyskano dopiero w ostatnich latach, ale wciaz jeszcze
szereg istotnych probleméw pozostaje otwartych.

1. Jednoznaczno$¢ zanurzen kompaktéw w Q; zbiory typu Z. Niech 4 bedzie
przestrzenia metryczng zwarta. Bedziemy moéwili, Ze zanurzenia f, g: A—Q sa
topologicznie réwnowazne (krétko: réwnowazne), jeSli istnieje homeomorfizm /4
kostki Hilberta Q na siebie taki, ze g = Af.

Rozpatrzmy najpierw dwa przyklady ilustrujace sytuacje skrajne.
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PRzykiAD 1. 4 = Q. Dla x = (xy, X,,...) e Q polézmy fo(x) =x, fi(x) =
= (0, X1, X3, -..), [2(x) = (0,0, x, x5, ...), ... WOwczas f,: 4>Q (n=0,1,2,...)
sg zanurzeniami, i dla n # m odwzorowania f, i f,, nie sg réwnowazne.

Dowdd wynika stad, ze ONf,(4) = G oraz, dla n> 1, zbiér O\f,(4) ma
typ homotopii sfery n—1 wymiarowej. (Przypominamy, Ze standardowa kostka
Hilberta Q jest iloczynem kartezjaniskim odcinkéw [—1;1].)

PRZYKEAD 2. 4 = {y} — zbidr jednopunktowy. Wowczas kazde dwa zanurzenia
/., g: A—Q sa topologicznie rownowazne.

Powyzszy fakt jest oczywiScie rownowazny fopologicznej jednorodnosci kostki
Hilberta: dla a, b € Q istnieje homeomorfizm # kostki Hilberta Q na siebie taki, ze
f(a) = b. Ten fakt zostal udowodniony jeszcze przez Kellera [24] w 1931 r. Nizej
naszkicujemy bardziej wspolczesny dowdd topologicznej jednorodnosci kostki Q,
oparty na idei M. K. Forta [18]. Dowdd ten ilustruje podejscie funkcjonalne — roz-
wazania na poziomie przestrzeni odwzorowan badanych obiektéw, ktdre okazato
si¢ owocne réwniez w innych zagadnieniach topoldgii geometrycznej.

Niech s oznacza pseudo-wnetrze standardowej kostki Hilberta, tzn. przeliczalny
iloczyn kartezjanski odcinkdw otwartych (4-1; 1). Jest jasne, Ze dla a, b € s istnieje
homeomorfizm % kostki O, ktéry przeprowadza a w b (iloczyn kartezjanski odpo-
wiednich homeomorfizmdéw dzialajacych w [—1; 1]). Zatem, dla wykazania jedno-
rodnosci @, nalezy dowies¢, ze dla kazdego punktu 4 e Q istnieje homeomorfizm 4,
taki ze /(@) € s. Oznaczmy przez Auth Q przestrzen wszystkich homeomorfizméw Q
na siebie, opatrzona metryka ‘

o(g, h) = supd(g(x), h(x))+-supd(g~* (x), h~*(x)),
xeQ xeQ
gdzie d jest metryka (1). Metryka o jest zupelna. Wyznacza ona na Auth Q topologie,
ktdéra pokrywa si¢ z topologia indukowana przez zwarto-otwartg topologie przestrzeni

odwzorowan Q@ w Q. Co wigcej, AuthQ jest w tej topologii. grupg topologiczna,
tzn. dzialanie g, hi—>g~1h jest ciagle. Poléimy W, = {x¢ Q: |x,] = 1}. Oczywiscie

[>0]
ON\s = | W,. Dla ustalonego ae Q, oznaczmy M,= {heAuthQ: ii(a)¢ W,}.
n=1
Poniewaz W, sa domknigte w Q, wigc zbiory M, sa otwarte w AuthQ. Naszym
xR
zadaniem jest dowie$¢, ze (M, #%= . W tym celu, na mocy klasycznego twier-
n=1

dzenia Baire’a, wystarczy pokazaé, ze kazdy M, jest gesty w Auth Q. Niech x = f(a),
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gdzie fe Auth Q, niech ¢ > 0 i niech e oznacza homeomorfizm tozsamos$ciowy kostki
Q. Dowéd sprowadza si¢ do znalezienia homeomorfizmu /s < AuthQ takiego, ze
e(h, e) < eih(x)e Q\NM,. Moina zatozy¢, ze x ¢ M, (W przeciwnym razie wzigli-
bySmy 4 = e). Wybierzmy m > n tak, aby 27" << ¢/4. Okre$§lamy teraz zadany
homeomorfizm # w ten sposéb, ze dziata on tylko na wspdtrzednej n-tej 1 m-tej,
tak jak pokazano na rys. 1, pozostawiajac pozostale wspdirzedne niezmienione.
Rzut kostki Q na plaszczyzng osi n, m przedstawiono na rysunku jako prostokat dla
wyobrazenia faktu, ze w metryce (1) dlugosci krawedzi kostki sg rézne, przy czym
krawedzie réwnolegle do m-tej osi maja dlugoéé 2-27™, a wiec mniejsza niz &/2.

Rowrtiez w oparciu o twierdzenie Baire’a lecz w sposéb nieco bardziej wyrafino-
wany mozna pokazac, Ze jedli 4 jest przestrzenia zwarta przeliczalna, to kazde dwa
zanurzenia A w Q sa réwnowazne (szczegdlny przypadek twierdzenia Forta [18]
dotyczacego przeliczalnych iloczynéw kartezjanskich rozmaitoéci z brzegiem).
J. Pollard [29] pokazata, ze zachodzi réwniez implikacja odwrotna:

TWIERDZENIE POLLARD. Przestrzeri metryczna zwarta A ma te wilasno$é, Ze
kazde dwa jej zanurzenia w Q sq rownowazine wtedy i tylko wtedy, gdy A jest prze-
liczalne.

Dowdd tego twierdzenia opiera sie na rezultacie Raymonda Wonga [42] o istnie-
niu nieréwnowaznych zanurzen zbioru Cantora w kostce Hilberta.

Jest interesujace, Ze istnieje pewna podklasa klasy zanurzen kompaktéw w Q,
w obrebie ktdrej zanurzenie kazdego kompaktu jest jednoznaczne. Sa to tzw.
Z-zanurzenia.

DeriNIcJA. Niech MapQ oznacza przestrzen odwzorowan ciaglych kostki Q
na siebie z metryka d(f, g) = supd(f(x), g(x)). Méwimy, ze zbiér L < Q jest typu Z
(lub jest Z-zbiorem), jesli xeQ

{feMapQ: f(Q)=QO\L}
jest otwartym gestym podzbiorem przestrzeni Map Q. Zanurzenie f: A—>Q jest
Z-zanurzeniem, jesli f(A) jest typu Z.

Pojecie Z-zbioru zostalo wprowadzone przez Andersona [2]. Podana tutaj
definicja pochodzi od H. Torunczyka [31] i jest modyfikacja (rdwnowazng) orygi-
nalnej definicji Andersona.

Z podanej definicji wida¢ od razu, ze Z-zbiory sa domknigte w Q; klasa Z-zbio-
réw jest niezmiennicza wzgledem homeomorfizméw Q na siebie. Jasne jest takze,
ze kazdy podzbiér domknigty pseudowngtrza s kostki, jak réwniez kazdy podzbiér
domkniety Q\s jest typu Z; w szczegdlnosci zbiory jednopunktowe sg Z-zbiorami.
Poniewaz istnieja podzbiory Q\s homeomorficzne z Q (np. §ciana kostki Q), wiec
na mocy twierdzenia Urysohna dla kazdego kompaktu A istnieje Z-zanurzenie w Q.
Kazde dwa Z-zanurzenia A w @ sa rownowazne. Fakt ten jest réwnowazny nastg-
pujacemu twierdzeniu Andersona z pracy [2] z 1967 r. '

TWIERDZENIE ANDERSONA O PRZEDLUZANIU HOMEOMORFIZMOW. Jesli A i B sq
podzbiorami Q typu Z, to kazdy homeomorfizm f zbioru A na B ma przedluzenie F,
ktére jest homeomorfizmem Q na siebie.
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Twierdzenie to jest bezposrednim wnioskiem z nast¢pujacych dwéch glebokich
lematéw, pochodzacych réwniez od Andersona:

LeMAT A. JeSli A i B sq homeomorficznymi podzbiorami pseudownetrza s, f Jest
homeomorfizmem A na B, to istnieje homeomorfizm F kostki Q taki, Ze f(x) = F(x)
dla x € A oraz F(s) = s. ’

LemaT B. Dla kazdego Z-zbioru A < Q istnieje homeomorfizm g kostki O na
siebie taki, ze g(A) < s. !

Najbardziej pracochlonny jest dowdd Lematu B. Elegancki ,,funkcjonalny”
wariant tego dowodu pochodzi od H. Toruniczyka [33].

Niech X begdzie przestrzenia metryczna zwarta. Na mocy twierdzenia Andersona
o przediuzanin homeomorfizméw, jefli £, g: X—Q sa Z-zanurzeniami, to O\ f(X)
jest homeomorficzne z O\ g(X), tzn. typ homeomorficzny dopelnienia obrazu kom-
paktu X przy Z-zanurzeniu nie zaleZy od wyboru tego zanurzenia, a wiec stanowi
niezmiennik topologiczny kompaktu. Jak pokazal niedawno T. Chapman, niezmien-
nik ten pokrywa si¢ z tzw. ksztaltemi Borsuka [13], bedacym modyfikacja typu
homotopii.

Dla niektdrych zastosowan wazne jest nastgpujace wzmocnienie twierdzenia
o przedtuzaniu homeomorfizmdéw (Bessaga—Pelczyniski [10], W. Barit [6]).

TWIERDZENIE O ESTYMOWANYM PRZEDLUZANIU HOMEOMORFIZMOW. Niech A4
bedzie ustalonym Z-zbiorem w Q. Oznaczmy przez Z° przestrzeni wszystkich Z-zanu-
rzen A w Q z topologiq wyznaczong przez metryke (2). Wowcezas dla kazdego ¢ > 0
i F e Auth Q istnieje 6 > 0 takie, ze kazde Z-zanurzenie g: A—Q spelniajace warunek
d(g, F| ;) < 0 ma przedluzenie G « Auth Q takie, ze o(G, F) < & (o jest metrykq (1)).

Ciekawy abstrakcyjny schemat uzyskiwania estymowanych przedtuzed ho-
meomorfizmoéw w przypadku istnienia zwyklych przedtuzen zaproponowal Torug-
czyk [32]. Jego metoda daje zarazem najprostszy dowdd twierdzenia sformutowa-
nego wyzej.

Nasuwa si¢ pytanie czy istnieje ciggle odwzorowanie ¢: Z°(A4)—~Auth4 takie,
7e dla kaidego fe Z°(4) homeomorfizm ¢(f) jest przedtuzeniem f. Jak zauwazyt
Fadell [17] w oparciu o wlasnos¢ punktu stalego dla Q, odpowiedz jest negatywna
juz w przypadku, gdy A4 jest zbiorem jednopunktowym.

Warto jeszcze wymieni€¢ nastgpujacy rezultat J. Westa [37]:

Jesli A jest ustalonym Z-zbiorem w Q, to istnieje izomorfizm @ grupy topologicznej
Auth A, homeomorfizméw A na siebie, na podgrupe grupy AuthQ taki, Zze ¢(f) jest
przediuzeniem f dla kazdego fe Auth 4.

2. Zbiory typu Z, i ich zastosowania.Z biorem typu Z, (krétko: Z ;-zbiorem)
bedziemy nazywali podzbidr kostki Hilberta, ktdry jest sumg przeliczalnego ciagu
Z-zbioréw. Z definicji Z-zbioréw, zupelnosci przestrzeni Map Q oraz z twierdzenia
Baire’a wynika, Ze podzbior 4 < Q jest typu Z, wtedy i tylko wtedy, gdy 4 jest
F,w Qi {heMapQ: h(Q) =« O\A} jest gesty w MapQ.

Bardzo wazna wlasnoscig klasy zbiorédw typu Z, jest istnienie w tej klasie zbio-
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row maksymalnych. Moéwimy, Zze 4 jest maksymalnym zbiorem typu Z, jesli A
jest typu Z, i dla kazdego Z -zbioru B zawierajacego 4 istnieje homeomorfizm
heAuth Q taki, ze h(B) = A. Maksymalne zbiory typu Z, bedziemy (takze za Ander-
sonem) nazywali brzegami pozornymi (®) kostki Hilberta.

PRZYKLAD 3. Pseudo-brzeg Q\ s oraz wnetrze radialne

rintQ = {x e Q: sup|x,| < 1}

sq brzegami pozornymi kostki Q. (Oczywiscie nadzbiory typu Z, pseudo-brzegu
i wnetrza radialnego sa réwniez brzegami pozornymi.)

Powyzszy przyktad pochodzi od Andersona [2]-[4]; sprawdzeme maksymalnosci
jest nietrywialne.

Poniewaz klasy Z-zbiordw, Z -zbioréw i brzegéw pozornych w Q sa niezmien-
nicze Wzglqdem homeomorfizméw Q na siebie, wiec pojecia te majg sens dla dowolnej
kostki Hilberta, nie tylko dla standardowej. W dalszym ciagu, jesli X, Y sa prze-
strzeniami topologicznymi, 4 — X, B < Y, bedziemy pisali X o~ Y jeéli X jest
homeomorficzne z Y i (X, A) ~ (¥, B), jedli istnieje homeomorfizm A przestrzeni X’
na Y taki, ze h(4) = B. Zachodzi nast¢gpujace wazne, chociaz banalne, twierdzenie.

TWIERDZENIE O ROWNOWAZNOSCI BRZEGOW POZORNYCH. Jesli K, i K, sq ko-
stkami Hilberta, a A,, A, odpowiednio ich brzegami pozornymi, to

(Ky, A1) =~ (K3, 43)

Twierdzenie to wystarczy dowodzi¢ w przypadku: K; = K, = Q. Wdwczas
z maksymalno$ci zbioréw 4,1 4,1 z addytywnosci klasy zbiordw. Z,, wynika
istnienic homemorfizméw /e Auth Q takich, ze h;(4;)) = A A,, i=1,2. Stad
h = hyh, przeprowadza A, na A4,.

Z twierdzenia sformulowanego przed chwila i z Przyktadu 3 wynika zwmzek
(Q, O\s) ~(Q, rint @), ktéry mozna by nazwaé wlasno$cia nicowania kostki
Hilberta. W dalszym ciagu wynika stad, ze Q daje si¢ przedstawic¢ jako suma dwdch
zbioréw rozlacznych, z ktoérych kazdy ma strukturge nieskonczenie wymiarowej
przestrzeni liniowo metrycznej. Mianowicie pseudowngtrze s jest homeomorficzne
z przeliczalnym iloczynem kartezjafiskim R™ prostych rzeczywistych R, za§ Q\s
— homeomorficzne z rint Q, ktdre jest homeomorficzne z podprzestrzenig ciagow
ograniczonych w R (topologia produktowa). Istnieje jeszcze drugi nieréwno-
wazny rozklad tego typu. Nie wiadomo, czy rozkladéw takich jest wigcej.

Pojecie wnetrza radialnego rozszerza si¢ na dowolne zbiory wypukte. Jesli K
jest zbiorem wypuklym (w jakiejkolwiek przestrzeni liniowej), to kladziemy

rint K= {xeK : YV yeK3 ¢> 0 takie, ze x-+c(y—x)eK}.
Dla dalszych rozwazafh wyréznimy pewna klas¢ zbioréw wypuktych zwartych.

(?») Nazwa ,,brzeg pozorny” jest ttumaczeniem ,,apparent boundary” z pracy Andersona [3].
Inne nazwy: ,,cap set” [4], ,,Z-skeletoid” lub ,,Z-skeletonized set” ([7], [10], [33]), ,,Z-absorbing
set” [34], ,,Z-pseudo-boundary” {19].
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DEFINICIA. Zbiér wypukly K (potozony w dowolnej przestrzeni liniowo-to-
pologicznej) bedziemy nazywali przestrzeniq Kellera, jesli K jest afinicznie homeo-
morficzny ze zwartym wypuklym nieskonczenie wymiarowym podzbiorem prze-
strzeni Hilberta /, ciagdw liczbowych sumowalnych z kwadratem. (Afiniczny
homeomorfizm = homeomorfizm zachowujacy kombinacje liniowe wypukie.)

W szczegdlnoscei zbiory spelniajace zalozenia twierdzenia Kellera sa przestrze-
niami Kellera. Z twierdzenia tego wynika, ze przestrzen Kellera, z topologicznego
punktu widzenia — to kostka Hilberta. Jednak bedziemy interesowali si¢ nie tylko
strukturg topologiczna przestrzeni Kellera, lecz rowniez geometryczna (afiniczna).

Twierdzenie [10] vogdlnia Przykiad 3, a zarazem twierdzenie Kellera:

UOGOLNIONE TWIERDZENIE KELLERA. Jesli K jest przestrzeniq Kellera takq,
Ze rint K £ to rint K jest brzegiem pozornym K i

(K, rint K)~(Q rint Q),~(Q, O\s).

Druga teza jest oczywiScie konsekwencja tezy pierwszej, Przyktadu 3 i twier-
dzenia o réwnowaznosci brzegdw pozornych. ‘
Omowimy teraz pewne zastosowanie dwéch ostatnich tw1erdzen

A. Wyprowadzenie twierdzen Andersona o homeomorfizmie /, z s i Kleego
©0 homeomorfizmie przestrzeni Hilberta ze swoja domknieta kula jednestkows
i sfera jednostkowa.

Przypominamy, Ze [, jest przestrzenia ciagéw x = (x,) liczb rzeczywistych

takich, ze |{x|| = ( :Vj |x,/?)"/? < co. Bedziemy rozpatrywali nastgpujace podzbio-
1y przestrzeni I,: "
B={xel, :|Ixl|<1}, B, ={xeB:x;>0},
S={xel, x|l =1}, S,={xeS:x,>0}, S%={xeS:x,>0},
= {xeBwx; =0}; D,={xeD:|lx||<1-1/n} dlan=1,?2, ...

Dla kazdego ograniczonego podzbioru A4 przestrzeni I, symbolem A bedziemy
oznaczali ten sam zbior 4 opatrzony topologia wyznaczong przez metryke

d(x, y) = Z 2—nlxn_ynl
n=1 .

(ktdra sie pokrywa z tzw. slabg topologia). Zbiory BiB + sa przestrzeniami Kellera,
(> 2]

gdyz sg afinicznie homeomorficzne z elipsoidag {xe L: Y nflx,)? < 1} ijej gornag pot-
n=1

elipsoida, rozpatrywanymi w topologii normowej /,. Dobrze wiadomo (sprawdzenie
clementarne), ze na sferze S przestrzem Hilberta staba topologia pokrywa sig
z topologia normowa. Zatem

3) S~S, 8§, ~5, S ~5°.
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’ o
Mamy B\S=rintB, B/ \S, =rint B, u |JD, B, \S{ =rintB, UD.

n4-1
Korzystajac z uogolmonego twierdzenia Kellera i z faktu, ze Di D (n =12,...)

53 Z-zbiorami WB whnioskujemy, ze B\S jest brzegiem pozornym B a B \S
B \S° sa brzegami pozornymi B +» skad

(5) Se~S, ~8% ~8.

Latwo widzieé, ze S, ~ B oraz ze S} jest homeomorficzne z kulg otwarta prze-
strzeni [, 1 z calg przestrzenig /,. Otrzymujemy wiec

6 s ~1, (Anderson [1]),
) S~S8, ~8) ~s (Klee [25]).

B. Szkic dowodu [9] twierdzenia Kadeca [23] o rownowazZnoéci topologiczne
wszystkich o$rodkowych nieskoniczenie wymiarowych przestrzeni Banacha.

Niech X bedzie o$rodkows nieskonczenie-wymiarowa przestrzenia Banacha.
Na mocy twierdzenia Kadeca o przenormowaniu ([9], IV), istnieja: norma || - I
na X réwnowazna normie wyjéciowej oraz ciag (f,) funkcjonaléw liniowych cig-
glych (jednakowo) na X, takie ze na sferze jednostkowej Sy = {xeX : ||x|] = 1}
topologia normowa pokrywa sie z topologia indukowana przez metryke

®) d(x,y) = D 2=,

n=1
tzn. .§X ~ Sy, gdzie Sy jest sfera jednostkowa w metryce (8). Oznaczmy przez
B uzupelnienie przestrzeni metrycznej S’X w metryce (8). Mozina dowies¢, Ze B jest
przestrzenia Kellera, a B\ Sy jej brzegiem pozornym. Zatem, na mocy twierdz¢nia
o réwnowaznosci brzegéw pozornych i wzoru (5), mamy Sy ﬁgx ~s~ S, gdzie
S jest sferg jednostkowa przestrzeni /,. Rozszerzajac radialnie ten homeomorfizm
wnosimy, ze X ~[,.

C. Topologiczna usuwalno$é zbioréw sigma-zwartych w /,.

Bedziemy mowili, ze podzbidr A przestrzeni topologicznej X jest usuwalny,
jesli X ~ X\ A. Zaléimy, ze A4, dla n=1,2,... s3 podzbiorami zwartymi /,.
Pokazeniy, Ze
® I, ~ 1\ U A,.

1
W samej rzeczy, traktujmy 7, jako pseudo-wngtrze s kostki Q, wéwczas wszy-

stkie zbiory A, jako zwarte podzbiory pseudo-wnetrza sa Z-zbiorami w Q. Z ma-
ksymalno$ci pseudo-brzegu (Przyklad 3) wynika homeomorfizm par (Q, O\s) ~

(=] o)
~(Q, ON\su U4,), skad s~s\|_J4,, co jest réwnowazne wzorowi (9).

n=1 ' n=1
D. Homeomorfizm przestrzeni funkcji mierzalnych z przestrzenia I,.
Niech X bedzie przestrzenia metryczng. Funkcje f: [0;1]=X nazywamy mie-
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rzalng, jeSli przeciwobraz przy tej funkcji dowolnego zbioru borelowskiego w X jest
zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a w [0; 1]. Symbolem M, oznaczymy prze-
strzei wszystkich (klas rownowaznoéci) funkcji mierzalnych f: [0; 1]>X z topo-
logig zbiezno$ci wedlug miary. Topologia ta moze byé, na przyklad, wyznaczona
za pomoca metryki:

1) CdUh e = [|elf(), g) [dx,

gdzie g jest dowolna ograniczong metryka zgodna z topologia X.

W pracy [11] udowodnione jest twierdzenie:

Jesli X jest przestrzeniq metryczng, zupelnq, oSrodkowq, majacq wigcej niz jeden
punkt, to My~1,.

Pierwszym etapem dowodu jest pokazanie, Ze przestrzen X jest homeomor-
ficzna z pewnym domknigtym, liniowo niezaleznym podzbiorem sfery S przestrzeni
I,. W zwiazku z tym w dalszych rozwazaniach X jest utozsamiana z podzbiorem
sfery S. Pozwala to utozsamiaé M z podzbiorem przestrzeni Hilberta L, [/,], funkcji
mierzalnych f: [0; 1]—/, i calkowalnych z kwadratem normy, ztozonym z funkcji
o wartosciach w X. Przy tym utoZzsamieniu M jest podzbiorem sfery jednostkowej
przestrzeni L, [l,], a zatem normowa topologia M, (=topologii wyznaczonej przez
metryke (10)) pokrywa si¢ ze slabag topologia. Nastepnie rozwaza sie przestrzefi
Kellera

D = slabe domknigcie M, w L,[L].

Na koniec dowodzi sig, ze¢ D\ M jest brzegiem pozornym D (wykorzystujgc
m. in. liniowag niezalezno§¢ X w /,). Ta ostatnia czg§¢ dowodu jest nietrywialna.
Cickawy jest nastepujacy wniosek z twierdzenia o przestrzeniach My:

Kaida osrodkowa grupa metryczna zupelna G jest podgrupq domknietq pewnej
grupy homeomorficznej z przestrzeniq Hilberta 1,.

Dla dowodu zauwazmy, ze M; ma naturalna strukture grupowa (dzialania
na wartosciach funkcji) i Ze G moze by¢ utozsamione z podgrupa M ztozona z (klas
réwnowaznosci) funkcji statych.

Niech K bedzie przestrzenia Kellera, x € K. Aurelolg punktu x wzgledem K bedziemy nazywali

zbior '
aur, K = () [x;7),
yekK

gdzie [x; ») = {tx+ (1—8)y: 0 <7 <1} — odcinek jednostronnie domkniety, Punkt x nazwiemy
centralnym, jezeli aur,K jest brzegiem pozornym K. (Istnieja przestrzenie Kellera, ktérych kazdy
punkt jest centralny: np. kostka standardowa Q.) Zachodza nastepujace fakty [11]:

(o) Kazda przestrzei Kellera K ma punkt centralny, ktory nie jest punktem ekstremalnym
dla K.

(B) Jesli K jest przestrzenia Kellera, za§ 4 — zbiorem typu Z, w K takim,ze K\ A sklada
si¢ z samych punktoéw ekstremalnych zbioru K, to A jest brzegiem pozornym K.

Przypominamy, Ze y € K nazywa si¢ punktem ekstremalnym zbioru K, jesli y nie jest srodkiem
zadnego odcinka o koficach w K.
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Wiasnosci (¢) i (8) moga byé stosowane do wyznaczania brzegéw pozornych K. Dotyczy to
zwlaszcza przypadku, gdy rintK jest puste i dlatego uogélnione twierdzenie Kellera ze str. 11
nie ma zastosowania.

Naszkicowana tu metoda oparta na istnieniu zbioréw maksymalnych w klasie
Z daje sie stosowaé i dla innych klas zbiordéw, zaréwno w przypadku kostki Hil-
berta, jak tez niektérych innych przestrzeni metrycznych zupelnych. Jednolity,
abstrakcyjny schemat znajdowania zbioréw maksymalnych w takich klasach daje
technika o/ -szkieletéw [10], [33] (por. tez [42]) i zbioréw £ -pochianiajacych [34]
i [19]. Technika ta dostarcza zarazem stosunkowo prostych dowodoéw obu tez
Przykladu 3, uogdlnionego twierdzenia Kellera i wlasnosci (o) i (B).

3. Topologiczna podzielno$é. Q-rozmaitosci. Obecnie oméwimy niektére zagadnie-
nia dotyczace kostki Hilberta zwiazane z wlasnoécia topologicznej podzielnosci.
Do tej problematyki zalicza si¢ tez teoria Q-rozmaitoéci, niedawno rozwinigta w USA,
gtéwnie przez T. A. Chapmana. Tematyka ta znalazla juz szereg interesujacych
zastosowan w réznych dzialach topologii: w teorii ANR’6w, przy badaniu nie-
zmiennikéw topologicznych wielo$cianéw i PL-rozmaitoscet, itd.

Obecnie wyklad nasz bedzie bardziej skondensowany i mniej elementarny niz
w poprzednich paragrafach; bedziemy zakladaé, Zze Czytelnik jest obznajomiony
z takimi pojeciami, jak: refrakt absolutny (AR), retrakt absolutny otoczeniowy
(ANR), wieloScian, kompleks symplicjalny, typ homotopii, prosty typ homotopii,
itp.

Niech X i Y bgda przestrzeniami topologicznymi. Bedziemy méwili, Ze X jest
dzielnikiem topologicznym przestrzeni Y i pisali XY, jeéli istnieje przestrzen Z taka,.
ze zachodzi homeomorfizm: ¥ >~ XX Z.

Kazda metryzowalna przestrzen topologiczng M, ktéra ma pokrycie otwarte
zbiorami homeomorficznymi z otwartymi podzbiorami kostki Hilberta, bedziemy
nazywali Q-rozmaitosciq. (Pokrycie takie bedziemy nazywali atlasem, a jego ele-
menty — mapami.) Powiemy, Zze Q-rozmaito§¢ M jest R*-stabilna, je§li M [0; 1)
jest homeomorficzne z M.

Z powyzszej definicji wynika, ze kazdy punkt x Q-rozmaitosci M ma otoczenie
otwarte homeomorficzne z przestrzenia QX R" (n < o0), ktdra jest retraktem ab-
solutnym dla przestrzeni metrycznych. Stad, na mocy twierdzenia Hannera (por.
[12], p. 99, (10.4)), mamy

3.1. Kazda Q-rozmaito$é jest ANR em.
R. D. Anderson i R. M. Schori udowodnili nastgpujace niebanalne twierdzenie:
3.2. Kostka Hilberta Q jest dzielnikiem topologicznym kazdej Q-rozmaitosci.

Interesujace jest pytamie: Jakie przestrzenie topologiczne X sa dzielnikami
kostki Hilberta? Oczywiscie, poniewaz Q jest retraktem absolutnym, wiec kazdy
dzielnik kostki Hilberta musi byé zwartym AR’em. Szereg faktéw zdaje si¢ po-
twierdzaé nast¢pujaca hipoteze:
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(H) Jesli X jest zwartym ARem, to XXQ ~Q (3.

Nastgpujace trzy proste konsekwencje twierdzen 3.1, 3.2 oraz hipotezy (H) sa
prawdziwe:

3.3. Kaida homotopijnie trywialna zwarta Q-rozmaito$¢ jest homeomorficzna
z Q (Chapman [15]).

3.4. Jesli K jest przeliczalnym, lokalnie skoriczonym kompleksem symplicjalnym,
to KX Q jest Q-rozmaitosciq (West [38]).

3.5. Jesli M jest zwartq Q-rozmaitoSciq, to M X [0; 1) jest homeomorficzne z otwar-
tym podzbiorem Q; sama Q-rozmaitos¢ M ma zawsze atlas zloiony z dwdch
map.

(To ostatnie twierdzenie, bez zaloZzenia zwartoéci M, zostalo udowodnione
przez T. A. Chapmana [14].)

Jak pokazal H. Torunczyk [35], [36], prawdziwy jest tez nastepujacy odpowie-
dnik hipotezy (H) dla przestrzeni Hilberta: ,

3.6. Jesli X jest retraktem absolutnym dla przestrzeni metrycznych zupelnych,
to XxH o~ H, gdzie H jest przestrzeniq Hilberta o odpowiednim charakterze ge-
stosci.

T. A. Chapman ([15] i [16]) udowodnil twierdzenie odwrotne do twierdzenia
3.4, a mianowicie:

3.7. Kaidq Q-rozmaitos¢ M mozna przedstawi¢ w postaci:

(%) M ~KXQ,

gdzie K jest przeliczalnym, lokalnie skoriczonym kompleksem symplicjalnym.

Jesli M jest Q-rozmaitosSciq zwartq, to kompleks symplicjalny K figurujacy w przed-
stawieniu (=) jest skoriczony (tzn. K jest zwartym wieloScianem).

Kombinujac to ostatnie twierdzenie z wynikami Westa [36], Chapman [15]
uzyskat klasyfikacje topologiczna zwartych Q-rozmaitosci:

3.8. Na to, azeby dwie zwarte Q-rozmaitosci M, i M, byly homeomorficzne,
potrzeba i wystarcza, aby wieloSciany zwarte K, i K, wystepujace w przedstawieniv
(*) tych rozmaitosci mialy ten sam prosty typ homotopii.

(Oryginalne sformutowanie Chapmana jest mocniejsze i ma charakter funkto-
rialny: ,Jefli f: K;—K, jest odwzorowaniem cigglym wielosciandw, to f jest
prosta homotopijna réwnowaznoscia wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie
fxid: Ky X Q — K, X Q jest homotopijne z homeomorfizmem.)

Nastepnie w pracy [16] Chapman podaje pelng klasyfikacje topologiczng do-
wolnych Q-rozmaitoéci, w terminach tzw. nieskonczonego prostego typu homotopii,
uogdlniajacego prosty typ homotopii wielosciandw:

(®) J. E. West zauwazy!, ze wlasno$ci XX Q ~ Q oraz X|Q s3 réwnowazne. Jesli bowiem
XXY>~Q, to XOXY®~0®~(Q, skad XX (X®XY®) ~Q czyli XxQ=~Q.
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3.9. Na to by Q-rozmaitosci M, i M, byly homeomorficzne, potrzeba i wystarcza,
aby kompleksy symplicjalne K, i K, figurujqce w przedstawieniu (x) tych rozmaito$ci
mialy ten sam nieskornczony prosty typ homotopii.

W szczegllnym przypadku R*-stabilnych Q-rozmaitosci mamy réwniez

3.10. Rt-stabilne Q-rozmaitosci My i M, sq homeomorficzne wtedy i tylko wtedy,
gdy majq ten sam typ homotopii.

. To twierdzenie pochodzi tez od Chapmana (praca [14]); jest ono pelnym odpo-
wiednikiem wczeéniejszego twierdzenia Hendersona—Schoriego [21] (por. Henderson
[20]) o klasyfikacji topologicznej przez typ homotopii rozmaitosci nieskonczenie
wymiarowych modelowanych na przestrzeniach liniowo metrycznych.

* *® %

Inna ciekawa problematyka — to rozpoznawanie kostek Hilberta wéréd konkret-
nych, “istniejacych w przyrodzie” przestrzeni topologicznych. Tu réwniez przydaje
si¢ pojecie podzielnosci topologicznej. Dla przykltadu udowodnimy nastgpujace
proste twierdzenie:

3.11. Jesli X jest przestrzeniq topologiczng takq, Ze Q|X i X|0, to X ~ Q.

Dowdéd. Z zalozenia twierdzenia wynika istnienie przestrzeni W i Z takich,
e X ~WxQ, Q >=XXZ. Poniewaz, oczywiscic Q@ ~0X 0 ~ 0%, wigc Q ~
N XXW = (XXW)® 2 XX 2 AIX(XOXWE) ~ XXQ >~ WXOX0 =~
~WxQ~X. '

Znacznie glebsze sa nastepujace dwa twierdzenia:

3.12. Jesli X;|Q dla i=1,2,... i przestrzenie X; majq wigcej niz jeden punkt,

to ;2 X;~ Q. (West [38])

3.13. Przestrzeri 2! podzbioréw domknietych odcinka [0; 1] (z topologiq induko-
wanq przez metryke Hausdorffa) jest homeomorficzna z Q. (Schori-West [30].)

Dowdd rezultatu 3.13 korzysta tez, mi¢dzy innymi, z pewnych faktéw doty-
czacych podzielnoéci topologicznej.

Dodatek

Szkic dowodu twierdzenia Kellera. Niech M bedzie podzbiorem wypuklym
zwartym przestrzeni l,. Moéwimy, ze M jest eliptycznie wypukly, jesli kazdy
funkcjonal liniowy ciagly na I,, ktéry nie jest staly na M, osiaga na M maksimum
w dokladnie jednym punkcie. Twierdzenie Kellera rozbija si¢ na'dwa lematy: C 1 D.

LeMAT C. Kazdy podzbiér zwarty wypukly Kcl, jest homeomorficzny ze zbio-
rem eliptycznie wypukiym.

Dowdd. Niech {y,: n=1,2,...} bedzie podzbiorem gestym w K i niech

oo
Yo = D' 27"y,. Homeomorfizm przeprowadzajacy K na zbidr eliptycznie wypukly

"l l1x—Joll

moze byé okreSlony wzorem f(x) = ————— dla xeK.
1+[]x—yoll
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LemaT D. Kaide dwa nieskoriczenie wymiarowe, zwarte i eliptycznie wypukle
podzbiory 1, sq ze sobq homeomorficzne.

Szkic dowodu. Niech M bedzie nieskonczenie wymiarowym zwartym i eli-
ptycznie wypuklym podzbiorem /,. Niech (v,) bedzie ukladem ortonormalnym
w I, zZtozonym z wektorow, ktére sa réwnolegle do odcinkéw zawartych w M
i maksymalnym o tej wlasnoéci. Dla kazdego x ¢ M okre§lamy cigg zbioréw:
My(x) =M, M,(x) ={yeM: (y,vp=<x,v) dla i<n}, n=1,2,... (symbol
{, *> oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni /,). Nastgpnie okreSlamy n-tq wspdi-
rzednq Kellera punktu x wzorem

N XV,
k"(l) o max{(z*y, vn) 2V, Ze€ K"“l(x)}

dla tych wartosci n, dla ktérych mianownik jest rézny od zera.

Pokazuje si¢, Ze wspotrzednymi Kellera punktu x moga by¢ albo ciggi nieskon-
czone liczb przedziatu otwartego (0; 1), albo ciagi skoficzone z [0; 1], dla ktérych
tylko ostatni wyraz jest koficem przedzialu, oraz ze kazdy ciag o powyzszej wia-
snodci jest ciagiem wspodirzednych Kellera dokladnie jednego punktu zbiorn M.
Pokazuje si¢ dalej, ze odwzorowanie pomigdzy dwoma nieskonczenie wymiaro-
wymi, zwartymi i eliptycznie wypuklymi podzbiorami /,, stawiajace w odpowie-
dnioéci punkty o jednakowych wspolrzednych, jest Zadanym homeomorfizmem.
(Dowody tych faktéw sa elementarne, ale do§¢ zZmudne).
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