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JRomaN Dupa (Wroctaw)

O hipotezie Poincarégo

1. Wstep. Topologia jest dyscypling niejednolita i wyrézni¢ w niej mozna kilka
nurtéw, wsréd nich topologie rozmaitosci i blisko z nia zwiazang pochodzeniem
i zainteresowaniami topologie algebraiczng. Obie zostaly zapoczatkowane w latach
1895-1904 traktatem Poincarégo [30] i piecioma uzupelnieniami do niego [31]
—[35]. Idea Poincarégo polegata na badaniu rozmaitosci §rodkami algebraicznymi
i taki charakter miato sformulowane w pigtym uzupelnieniu [35] przypuszczenie,
ktéremu nadano pézniej nazwe hipotezy Poincarégo. W ciggu kilkudziesieciu lat,
jakie minety od pojawienia si¢ traktatu Poincarégo, topologia rozmaitoéci roz-
wingla si¢ w duza dyscypling. Rozwiazano wiele trudnych i glghokich zagadnien,
osiggnieto wspaniale i czgstokro€ nieoczekiwane wyniki, rozwinigto nowe i bardzo
silne metody, a hipoteza Poincarégo pozostaje nietknigta jak rafa, o ktéra rozbijaja
si¢ najwicksi i wokol ktérej narasta legenda.

Celem tego artykulu jest przedstawienie tej hipotezy i badan wokdl niej roz-
winigtych.

Zacznijmy od przypomnienia podstawowych okreélen. Rozmaitosciq wymiaru
n nazywa si¢ przestrzen metryczna oSrodkowa M", ktorej kazdy punkt ma otoczenie
homeomorficzne z n-wymiarowa przestrzenig euklidesowa R”. Przyklady rozmai-
toéci: przestrzen euklidesowa R”, sfera S2, plaszczyzna rzutowa P2, torus 72 =
= S1x S, sfera S? itp.

Rozmaito$¢ zwarta nazywa si¢ zamknietq.

Rozmaito$ciq wymiaru n z brzegiem nazywa si¢ przestrzen metryczng oSrodkowa
M™, ktérej kazdy punkt ma otoczenie homeomorficzne z n-wymiarowa kula do-
mknigtg D", Kazda rozmaito$C jest wigc rozmaitoscia z brzegiem, ale nie na odwrdt.
Bedziemy uzywali symbolu int M" na oznaczenie zbioru tych punktow rozmaitosci
M", ktére maja otoczenie homeomorficzne z R* oraz symbolu @M" na oznaczenie
brzegu O0M”" = M"—int M". Oczywiscie, brzeg moze by¢ pusty. Jesli jednak dM" 4
# &, to OM”" jest wowczas rozmaitoScia wymiaru n—1. Przyklady rozmaitoéci
z brzegiem: kula D" (brzeg 0D" jest sfera S"'), petny torus S'xD? (brzeg jest
torusem S*xS?) itp. ‘

Sympleksem wymiaru n w R™, gdzie m > n, nazywa si¢ wypukla otoczke n--1
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punktéw w R™, ktére nie lezg w jednej (n—1)-wymiarowe]j hiperptaszczyznie w R™.
Wypukla otoczka dowolnego podzbioru tego ukladu punktéw tez jest sympleksem;
nazywa si¢ ja Sciang wyjsciowego sympleksu. Sciana wymiaru 0 nazywa si¢ wierz-
cholkiem. Sympleksami wymiaru 1 sa odcinki, wymiaru 2 — trdjkaty i wymiaru
3 — czworosciany. Scianami sympleksu wymiaru 3 sa: caly czworoscian (Sciana
wymiaru 3), jego $ciany geometryczne (Sciany wymiaru 2), krawedzie (Sciany wy-
miaru 1) i wierzcholki (§ciany wymiaru 0).

Kompleksem geometrycznym wymiaru n nazywa si¢ przestrzen metryczng osrod-
kowa X, ktora jest lokalnie skoficzong suma symplekséw takich, Ze jesli dwa z nich
si¢ przecinajg, to ich cze$é wspdlna jest $ciang kazdego z nich. Rodzine tych sym-
plekséw oraz wszystkich ich §cian nazywa si¢ takze triangulacjq przestrzeni X. Jesli
X jest ponadto rozmaitodcia (z brzegiem), to méwimy o rozmaitosci (z brzegiem)
z triangulacjq.

Podstawowa zaleta kompleksdw geometrycznych (triangulacji) jest skoficzony
ich opis polegajacy na wyliczeniu wierzchotkow symplekséw nalezacych do kom-
pleksu i wypisaniu tych zbioréw wierzcholkéw, na ktorych rozpicte sa sympleksy.
Opis taki wyznacza kompleks z dokladnoscia do homeomorfizmu. Wadg jest to,
Ze przestrzen (rozmaito$€) moze mieé wiele triangulacji. Triangulacje graja jednak
tylko rol¢ pomocnicza, podobnie jak uklady wspdirzednych w geometrii anali-
tycznej; typowe postgpowanie w topologii rozmaito$ci polega na znajdowaniu
za ich pomoca niezmiennikéw topologicznych, tzn. takich, ktére dla dowolnej
innej triangulacji- tej samej rozmaitoéci sg takie same, a wigc ktdre zalezag nie od
przypadkowej triangulacji, dla jakiej zostaty znalezione, lecz od rozmaitosci, ktérej
triangulacje rozpatrujemy. Znanym przykladem takiego niezmiennika jest charak-
terystyka FEulera—Poincarégo rozmaitosci M”, ~

x(M") = Op—0ay +a2"" e +(— l)nan.

gdzie o, jest iloScia symplekséw wymiaru k& dowolnej ustalonej triangulacji rozmai-
tosci M".

§

2. Sformulowanie ‘hipotezy i jej uogoélnienia. Poincaré zapoczatkowal' pewna
metode otrzymywania niezmiennikéw topologicznych rozmaitoéci, majacych stru-
ktur¢ algebraiczng grupy. Mianowicie, majac dang rozmaito§¢ M" z brzegiem
i jaka$ triangulacja, konstruuje on pewien cigg grup abelowych, o ktérym pdzniej
J. W. Alexander dowidd!l, ze dla kazdej innej triangulacji tej rozmaito$ci otrzyma
si¢ ciag identyczny. Tak wigc grupy Poincarégo nie zaleza od triangulaciji, za po-
moca ktdrej zostaty okreslone, lecz jedynie od samej rozmaito$ci M". Nazywa sie
je grupami homologii rozmaitosci M"™ 1 oznacza przez

Hy(M™), H (M™), ..., H,(M", ...

Konstrukcja tych grup jest skomplikowana. Intuicyjnie, k-wymiarowa grupa
homologii H,(M"™) informuje o ilo§ci k-wymiarowych dziur oraz istnientu i krot-
nosci k-wymiarowych skrecen. Méwimy, Ze rozmaito$¢ M”™ ma k-wymiarowa dziure,
gdy — przy ustalonej jej triangulacji — istnieje k-wymiarowa podrozmaitos$é zamknieta,
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zlozona z symplekséw triangulacji, ktéra nie jest brzegiem Zzadnej (k--1)-wymia-
rowej podrozmaito$ci rozmaitoSci M”. W tym sensie sfera S* nie ma 1-wymiaro-
wych dziur i ma 2-wymiarowa dziurg (jej ,,wnetrze™), a torus 72 = S'x S* ma
1-wymiarowe dziury (réwnik i potudnik) i 2-wymiarowa dziure (swoje ,,wnetrze”™).
Podobnie méwimy, Ze rozmaitos¢ M" ma k-wymiarowe skrecenie, gdy istnieje
k-wymiarowa podrozmaito$§¢ zamknigta B, zloZzona z symplekséw triangulacji,
ktéra sama nie jest brzegiem zadnej (k+1)-wymiarowej podrozmaitosci, ale ktorej
pewna algebraiczna wielokrotno$¢ jest brzegiem algebraicznym (znaczy to mniej
wigcej tyle, ze kazdemu (k+1)-wymiarowemu sympleksowi triangulacji mozna
nadaé orientacje w ten sposéb, Ze orientacje indukowane na k-wymiarowych sym-
pleksach zniosg sig, jesli taki sympleks nie nalezy do B i nie zniosg sig, jesli sympleks
nalezy do B; w tym drugim przypadku rdznica orientacji jednych i przeciwnych
jest dla kazdego sympleksu taka sama (na rys. 1 przedstawiajacym pewna triangu-

(o)

(w)
O

Rys. 1

lacje plaszczyzny rzutowej P2 linia pogrubiona jest skrgceniem krotnoéci 2)). Sfera
S2 i torus 7% nie majg skreceni, natomiast wstega Mobiusa, plaszczyzna rzutowa P2
(rys. 1) i butelka Kleina K maja 1-wymiarowe skrgcenia krotnosci 2. Dalsze przy-
ktady mozna znalezé, m. in., w ksiazce [37].

Kazda grupa homologii jest skonczenie generowalng grupa abelowa, daje sig¢
wigc przedstawi¢ w postaci

H(M") = Z+...+Z+Z, +...+Z, ,

gdzie liczba skladnikéw wolnych, tzw. k-wymiarowa liczba Bettiego, odpowiada
iloSci dziur, a liczba m i wspdltczynniki ¢4, ..., t,,, tzw. wspdlczynniki torsji — ilosci
1 krotnoéci skreceni.
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Przyklady:
' = Z gdy k=0,2,
gay , 1, 0 gdy k > 2,
Z gy k=0, §+z ggy IZ: (l),
H@P)= {Z, gdy k=12 HKX)= 2 gy k=1,
0 dy k> 2 Z, gdy k=2,
= ’ 0 gdy k> 2.

Grupy homologii natychmiast ujawnily swa wielka przydatno$é, jak bowiem
pokazal Poincaré [30]-[32], charakteryzuja one catkowicie rozmaito$ci zamknigte
wymiaru 2, czyli tzw. powierzchnie zamknigte. Mianowicie: dwie powierzchnie
zamknigte sa homeomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy ich grupy homologii sg
izomorficzne. Daje to nie tylko klasyfikacje powierzchni, ale takze algorytm po-
zwalajacy w skonczenie wielu krokach wyznaczy¢ typ topologiczny rozmaitosci.
Dla powierzchni zwartych z brzegiem analogiczna charakteryzacje stanowia grupy
homologii plus liczba sktadowych brzegu.

Nasuwalo si¢ naturalne przypuszczenie, wysunigte przez Poincarégo w [32],
Zze grupy homologii klasyfikuja takZze rozmaito$ci wyzszych wymiaréw. W odnie-
sieniu do sfery S* mozna to przypuszczenie tak sformulowaé [35]: Czy rozmaito$é
zamkni¢ta wymiaru 3, ktéra ma grupy homologii takie jak sfera S3, jest homeo-
morficzna ze sfera S*? Nazywajac sferq homologiczng rozmaito$§¢ zamknigta M"
majaca grupy homologii sfery S”, mozna ostatnie pytanie sformutowaé krétko:
Czy 3-wymiarowa sfera homologiczna jest homeomorficzna ze sferg S3?

\

Rys. 2

Troche niespodzianie okazalo sig, ze sfera homologiczna moze zwyczajna sferg
nie byé. Najprostszych przykladéw dostarczajg tzw. rozmaitosci dodekaedralne,
sferyczna i hiperboliczna. Obie powstaja z bryly dwunastoscianu foremnego przez
sklejanie pewnych punktéw jego powierzchni.

Rozmaitosé dodekaedraina sferyczna powstaje przez naklejenie na siebie kazdej
pary przeciwlegtych pieciokatéw po skreceniu jednego z nich w lewo (patrzac w kie-
runku $rodka bryly) o kat /5 (rys. 2). Jak sie bez trudu dowodzi przez odwolanie
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do charakterystyki Eulera—Poincarégo (por. [37], str. 216), powstaje rozmaitos§¢
zamknigta wymiaru 3. Mozna pokazad, ze jej grupy homologii sg identyczne z gru-
pami homologii sfery S3 (tamze, str. 216-218), a wiec Ze jest to sfera homologiczna
wymiaru 3. .

Rozmaito$¢ dodekaedralna hiperboliczna powstaje w analogiczny sposob przez
naklejenie na siebie kazdej pary przeciwleglych pieciokatow, ale po skreceniu je-
dnego z nich w lewo o kat 3=/5. W wyniku, jak poprzednio, powstaje 3-wymiarowa
sfera homologiczna.

Obie te rozmaitosci réznig si¢ jednak migdzy soba i zadna z nich nie jest sfera,
mozna bowiem wskazac¢ wlasno$¢ topologiczna, ktora ma sfera, ale ktérej one
nie maja: W sferze S® kazdy obraz ciagly okregu S* daje si¢ $ciagnaé do punktu
(tzn. kazde przeksztalcenie ciagle f:S*—>S% ma rozszerzenie F :D?—S3), nato-
tomiast w obu rozmaitodciach dodekaedralnych istniejg krzywe zwykie zamknigte
nie$ciagalne.

Poincaré poprawil wigc pytanie i zapytat czy 3-wymiarowa sfera homologiczna,
w ktérej kazdy obraz ciagly okregu S? jest $ciggalny do punktu, jest homeomor-
ficzna ze sferg S3. I to pytanie, mimo ogromnego postepu w topologii, jest otwarte
do dzi$. Jest to wlasnie owa stynna hipoteza Poincarégo.

Nazywajac przestrzeniq jednospojng przestrzen topologiczng, w ktérej kazdy
obraz ciagly okregu S* jest $ciggalny do punktu — hipotezie Poincarégo mozna
nadaé taka krétka postac:

HiPOTEZA POINCAREGO. Jednospdjna sfera homologiczna M? jest homeomor-
ficzna ze sferq S3. ,

Hipoteza Poincarégo w naturalny sposéb uogdlnia si¢ na dowolny wymiar,
co prowadzi do tzw. uogdlnionej hipotezy Poincarégo.

UOGOLNIONA HIPOTEZA POINCAREGO. Jednospéjna sfera homologiczna M™ jest
homeomorficzna ze sferq S".

Postugujgc sie pojeciem typu homotopii mozna uogdlniong hipoteze Poincarégo
sformulowaé jeszcze inaczej. Bedziemy mianowicie moéwili, ze dwie przestrzenie
X i Y maja ten sam fyp homotopii, gdy istnieja przeksztalcenia f: X~>Y i g: Y—>X
takie, ze ztoZenie fog jest homotopijne z tozsamo$cia na Y, a zlozenie gof jest homo-
topijne z tozsamo$cia na X (dwa przeksztalcenia ¢, y: W—T nazywaja si¢ homo-
topijne, gdy istnieje ciagla rodzina przeksztalcenr 4, : W—T, 0<<t<1, taka Ze
ho = ¢ i hy = y). Obrazowo, ale mniej §cisle, mozna powiedzieé, ze przeciagnigcie
Xprzez Y, X Lyiy ,iprzeciagniecie Yprzez X, Y5 X N Y, nie powodujeistotnych
strat w topologii, kazde z tych przeksztalcen daje si¢ bowiem przeprowadzi¢ przez
ciagla deformacje X lub, odpowiednio, Y na sobie na tozsamo$¢. Intuicyjnie jest
jasne, Ze struktury topologiczne X i Y musza by¢ sobie bliskie. Uogdlniona hipo-
teza Poincarégo jest rownowazna sformutowaniu, ze jesli X jest sfera S”, Y roz-
maitoécia zamknigta M” (tzn. jesli rozmaito$¢ zamknigta M” ma typ homotopii sfery
S", co wyrazamy krétko, nazywajac takg rozmaito$é¢ M” sferq homotopijng) oraz
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X ma ten sam typ homotopii co Y, to struktury te sg identyczne. Dowodzi sie
mianowicie, Zze rozmaito§¢ zamknigta M™ jest sfera homotopijng wtedy i tylko
wtedy, gdy jest ona jednospdjna i ma grupy homologii sfery.

UOGOLNIONA HIPOTEZA POINCAREGO W POSTACI HOMOTOPUNEJ. Sfera homo-
topijna M" jest homeomorficzna ze sferq S".

Sfera homotopijna jest z definicji rozmaitoscia topologiczng. Wobec braku
dobrych ogélnych metod zwykle przyjmuje si¢ jeszcze zaloZenie, Ze ma ona struk-
ture rozmaito$ci kombinatorycznej lub rozmaitosci gladkie;j.

Przypomnijmy, ze rozmaito$¢ M" nazywa sie kombinatoryczng, gdy — mé6-
wigc troche¢ niesci§le — ma ona triangulacje lokalnie izomorficzng z jakgkolwiek
triangulacja n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej R". Dla n = 3 kazda trian-
gulacja ma t¢ wiasno$é [24], dla n > 3 zagadnienie jest otwarte.

Rozmaito§¢ M" nazywa si¢ gladkq, gdy istnieje na niej atlas {U,, ¢,} klasy
C®, tzn. rodzina zbioréw otwartych U, i homeomorfizméw ¢, przeprowadzajacych
U, na podzbiory otwarte przestrzeni R” taka, ze zbiory U, pokrywaja M", a ho-
meomorfizmy qaﬂqo;": P (UNUp)—>R" sg rbiniczkowalne klasy C*.

Dla wymiaru n = 3 zalozenie, ze sfera homotopijna jest rozmaitoécig kombina-
toryczng lub gladka — nie jest zadnym ograniczeniem. Istotnie, jak bowiem pokazat
Moise [24] (p. takze Bing [2]), kazda rozmaito$é topologiczna wymiaru 3 jest trian-
gulowalna, a przeto ma struktur¢ rozmaitosci kombinatorycznej. Z kolei za$, zgo-
dnie z twierdzeniem Cairnsa ([6], twierdzenie 14.2) na kazdej rozmaitoéci trian-
gulowalnej wymiaru n<C 4 istnieje struktura gtadka.

Dla wyzszych wymiaréw dodatkowe zalozenie o strukturze kombinatorycznej
lub gladkiej sfery homotopijnej jest jednak istotnym wzmocnieniem zalozen hi-
potezy, istnieja bowiem np. rozmaitoéci triangulowalne nie majace Zadnej struktury
gladkiej [12]. Mimo takiego wzmocnienia zalozeni nie mozna jednak oczekiwag,
by mozna byto podobnie zaostrzy¢ teze. Np. z tego, ze sfera homotopijna M” jest
gtadka na pewno nie moze wynikaé, Ze jest ona gladko rownowazna sferze S”, tzn.
Ze istnieje homeomorfizm /4 : M"—>S" taki, Zze zaréwno on sam, jak i jego odwro-
tno$¢, sa rézniczkowalne klasy C* (taki homeomorfizm nazywa si¢ dyfeomorfi-
zmem, a rozmaito$ci nim zwiazane — dyfeomorficznymi). Istotnie, jak bowiem
pokazal Milnor [21], istnieja rozmaito$ci homeomorficzne z S7 (sa to wiec, a for-
tiori, sfery homotopijne), ale nie dyfeomorficzne z S7. (Od przypadku gtadkiego
trochg¢ si¢ r6zni przypadek kombinatoryczny, tu mozna bowiem w tezie Zadaé
troche wigcej niz tylko homeomorfizmu, por. [49].)

3. Dowdd wogélnionej hipotezy dla wymiaréw n> 5. Najpowazniejszym dotych-
czasowym osiggnigciem w badaniach nad uogdlniong hipoteza Poincarégo jest
jej dowdd dla wymiaréw n> 5 przy zatoZeniu, ze rozmaito$é jest kombinatory-
czna lub gladka, uzyskany w latach 1960—1962 przez Smale’a [38], Stallingsa [39],
Wallace’a [42] i Zeemana [48], [49].

Naszkicuje najpierw dowdd dla przypadku gtadkiego.
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Przypomnijmy, ze podzbiér V zbioru W nazywa si¢ jego retraktem deforma-
cyjnym, gdy istnieje ciggla rodzina przeksztalcen f,: W—W, 0<<¢<1, taka ze
fo jest tozsamoscia na W, a f; retrakcja W na V.

Kluczowym elementem dowodu jest nastgpujace twierdzenie, majace zreszta
duza warto$¢ niezaleznie od hipotezy Poincarego.

TWIERDZENIE O /#-KOBORDYZMIE. Niech W" bedzie rozmaitosciq gladka, zwartq,
z brzegiem OW" = V U V' (suma rozlgczna, V i V' nie muszq byé spdjne). Jesli

@) W", Vi V' sq jednospdjne,

(i) V i V' sq retraktami deformacyjnymi rozmaitosci W™,

(iii) wymiar dim W" = n > 6,
to

W sito VX 1.

Zalozenia (i) i (ii) sg istotne, zatoZenia (iii) nie udalo si¢ poprawi¢. Dla n =3
twierdZenie o h-kobordyzmie jest rownowazne hipotezie Poincarégo. Inne komen-
tarze: patrz [23].

Nazwa twierdzenia pochodzi stad, Ze rozmaitoéci ¥'i ¥’ spelniajace warunek (ii)
nazywaja si¢ h-kobordyczne. Z twierdzenia o h-kobordyzmie wynika

WNIOSEK. Rozmaitosci V, V' jednospdjne i h-kobordyczne wymiaru > 5 sq dy-
Jfeomorficzne.
™ Niech teraz M” bedzie gladka sfera homotopijna. Rozpatrzmy rozmaito§é
7 brzegiem

~

M" = M"—intD",

Rys. 3

gdzie D" =« M" jest gladko wlozona n-wymiarowa kula. Brzegiem tej rozmaitosci

jest oczywiscie sfera S™*. Laczac dwa egzemplarze rozmaitoéci M™ wzdluz brzegu

S"~! za pomoca przeksztalcenia identycznosci otrzymujemy rozmaitoéé zamknieta
2M" = M"u M"‘.

'”3 Nietrudno zauwazyé, ze 2M" jest brzegiem rozmaitosci Sciagalnej ([13], str. 507).
Istotnie, biorac bowiem produkt M"xIi $ciagajac do punktu kazdy odcinek s 1,
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gdzie seS"! otrzymujemy rozmaitosé N"*! z brzegiem réwnym 2M" (rys. 3).

Rozmaito§¢_N"*1 jest squgalna mozna bowiem wzigé jej retrakcje deformacyjna
po odcinkach pX1I, p e M ", na M " a M"z kolei $ciagnaé do punktu (co jest mozliwe,
bo M" powstaje ze sfery homotopijnej M" przez usunigcie wnetrza jednej kuli).

Z kolei fatwo widzie¢, ze rozmaito$¢ jest brzegiem rozmaitosci $ciagalnej wtedy
i tylko wtedy, gdy jest ona A-kobordyczna ze sfera. Istotnie, jesli bowiem Q" jest
brzegiem rozmaitosci §ciagalnej T"+! do punktu p € int7"*?, to wycinajac z T"**

Rys. 4

wnetrze odpowiedniej kuli wokét p otrzymujemy s-kobordyzm migdzy Q" a brzegiem
S” tej kuli (rys. 4). Implikacja odwrotna (w naszym przypadku nieistotna) wynika
przez zaklejenie sfery kula.

Z obu powyzszych przestanek wynika, Ze rozmaitos¢ 2M" jest h—kobordyczna
ze sferg S™ Je§li n>> 5, to na mocy wniosku z twierdzenia o A-kobordyzmie 2M”
jest dyfeomorficzna ze sferg S™.

Dla zakonczenia dowodu wystarczy teraz powotaé si¢ na uwogdlnione twierdzenie
Schoenfliesa. Nazwijmy sfer¢ 2"~ lezaca w S" lagodna, gdy ma ona w S” otoczenie
postaci S"™"!'x[—1, 1], gdzie S""'Xx0 odpowiada X"~*. Wspomniane twierdzenie
glosi, ze (n—1)-wymiarowa sfera lagodna w S” dzieli S” na dwa obszary takie, ze
domkniecie kazdego z nich jest kula [5]. Stosujac to twierdzenie do sfery $"~* < 2M"
(sfera zanurzona gladko jest tagodna) wnosimy, ze M" jest kula.

Ostatecznie wiec M", jako suma dwéch kul M"i D" sklejonych wspSlnym brze-
giem S”~1, jest homeomorficzna ze sferg S™.

Dla n> 6 dowdd jest znacznie prostszy. Rozpatrujemy dwa roztaczne gladkie
zanurzenia i: D" = M”" oraz j: D" ¢ M”. Rozmaito$c

_ M"—i(int D")—j(int D")
jest A-kobordyzmem migdzy dwoma egzemplarzami S"~*, a zatem, na mocy twier-

dzenia o A-kobordyzmie, rozmaitos¢ ta jest dyfeomorficzna z produktem S”~1x 1.
Doklejajac z powrotem kule i(D") i j(D") otrzymujemy S”.
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W przypadku kombinatorycznym dowdd musi by¢ oczywiscie inny. W duzym
skrécie moze on wygladac tak (por. [3], str. 125). Zaczynamy od pokazania, stosujac
tzw. lemat o pochlanianiu (,,engulfing lemma®), Ze jeéli rozmaito§é kombinatoryczna
M?" jest sfera homotopijna, to kazdy (n—3)-wymiarowy kompleks geometryczny
lezacy w M" i zgodny z jej struktura kombinatoryczng daje si¢ zanurzy¢ we wnetrze
(,,pochtonaé” przezen) n-wymiarowej kuli w M". Ustalamy triangulacje 7’ na M"
i zanurzamy jej (n—3)-wymiarowy szkielet G"~3, tj. kompleks zlozony ze wszystkich
symplekséw triangulacji o wymiarach << n—3, we wngtrze n-wymiarowej kuli Cj.
Nastepnie bierzemy podpodzial barycentryczny T triangulacji 7' i przez H? ozna-
czamy kompleks zlozony ze wszystkich sympleksow tego podzialu roztacznych
z G"3; nietrudno sprawdzié, ze H? nie zawiera symplekséw o wymiarach > 2.
Jesli 2 << n—3 (co ma miejsce tylko dla n > 5), to istnieje n-wymiarowa kula C, zawie-
rajaca w swoim wnetrzu H2. Powigkszamy C, i C, poki nie pokryja calej rozmaitosci
M", Jak wynika z uoglhionego twierdzenia Schoenfliesa [5], rozmaito$é¢ zwarta
wymiaru n, ktéra jest suma dwéch kul otwartych, jest homeomorficzna ze sferg S™.

4. Proby dowodu hipotezy dla wymiaru 3. Do rozstrzygniecia uogdlnionej hipotezy
Poincarégo pozostaly wigc dwa wymiary: wymiar 3, dla ktérego hipoteza ta byta
pierwotnie sformulowana oraz wymiar 4. Oba te wymiary, a czasem jeszcze takze
1 wymiar 5, sg nazywane przez niektorych topologdéw ,.krytycznymi”, zagadnienia
zwigzane z nimi okazuja si¢ bowiem czgsto znacznie trudniejsze niz dla wyzszych
wymiaréw i oprécz hipotezy Poincarégo mozna wskazac takze inne jeszcze hipotezy
i twierdzenia, ktére sa dotad nie rozstrzygnigte, badz tez zostaly dowiedzione pdzniej
niz w przypadku obejmujacym rozmaitoéci wyzszych wymiardw.

Przedstawimy tu krétko niektdre proby rozstrzygniecia tej hipotezy dla wymiaru 3.

Zasadnicza trudno$¢ w rozwijaniu takich préb lezy w braku dobrych charak-
teryzacji sfery S° lub twierdzen implikujacych takie charakteryzacje (jak np. twier-
dzenie o h-kobordyzmie dla wymiaréw > 5). Jednej z niewielu charakteryzacji
dostarcza znane twierdzenie Reeba (por. [22], twierdzenie 4.1): jeéli na rozmaitosci
zamknigtej 1 gladkiej M™ istnieje funkcja Morse’a, ktéra ma tylko dwa punkty
krytyczne, to M" jest homeomorficzna z S". Stosowanie tego twierdzenia droga
modyfikacji wyjsciowej funkcji Morse’a do funkcji Morse’a z dwoma tylko punktami
krytycznymi wymaga jednak techniki podobnej do uzywanej w dowodzie twierdzenia
o h-kobordyzmie, a dla wymiarow krytycznych technika ta si¢ zacina.

W wyniku licznie podejmowanych prob uzyskano pare dalszych charakteryzaciji
oraz rézne redukcje hipotezy, z ktdrymi mozna wigzaé¢ pewne nadzieje. Przytocze
cickawsze.

Najstarszy ogloszony drukiem ,,dowdd” hipotezy Poincarégo pochodzi od
znakomitego topologa angielskiego J. H. C. Whiteheada [43] z 1935 r. Tutaj
jednak sam autor znalazt blad [44].

Okoto 1955 r. hipoteza Poincarégo zajmowal si¢ Bing. Z pewnym opdZnieniem,
spowodowanym pogloskami o rozstrzygnigciu tej hipotezy w Princeton, oglosit
on pracg [1] zawierajaca nastgpujaca charakteryzacje:
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TWIERDZENIE BINGA. Rozmaitos¢ spdjna, zamknieta, wymiaru 3 jest homeo-
morficzna ze sferq S® wtedy i tylko wtedy, gdy kazda krzywa zwykla zamknieta w tej
rozmaitosci lezy w kuli zawartej w tej rozmaitosci.

Na mocy tego twierdzenia hipoteza Poincarégo redukuje si¢ do dowodu, ze
jednospojnos$é sfery homotopijnej pociaga wyzej sformutowany warunek. Warunek
ten jest jednak bardzo delikatny, istnieja bowiem — jak zobaczymy nizej — rozmaitos-
¢i jednospdjne nie spelniajace go.

Sensacje przynidst rok 1958, kiedy to zostata ogloszona praca japonskiego mate-
matyka Kosekiego [14] zawierajaca ,,dowéd” hipotezy. Druga polowa tej pracy,
liczacej ponad 100 stronic druku, zawiera poprawny wynik, Ze rozmaito$¢ zamknieta,
spdjna, wymiaru 3 jest homeomorficzna ze sfera S3, jesli dla jakiejkolwiek jej trian-
gulacji potrafimy zanurzyé w 3-wymiarowa przestrzeh euklidesowa R® 2-wymia-
rowy szkielet tej triangulacii, tj. podzbidr rozmaitoéci zlozony ze wszystkich symplek-
sOw triangulacji o wymiarach < 2. Jednakze pierwsza cze$¢ pracy dowodzaca, Ze
dla sfery homotopijnej jest to mozliwe, nie jest jasna.

Latem 1965 r. Stallings [40] mial na seminarium topologicznym w Wisconsin
odczyt pod zaskakujacym tytulem Jak nie nalezy dowodzié¢ hipotezy Poincarégo.
Opisal w nim nieudang préb¢ dowodu tej hipotezy za pomoca pewnego twierdzenia
o homotopii, ktére okazalo si¢ prawdziwe dla wszystkich wymiaréw z jedynym
wyjatkiem, kluczowego w tym przypadku, » = 2. W tymze odczycie autor przed-
stawil kilka zagadnien topologiczno-algebraicznych, ktérych pozytywne rozstrzy-
gnigecie pociagaloby istnienie dla sfery homotopijnej wymiaru 3 diagramu Heegarda
(p. nizej) rodzaju 1. :

Wiekszo$¢ dotychczasowych préb dowodu hipotezy idzie jedna z dwéch droég:

1) rozktadu sfery homotopijnej na kule oraz reszte i pokazama ze domkniecie
reszty jest tez kula,

2) pokazania, Ze istnieje rozklad sfery homotopijnej na dwa zwyczajne torusy
sklejone wspolnym brzegiem.

Omoéwimy je kolejno.

1) Jesli M? jest sfera homotopijna, a D® = M3 jest porzadnie w niej lezgca kula
(np. sympleksem triangulacji lub jako podrozmaitoéé gtadka), to rozmaitos¢ M3—
—intD3, zwana kulq homotopijng, jest — podobnie jak kula zwyczajna — zwarta,
spéjna i jednospdjna, z brzegiem réwnym S? = 8D3. Jeéli taka kula homotopijna
jest zwyczajng kula, to sfera homotopijna M? jest zwyczajna sfera, ale jedli taka kula
homotopijna zwyczajna kula nie jest, M jest kontrprzykiadem na hipoteze Poinca-
régo.

Ta drogg szed! przytoczony wyzej dowdd Smale’a uogdlnionej hipotezy Poinca-
régo, ale Smale miat do dyspozycji twierdzenie o h-kobordyzmie, z ktérego w istotny
sposob skorzystat. Dla wymiaru 3 twierdzenie to jest jednak réwnowazne hipotezie
Poincarégo.

Pewnych mozliwosci dostarcza rozwazanie triangulacji kuli homotopijnej wedtug
wzoru: jesli kula homotopijna ma ,,dobra” triangulacje, to jest kula zwyczajng.
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Np. kula homotopijna jest zwyczajna kulg, je$li 3-wymiarowe sympleksy jakiej$
jej triangulacji mozna ustawi¢ w ciag sy, 85, ..., S, taki, Ze kazda suma czgéciowa
$;U...Usy, gdzie k<n, jest kula homotopijna (por. [3], str. 107). Cho¢ moze si¢
to wydawaé dziwne, istnieje wiele triangulacji zwyczajnej kuli, ktére nie maja tej
wlasnosci ([3], str. 108) i nie bardzo wiadomo, jak od ,,zlej” triangulacji przej$é do
,,dobrej”.

Na pomyst innej mozliwosci wpadli okoto 1964 r. Haken i Poénaru. Ich plan
byl podobny, chociaz Haken pracowal za pomocsa triangulacji, a Poénaru uzywatl
struktur gladkich. Kazdy z nich usuwal ze sfery homotopijnej M3 wnetrze zwyczajnej
kuli, co dawato kule homotopijng N3. Z twierdzenia Hurewicza wynika, Zze skoro
7w (N?) =01 Hy(N?) =0, to #,(N3) =0, a zatem istnieje homotopia Sciggajaca
brzeg S$? rozmaitosci N3 do punktu w N3. Kazdy z nich prébowatl t¢ homotopig
,Wygladzi¢”, by méc wywnioskowaé, ze N3 jest kula. Zadnemu si¢ nie udato (por.
Bing [4], Haken [10}). ’

W bliskim zwigzku ze Sciggalnoscia pozostaje zgniatalno$¢ (,,collapsibility”
w sensie J. H. C. Whiteheada [46]). Jesli w kompleksie K wystepuje sympleks ¢”,
ktdrego pewna (n—1)-wymiarowa §ciana 6"~ ! jest wolna, tzn. nie jest §ciana Zadnego
innego sympleksu (rys. 5), to méwimy, ze kompleks K jest elementarnie zgniatalny

7.\

k)

Ky

Rys. 5

do podkompleksu K, powstajacego z K przez usuniecie wnetrz sympleksu ¢” i jego
$ciany ¢!, co zapisujemy K\ K; . Méwimy, ze kompleks K jest zgniatalny do kom-
pleksu L, co piszemy KL, gdy istnieje cigg elementarnych zgniecefi

KNK N ONE L.

Jesli L jest punktem, kompleks K nazywa sie zgniatalnym do punktu, lub krétko
i po prostu zgniatalnym, co zapisuje si¢ w postact K\ 0. Wéréd rozmaitosci zgniatalne
do punktu sg tylko kule ([46], twierdzenie 23, wniosek 1).

Oczywiscie, kompleks zgniatalny do punktu jest $ciagalny do punktu, ale nie na
odwrét. Np. trgbka Borsuka (zwana przez Anglosaséw takze oslg czapkq), powsta-
jaca z pelnego tréjkata ABC przez identyfikacje jego bokdw AB = AC = BC, jest
$ciagalna do punktu, ale nie mozna na niej wykona¢ Zadnego zgniecenia.
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Matematyk angielski E. C. Zeeman wysunat nastepujaca hipoteze [50].

HiPOTEZA ZEEMANA. Jesli 2-wymiarowy kompleks K jest Sciqgalny, to kompleks
K X1 jest zgniatalny.

Z hipotezy Zeemana wynika hipoteza Poincarégo [50). Mianowicie, je§li M3
jest sferg homotopijna, to bierzemy jakakolwiek jej triangulacje i usuwamy wnetrze
jednego sympleksu. Pozostaje kula homotopijna N3. Zgniatamy ja do 2-wymiarowego
kompleksu K (sa wolne $ciany), ktéry jest Sciagalny, bo N3 jest §ciagalna. Jesli
hipoteza Zeemana jest prawdziwa, to

N3XINKXINO,

a zatem N3x 7 jest kulg. Przeto ON® < 0(N3xI) = S®. Ale brzegiem N3 jest brzeg
usunigtego sympleksu, a zatem, topologicznie, IN* = S2, skad na mocy twierdzenia
Schoenfliesa wnosimy, ze N3 musi byé kula.

Préby obalenia hipotezy Zeemana (co zreszta nie obalaloby jeszcze hipotezy
Poincarégo) trudnymi, specjalnie dobieranymi przyktadami 2-wymiarowych komplek-
sOw $ciggalnych nie daty dotad wyniku (por. [16]).

Inna redukcje hipotezy Poincarégo zwigzang z tg sama drogg uzyskal pare lat
temu Gross [8]. Wyréznia on mianowicie klase PC (,,Poincaré Category”) roz-
maito$ci wymiaru 3, ktére maja t¢ wlasno$¢, ze kazda kula homotopijna, ktdéra
w nich lezy, jest homeomorficzna z kula zwyczajng. Okazuje sig, ze do klasy PC
nalezg wszystkie znane rozmaitosci, a m.in. sfera S3, przsstrzen rzutowa P3, pro-
dukty M?x1 i wiazki z wléknem M? nad S', gdzie w obu przypadkach M? jest
dowolna powierzchnia zamknigta, przestrzenie soczewkowe L(p,q) itp. oraz Ze
klasa ta ma dobre wlasnosci formalne, np. jest dziedziczna (tzn. podrozmaito§é
rozmaitosci tej klasy nalezy do tej klasy), a w przypadku rozmaitosci orientowalnych
z niepustym brzegiem zachowuje si¢ przy ich sklejaniu wzdtuz dyskéw lezacych
na brzegach. ~

Jak wiadomo, rozmaito$¢ triangulowalna (a kazda rozmaito$¢ gtadka jest trian-
gulowalna) wymiaru »n nazywa si¢ orientowalna, gdy n-wymiarowym sympleksom
jakiejkolwiek jej triangulacji mozna nada€ takie orientacje (np. przez ustalenie ko-
lejnosci wierzchotkéw z doktadnodcia do parzystej permutacji), ze orientacje indu-
kowane na (n—1)-wymiarowych $cianach przez dwa sympleksy sasiednie sg zawsze
przeciwne.

TWIERDZENIE GROSSA. Jesli kazda rozmaitos¢ z brzegiem nalezqca do klasy PC
ma te wilasnosé, ze po doklejeniu do niej pelnego torusa wzdluz jego brzegu powstaje

" rozmaito$é klasy PC, to hipoteza Poincarégo jest prawdziwa. \

Dowéd wynika latwo z pewnego twierdzenia Wallace’a ([41], twierdzenie 7),
ktore gtosi, ze kazda rozmaito$¢ zwarta, orientowalna, spdjna i bez brzegu daje
si¢ otrzymaé ze sfery S® przez wycigcie w S pewnej liczby roztacznych pelnych
toruséw i wklejenie ich z powrotem. W szczegdlnosci, kazda rozmaito$¢ zwarta,
orientowalna, spdjna i majgca pusty brzeg bylaby w klasie PC. Klasa ta zawieralaby
wige takze sfer¢ homotopijna, a to oczywiscie znaczyloby, ze kazda sfera homo-
topijna jest sferg.
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2) Jeszcze w latach poprzedzajacych I wojne §wiatowa Heegard zauwazyl, ze
kazda rozmaitoé¢ zamknieta i spéjna M3 zawiera kulg z uchami T taka, Ze rozmai-
toé¢ M3 —intT? jest homeomorficzna z T3. Rozmaito$§¢ M?> mozna wigc przed-
stawi¢ w postaci dwdch takich samych kul z uchami, sklejonych wspdlnym brze-
giem P = 0T3. Zaznaczajac na powierzchni P kanoniczny uklad rozcie¢ R; kuli
z uchami 73 i kanoniczny uklad rozcigé R, kuli z uchami M3 —int 7 otrzymujemy
czworke (M3, T3, Ry, R,) zwang diagramem Heegarda rozmaito$ci M3 i stanowigca
pewne przedstawienie tej rozmaito$ci na powierzchni P. Przedstawienie to jest
jednoznaczne, kazdemu diagramowi Heegarda odpowiada bowiem, z doktadnodcia
do homeomorfizmu, tylko jedna rozmaitos¢ ([37], str. 220), nie jest jednak wza-
jemnie jednoznaczne, dana rozmaito§¢ moze mie¢ bowiem wiele diagraméw Hee-
garda.

Naduzywajac nieistotnie definicji, bedziemy modwili, ze para (M3, T?) jest dia-
gramem Heegarda rodzaju p dla M3, gdy M? jest rozmaito$ciag zamknigty, T3 jest
pelnym torusem rodzaju p (kula z p uchami) i M3 —intT? jest homeomorficzny
z T3.

Rozmaitodci, ktére maja diagram Heegarda rodzaju 1, zostaty sklasyfikowane
[36]: sa to mianowicie sfera S3, produkt S*Xx.S? oraz wszystkie przestrzenie so-
czewkowe L(p, q). Wobec tego, ze wérdd nich tylko sfera S® jest jednospdjna, dla
dowodu hipotezy Poincarégo wystarczy pokazal, Zze sfera homotopijna M3 daje
sic rozlozy¢é na dwa pelne torusy rodzaju 1, sklejone wspdlnym brzegiem, tzn.

M3 = T3 U (M3—int T9),
gdzie
T3 = M3—intT? = S*x D2,
top top

Préby dowodu hipotezy Poincarégo ta droga polegaja zwykle na odpowiednio
zrecznym przerabianiu wyjsciowego diagramu: Biorac jakikolwiek diagram Hee-
garda sfery homotopijnej, powiedzmy diagram Heegarda rodzaju p, konstruuje
sie diagram Heegarda tej sfery rodzaju p—1. Po skoniczenie wielu krokach dosztoby
si¢ do diagramu Heegarda rodzaju 1.

Znacznym ulatwieniem tego rodzaju konstrukcji sa wyniki Papakyriokopoulosa
z lat 1957-1962. Udowodnit on m.in, stynny lemat Dehna [25]: Jesli M3 jest roz-
maitosciq z triangulacjq, D* jest 2-wymiarowym dyskiem z triangulacjq i f : D*—M?3
przeksztalceniem symplicjalnym, ktére na pewnym otoczeniu N brzegu 0D* (w D?)
jest réinowartosciowe, to f(0D?) ogranicza dysk wieloScienny w M3. Mowiac obra-
zowo: jeSli w M3 mamy dysk z samoprzecigciami lezacymi daleko od brzegu, to
nie ruszajac brzegu mozna ten dysk ,,wygladzi¢” i samoprzeci¢cia zlikwidowaé
(rys. 6).

Papakyriokopoulos pracowal takze nad hipoteza Poincarégo i udowodnit na-
stepujace twierdzenie [27].-

TWIERDZENIE PAPAKYRIOKOPOULOSA. JeSli 3-wymiarowa rozmaito$¢ zamknieta
i orientowalna M3 ma diagram Heegarda (M3,T?) rodzaju p > 2, to istnieje krzywa
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zamknieta L < 0T?, ktdra nie jest Sciqgalna w 0T3, ale jest $ciqgalna zaréwno w
T3, jak i w M3*—intT3,

Nie powiodto si¢ mu jednak pokazanie, Ze jesli M3 jest ponadto jednospdjna,
to L moze by¢ krzywa zwykla zamknigta, tj. bez samoprzecigé. Gdyby tak bylo,
to stosujac lemat Dehna redukowatoby si¢ indukcyjnie rodzaj az do p =1, a to
znaczyloby, ze M3 jest S3.

Rys. 6

Ta sama droga zmierzajaca do pokazania, ze 3-wymiarowa sfera homotopijna
ma diagram Heegarda rodzaju 1, prébuje w ostatnich latach rozstrzygna¢ hipoteze
Poincarégo-Poénaru [28], [29]. Przytoczg dwa jego wyniki (oznaczenia jak na rys. 7).

Rys. 7

TWIERDZ ENIE HOMOTOPUNE. Niech (M3, T?) bedzie diagramem Heegarda rodzaju
p. Rozmaitos¢ M3 jest sferq homotopijng wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq zanurzenia

§;:8%=0T* dlai=1,2,...,p
takie, ze
55 ~2, wT? oraz s5;(S)~0 w M3—intT3.

Homeomorfizmy f, g : X—Y nazywaja sie izotopijne, gdy istnieje ciagla rodzina
homeomorfizméw h,: X—Y, 0<<t<1, taka Zze hy = f i h; = g. Jesli ponadto
ho (X) N b (X) = @ dla ¢’ 54 t", mamy izotopie Scislq. Zanurzenie f: S*—>Y nazywa
sie Scisle izotopijne zeru, gdy istnieje zanurzenie F: D*—Y takie, ze F|0D? = f.

TWIERDZENIE 1ZOTOPUNE. Jesli M3 jest sferq homotopijng, to istnieje diagram
Heegarda (M3, T?) i istniejq zanurzenia

0;:8">0T* dlai=1,2,..,p
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takie, Ze

() o; i X, sq Scisle izotopijne w T3,

(ii) o, jest Scisle izotopijne zeru w M>—intT3.

Twierdzenie izotopijne jest szczegSlnym przypadkiem tzw. twierdzenia struk-
turalnego [29], ktérego dowdd liczy obecnie (lato 1971) 424 stronice maszynopisu.
Gdyby kwantyfikator szczegdtowy ,,istnieje diagram” zastapic¢ ogdlnym ,,dla kazdego
diagramu” — mieliby§my hipotezg Poincarégo.

5. Proby znalezienia kontrprzykladu na hipoteze w wymiarze 3. Wysilkom zmie-
rzajacym do znalezienia dowodu trudnej hipotezy towarzysza zwykle préby skon-
struowania kontrprzyktadu. Punktem wyjécia takich préb w badaniach nad hipo-
teza Poincarégo byly rozmaitosci dodekaedralne, ktére daly poczatek klasie sfer
homologicznych, tzn. rozmaitosci zamknigtych wymiaru 3, ktérych grupy homo-
logii sa identyczne z grupami homologii sfery S3. Sfer takich, topologicznie réz-
nych, jest nieskonczenie wiele, a stosunkowo prosty sposéb konstrukcji pewnej
ich klasy podal niedawno Gross [9]. Sposdb ten polega na tym, ze w sferze S3 bie-
rzemy wezel k (tj. obraz homeomorficzny okregu S?), lekko go pogrubiamy do
torusa, a nastgpnie usuwamy wnetrze tego torusa. Otrzymujemy rozmaitos$é, zwang
dopelnieniem wezla k, ktdrej brzegiem jest torus. Bierzemy teraz dwa egzemplarze
tej rozmaitoéci i sklejamy je brzegami (torusami wlasnie) w ten sposéb, by réwnik
jednego torusa przeszedt na potudnik drugiego, a potudnik na réwnik. Identyczno$é
grup homologii tak otrzymanej rozmaitosci z grupami homologii sfery S3 wynika
7 ciggu Mayera-Vietorisa. To za$, ze taka sfera homologiczna nie jest sferag homoto-
pijna, pochodzi stad, ze je§li w sferze homotopijnej mamy torus tagodnie w niej
lezacy (z dwustronnym kolnierzem), to dzieli on t¢ sfer¢ na dwie czgéci, z ktérych
jedna — na mocy lematu Dehna i twierdzenia o petli (Papakyriokopoulos [26]) —
ma grupe fundamentalna okregu.

Oznaczajac przez M, rozmaito$¢ otrzymang z wezla toroidalnego typu (2, 2n--1)
Gross pokazal [9], ze jesli 2p--1 i 2g+1 sa liczbami pierwszymi oraz (4p+3) ! <
< 2g-+1, to M, i M, sa topologicznie rézne.

Préby znalezienia kontrprzyktadu na hipoteze Poincarégo polegaja na ,,rozej-
rzeniu si¢” w klasie sfer homologicznych z nadzieja znalezienia w niej sfery homo-
topijnej réznej od S*. Na tej drodze kandydata na kontrprzyklad mozna szukad
jak nastepuje (Bing [3]). Bierzemy kule C z zawgzlona dziura (rys. 8) i na jej brzegu
kres§limy potudnik L, tzn. takg krzywa zwykla zamknigta, ktéra przechodzi przez
dziure raz i nie ogranicza w R®*—intC, a nastgpnie do kuli C doklejamy pelny
torus T w taki sposob, by potudnik L nakleit si¢ na réwnik torusa 7, tzn. na krzywa
zwykla zamknigta leZzaca na jego brzegu, ktéra ogranicza w 7, ale nie w R® —intT.
Jak mozna pokazaé, grupa fundamentalna kuli C pokazanej na rys. 5 ma postaé

G=1{ab,c,d: cac™'b' =bdc™'d™' = aca~'d"' =1},
a po doklejeniu 7 przybiera postaé

G' = {a,b,c,d: cac-'b! = bdc~1d-! = aca~'d-! = ¢~'da~'ba = 1}.

3 — Wiadomos$ci Matematyczne t. 18
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To czy tak otrzymana sfera homologiczna jest sfera homotopijna, zalezy od
trywialnosci grupy G'.

By¢ moze wycinajac w D3 podobne dziury i wklejajac z powrotem pelne torusy
otrzymamy grup¢ fundamentalng, ktdrej relacje, dzigki jakiej§ sztuczce, okaza

/

si¢ relacjami grupy trywialnej, chociaz sama rozmaito§¢ nie bedzie sferg S3. Sa
tu jednak dwie powazne trudnoéci. Po pierwsze, algebra jest ,,wéciekla” i chyba
tylko przez przypadek mozna pokazaé, ze grupa jest trywialna. A po drugie, nawet
jesli algebra ,,pudci”, trzeba jeszcze pokazaé, Ze rozmaito$¢ jest topologicznie
rézna od S3. Badania jednak trwaja i w tej chwili np. wiadomo, Ze pewne wezly,
m.in. powszechnie znana koniczynka, nie prowadza do kontrprzykladéw (por.
Bing [3], str. 103). Jak si¢ ma sprawa z wezlem pokazanym na rys. 7, nie wiadomo.
Inng drogg szukania kontrprzykladu zaproponowat Fox [7].

Rys. 8

6. Znaczenie hipotezy Poincarégo dla topologii. Przez sam sposéb postawienia
zagadnienia, a w szczegolnosci przez wysuniecie naprzod Srodkow algebraicznych,
hipoteza data poczatek intensywnym badaniom w zakresie topologii rozmaitosci
i topologii algebraicznej, dwu szybko si¢ rozwijajagcym i blisko z sobg zwigzanym
kierunkom topologii.

Zeby daé tylko jeden przyktad bezposredniego wpltywu hipotezy na sposéb
stawiania zagadnien, zauwazmy, Ze jesli sformulowac ja w postaci: istnieje tylko
jedna rozmaito$é wymiaru 3, ktéra ma typ homotopii sfery S°, mianowicie sama
sfera S3, to latwo widzie¢, ze podstawiajac w niej za S* rézne rozmaitosci M™ otrzy-
mujemy calg rodzing pytan dotyczacych charakteryzacji rozmaitosci przez ich typy
homotopii. Trudne te zagadniena byly przedmiotem intensywnych badan i dzi$
juz np. wiadomo, Ze typy homotopii na ogét nie klasyfikuja rozmaitosci (np. prze-
strzenie soczewkowe L (7,1) i L(7,2) maja ten sam typ homotopii, ale nie sa ho-
meomorficzne [47]). Pozostaje jednak ciagle przypuszczenie, poparte pomySlnym
rozstrzygnieciem uogoélnionej hipotezy dla wyzszych wymiaréw, Ze jeSli ten typ
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jest w jakim§ sensie prosty, to istnieje tylko jedna rozmaito$¢ przezen reprezento-
wana.

Prosty typ maja niewatpliwie sfera S3, najprostsza rozmaito$¢ w klasie 3-wy-
miarowych rozmaito$ci zamknigtych i kula D3, najprostsza rozmaito$§¢ w klasie
3-wymiarowych rozmaitodci zwartych z brzegiem. Odrzucajac w tym drugim przy-
padku zwarto$é otrzymujemy kule otwarta (tj. bez brzegu), najprostsza 3-wymia-
rowa rozmaito$§¢ otwarta, tj. rozmaito$¢ bez brzegu, nie zwarta. Przez analogi¢
z hipoteza Poincarégo mozna wysunaé przypuszczenie: kazda rozmaito$¢ otwarta,
ktéra ma typ homotopii kuli otwartej (tj. kazda rozmaito$é nie zwarta, bez brzegu,
spojna i jednospdjna, homologicznie trywialna) jest homeomorficzna z kulg otwartg.

Jak delikatna jest hipoteza Poincarégo §wiadczy najlepiej to, Ze nieznaczne tylko
wychylenie si¢ poza nia, zawarte w wysunigtym przed chwilg przypuszczeniu, oka-
zuje si¢ falszywe. Znane sg juz dzi§ liczne rozmaitoéci otwarte majace typ homotopii
kuli otwartej, ale z nig nie homeomorficzne [20]. Tu przytocz¢ elegancka konstrukcje
pierwszej z nich, podang jeszcze w 1935 r. przez J. H. C. Whiteheada [45].

Rozmaito$¢ Whiteheada W jest sumg ciagu rosnacego pelnych toruséw T,
T,, ... w R3 z ktérych kazdy jest zaweZlony w nastgpnym tak, jak to pokazuje
rys. 9. '

ke

Rys. 9

Rozmaito§¢ W jest jednospdjna, kazda bowiem krzywa zwykla zamknigta
C = W lezy w ktérymS§ torusie T}, = W dla dostatecznie duzego k& (bo W jest suma
ciagu rosnacego przestrzeni zwartych), ale T jest ciagalny w T, < W, a zatem
takze C jest §ciggalne w T}, = W. Podobnie pokazuje si¢, ze takze wyZsze grupy
homotopii sa trywialne, skad wynika homologiczna trywialno$é W.

Rozmaito$¢ W nie jest homeomorficzna z R>, zawiera ona krzywa zwykla zam-
knieta, ktora nie lezy w zadnej 3-wymiarowej kuli K < W. Taka jest np. srodkowa
krzywa torusa T;. (Rozmaito$¢ W ma takze rdéine inne interesujace wlasnosci,
por. [11})

Tak silny wptyw hipotezy Poincarégo na topologi¢ jest oczywiscie mozliwy tylko
dzigki temu, Ze jest ona mocno zwigzana z podstawowymi jej zagadnieniami. Jednym
z nich jest tzw. zagadnienie klasyfikacyjne, polegajace na tym, by dla ustalonej klasy
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rozmaito§ci (np. zamknigtych, orientowalnych) i ustalonego wymiaru n znalezé
w tej klasie taki ciag M7, M3, ..., by kazda n-wymiarowa rozmaitoé¢ tej klasy byla
homeomorficzna z jedna i tylko jedng z rozmaitosci tego ciagu (znaleZé znaczy
podaé konstrukcje). Zwiazane z tym jest zagadnienie homeomorfizmu: podaé al-
gorytm rozstrzygajacy, czy dwie dane rozmaitosci wymiaru » s3, czy nie s3 homeo-
morficzne. W klasie rozmaitosci zwartych oba zagadnienia sa rozwiazane dla n =2
[37], otwarte dla n = 3, a — jak udowodnil Markov [18], [19] — zagadnienie ho-
meomorfizmu jest nierozwiazalne dla n>4. Z tego punktu widzenia przypadek
n = 3 jest szczegdluie interesujacy.

Do zagadnienia klasyfikacji rozmaitosci wymiaru 3 mozna podchodzi¢ réznymi
sposobami, tu przedstawig tylko pewne zwigzki miedzy zagadnieniem klasyfikacji
rozmaitoéci orientowalnych zamknietych wymiaru 3 a hipotezg Poincarégo.

Rozpatrzmy dwa pelne torusy tego samego rodzaju p > 0 (kula z p uchami).
Identyfikujac ich brzegi w réiny sposéb otrzymujemy przeliczalng rodzing topo-
logicznie nieréwnowaznych rozmaitosci zamknigtych wymiaru 3. W rodzinie tej
wyrézniaja si¢ dwie skrajne identyfikacje: ta, w ktdrej wyniku powstaje sfera zwy-
czajna S® i ta, ktdra daje sfer¢ z p uchami M,. Rozmaito$¢ M, mozna opisa¢ jak
nastepuje: bierzemy sferg S3, w niej 2p roztacznych 3-wymiarowych kul, a naste-
pnie usuwamy wnetrza tych kul i identyfikujemy brzeg i-tej kuli z brzegiem (i-+p)-ej
kuli, i=1, 2, ..., p, w taki sposéb, by rozmaito$¢, ktéra powstaje, byla oriento-
walna.

Grupa fundamentalna 7, (M)) jest grupa wolna o p generatorach. Pytanie o im-
plikacj¢ odwrotng: Czy jesli grupa fundamentalna rozmaito$ci zamknigtej orien-
towalnej jest grupa wolna o p generatorach, to rozmaito$¢ jest sfera z p uchami?
— ma odpowiedz pozytywna, ale tylko przy zalozeniu hipotezy Poincarégo [25].

Rozpatrzymy teraz diagram

gdzie kropki taczace M), z 3 przedstawiaja rozmaitosci powstale ze sklejenia dwdch
toruséw rodzaju p w sposéb rézny od identyfikacji dajacych S* i M,. Rozmai-
tosci skrajne S3, My, M,, ... sa scharakteryzowane (z dokladnoscia do homeomor-
fizmu) przez ich grupy fundamentalne, jesli hipoteza Poincarégo jest prawdziwa [25],
rozmaito$ci lezace miedzy S® a M, zostaly sklasyfikowane przez Reidemeistera [36]
przy zaloZeniu innej hipotezy, tzw. Hauptvermutung (dowiedzionej dla rozmaitosci
wymiaru 3 przez Moisego [24]), reszta jest niewiadoma. Zagadnienie klasyfikacji
polegaloby wigc na zbadaniu, jakie to sa te rozmaitosci, ktére leza migdzy S° a M,
dla p > 11 jak mozna je scharakteryzowaé (z doktadnoécia do homeomorfizmu).
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Z zagadnieniem klasyfikacji wiaze si¢ pytanie o rodzaj rozmaito$ci. Wiadomo,
Ze rozmaito$¢ zamknigta orientowalna moze si¢ pojawi¢ na réznych liniach S°—M,
diagramu. Najmniejsza z takich liczb p nazywa si¢ rodzajem rozmaitosci, tzn. roz-
maito$¢ ma rodzaj p, gdy mozna ja otrzymaé przez sklejenie brzegami dwéch pel-
nych toruséw rodzaju p, i nie mozna jej otrzymac przez sklejenie brzegami dwich
pelnych toruséw rodzaju p’ < p.

Pytanie o rodzaj rozmaito$ci zwartej orientowalnej ma duze znaczenie dla za-
gadnienia klasyfikacji tych rozmaitoéci, ale jak dotad jest otwarte. Jedynie w spe-
cjalnym przypadku, gdy grupa fundamentalna jest grupa wolng o p generatorach,
mozemy daé na nie odpowiedzZ i to tylko przy zatozeniu hipotezy Poincarégo: roz-
maito$¢ taka jest sfera o p uchach, a zatem jej rodzaj wynosi p. Dla p = 0 mamy
hipotez¢ Poincarégo.

Mimo nie rozstrzygnigcia dotad hipotezy Poincarégo, wiemy dzi§ juz jednak
sporo o rozmaito$ciach wymiaru 3, ale niemal wszystko co wiemy zawdzigczamy
w znacznym stopniu znajomo$ci sfery S2. Brak podobnej wiedzy o sferze S3 jest
przeszkoda nie tylko do jeszcze lepszego poznania rozmaito$ci 3-wymiarowych,
w szczegllnosci ich klasyfikacji, ale takZze do poznania rozmaito$ci wyzszych wy-
miaréw. Np., jesli hipoteza Poincarégo jest prawdziwa, to kazda triangulowalna
rozmaito$¢ wymiaru 4 jest rozmaitoscia kombinatoryczng ([3], str. 125).

7. Zakonczenie. Wieloletni wysitlek badaczy doprowadzit do sytuacji, w ktorej
powigzania hipotezy Poincarégo zostaly juz nieZle poznane. Wiemy, ze jesli
hipoteza jest prawdziwa, to daje nie tylko porgczng charakteryzacje sfery S2 i innych
rozmaito$ci, m.in. przestrzeni rzutowej P> [17], sfery z uchami M, [25], kuli z brze-
giem D3 itp., ale takzZe — wobec kluczowego znaczenia sfer w topologii — prze-
lamuje wazna barier¢ w poznaniu rozmaitosci, a w szczegolnosci w ich klasyfikacji.
A jefli nie jest prawdziwa, to uzyte Srodki algebraiczne okaza si¢ nieadekwatne
i mamy nowe, raczej nieoczekiwane zjawisko, ale niezwykle ciekawe: sfer¢ homo-
topijna, ktora nie jest sfera zwyczajng. Sfera taka stalaby si¢ niewatpliwie natych-
miast przedmiotem intensywnych badan, ale juz samo jej istnienie $§wiadczyloby
dobitnie, ze wsréd rozmaitoéci niskich wymiardw istnieja nieprzeczuwane zjawiska
geometryczne, ktérych dotychczasowymi §rodkami algebraicznymi nie jeste$my
w stanie uchwycic.

Powszechne zainteresowanie towarzyszace badaniom nad ta hipotezg ma, jak si¢
wydaje, kilka Zrédet. Przede wszystkim hipoteza okazata sie bardzo trudna i mimo
wieloletnich wysitkow pozostaje otwarta, a posmaku legendy dodaja jej najwicksze
nazwiska w topologii (Poincaré, Moise, Bing, Papakyriokopoulos i inni), ktérym
sie nie udalo. Précz tego rozumie si¢ jednak takze jej znaczenie dla weryfikacji
uzytych metod algebraicznych, a takZe — co moze jest tu najwazniejsze — dla dal-
szego postepu topologii rozmaitosci niskich wymiaréw, gtéwnej dostarczycielki
idei, przyktadéw i kontrprzyktadéw dla topologii rozmaitosci w ogdle.

Intensywne badania trwaja. Trwaja proby pozytywnego rozstrzygnigcia hipotezy
(gtéwnie Francja: V. Poénaru), nadal poszukuje si¢ kontrprzykladdéw (giéwnie
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Stany Zjednoczone: R. H. Bing), ale ponadto zaczynaja sig juz tu i 6wdzie pojawiaé
glosy sceptykdw uwazajgcych, Zze hipoteza moze si¢ okaza¢ niezalezna lub nieroz-
strzygalna.

Sytuacja jest bardzo interesujaca, a jej rozwdj zastuguje na najwyzsza uwage.
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