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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria 1I: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XVIII (1974)

ROBERT BARTOSZYNSKI (Warszawa)

Reguly zatrzymywania

1. Wstep. Celem niniejszego artykulu jest przedstawienie problematyki tzw.
regul zatrzymywania (), stosunkowo nowego, bo liczacego zaledwie kilkanascie
lat, dzialu teorii prawdopodobiefistwa.

W najwigkszym uproszczeniu, podstawowym problemem jest tu analiza korzysci,
jakie moze osiggnac¢ gracz bioracy udzial w ciggu gier, jezeli ma on przywilej przer-
wania gry w dowolnym dogodnym dla siebie momencie.

Nieco bardziej ogdlnie, problematyke regul zatrzymywania mozna opisaé naste-
pujaco. Obserwujemy pewien proces stochastyczny (dla uproszczenia, w niniejszym
artykule omawiane beda jedynie procesy z czasem dyskretnym; obserwowany pro-
ces ma wigc posta¢ ciggu zmiennych losowych Xj, X, ...). Po dokonaniu kolejnej
obserwacji mozemy podjaé jedna z dwdch decyzji: ,,zatrzymaé’ proces, otrzymujac
wyplate zalezna od wynikéw dotychczasowych obserwacji, lub tez kontynuowaé
obserwacje dalej. Decyzja o zatrzymaniu lub kontynuacji musi by¢ przy tym oparta
tylko na wynikach obserwacji dokonanych do danego momentu czasu i nie moze
zaleze¢ od przyszlych warto$ci zmiennych losowych procesu.

Regula zatrzymywania jest pewna instrukcjg, ktéra dla kazdego skoficzonego
ciagu wynikéw obserwacji x;, ..., x, wartosci zmiennych losowych X,, ..., X,
orzeka jednoznacznie, czy proces ma byé zatrzymany w chwili n, czy nie; musi
byé przy tym spetniony warunek, aby regula ta prowadzila predzej czy pOzniej
do zatrzymania procesu. ‘

Przy odpowiednich zatoZeniach o calkowalnosci funkcji wyplaty, z kazda
reguls zatrzymywania mozna zwiaza¢ oczekiwana wyplatg. Problem polega na
zbadaniu warunkow istnienia optymalnej reguly zatrzymywania (tj. reguly o ma-
ksymalnej oczekiwanej wyplacie), oraz oczywiscie na efektywnym wyznaczeniu
takiej reguly, o ile warunki te sa spetnione.

2. Przyklady. Zaczniemy od przedstawicnia szeregu przykladdw, zaczerpnigtych
glownie z [3] 1 [2].

(*) Ang. stopping rule lub stopping time; franc, temps d’arrét; ros. cayuaiinoe epema.
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a. Niech X, = 1—1/n z prawdopodobienistwem 1 (czyli obserwujemy po prostu
ciag liczbowy {1—1/n}) i niech wyplata za zatrzymanie procesu w chwili # wynosi
X,,. Przykiad ten nie jest oczywiscie specjalnie interesujacy; pokazuje on jedynie,
ze optymalna regula zatrzymywania moze nie istniec.

b. Jezeli X, jest wygrana gracza w n-tej rozgrywee, to S, = X;-+...+X, jest
jego laczna wygrana, i zarazem wyplata, jezeli gracz decyduje si¢ przerwaé gre
po n-tej rozgrywce.

c. Niech {X,} beda mezalezne, i P(X,=1)=P(X,=0)=1/2 (co odpowiada
rzutom symetryczna monetsg). Wéwczas S, = X;+...+X,, jest liczba orléw w pier-
wszych n rzutach. Jezeli przerywamy proces po n-tym rzucie, otrzymujemy wyplate
S,/n.

Rozwazmy regule; ,,zatrzymaj si¢ po pierwszym rzucie, jezeli jego wynikiem
jest orzel; w przeciwnym przypadku, zatrzymaj si¢ po drugim rzucie”. Woéwczas
oczekiwana wyplata réwna sig l

1, 1.1;1.np_35
2 1+Z 2+4 0“‘8'

Inng regula zatrzymywania moze by¢: ,zatrzymaj si¢ po pierwszym rzucie,
jezeli jego wynikiem jest orzel; w przypadku przeciwnym, zatrzymaj si¢, gdy po
raz pierwszy liczba ortéw zréwna si¢ z liczba reszek”. Wiadomo (por. np. [5]), Ze
reguta ta doprowadza z prawdopodobienstwem jeden do zatrzymania procesu
(tj. z prawdopodobieristwem jeden predzej czy p6zniej nastapi zréwnanie hczby
orléw i reszek). Oczekiwana wyptata przy tej regule wynosi

blabi=t

Dokladna posta¢ optymalnej reguly zatrzymywania dla tego problemu nie
jest znana; wiadomo jedynie, ze taka optymalna regula istnieje (por. [4]).

d. Wyobrazmy sobie wlamywacza, ktéry kazdej nocy wlamuje si¢ do jakiego$
mieszkania. Niech Y, reprezentuje warto$¢ tupu z n-tego rabunku, pod warunkiem,
ze wlamywacz nie zostanie schwytany. Zalézmy, Ze Y, sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozkladzie o dodatniej wartoéci oczekiwanej. Ponadto
zalézmy, ze prawdopodobiefistwo, iz wlamywacz zostanie schwytany (traci on
wowczas caly dotychczasowy tup i zostaje zmuszony do zaprzestania dzialalnosci)
nie zalezy ani od tego, jak dtugo prowadzit on dotad swéj proceder, ani od wartosci
poszczegblnych tupéw. Przyjmijmy d; = 0 lub 1 w zaleznosci od tego, czy wlamy-
wacz zostaje schwytany j-tej nocy, czy nie. Jego taczny zysk mozna wowczas wyrazi¢
W postaci

) dy...d(Y,+...4+Y)
i problem polega na wyborze reguly zatrzymywania maksymalizujacej oczekiwana
warto$¢ wypltaty (1).

e. Jedziemy samochodem, ktéry chcemy zaparkowaé mozliwie blisko miejsca

docelowego. Kolejne stanowiska parkowania moga by¢ badz zajete (w tym przy-
padku musimy jechaé dalej), badZz wolne; wowczas mozZemy si¢ zatrzymag, lub tez
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zdecydowac si¢ jechaé dalej. Do wolnego miejsca, ktdére miniemy nie wolno
nam si¢ cofa¢; ponadto, mozemy obserwowaé jedynie aktualnie mijane miejsce
parkowania.

Oznaczmy X, =1 lub 0 w zaleznosci od tego, czy m-te miejsce parkowania
jest- wolne czy zajete i przyjmijmy, Zze X, sa niezalezne o rozkladzie P(X,=1) =
= p = 1—P(X, = 0). Niech punkt docelowy znajduje si¢ w miejscu parkowania
o numerze 0 1 przypusémy, Ze proces zaczyna si¢ od miejsca —N, tzn. ze obserwu-
jemy wartosci X_y, X _n. 15 +.-» X_3, Xo, Xy, ... JeZeli zaobserwowaliSmy wartosci
X_ps -oes X,y Przy czym X, = 0, to nie mozemy si¢ zatrzymac; jezeli X, =1 i de-
cydujemy si¢ na zatrzymanie procesu, to strata réwna jest |n| (w tym przypadku
wygodniej jest uzywaé terminu ,,strata” i szukaé reguly zatrzymywania minima-
lizujacej oczekiwang strate).

W odréznieniu od poprzednich przykladéw, w rozwazanym przypadku nie
mozemy si¢ zatrzymaé w dowolnym momencie. Aby sprowadzié te sytuacje do sche-
matu poprzednich, wystarczy przyjaé, ze zatrzymanie si¢ mozliwe jest zawsze i o-
kreslié funkcje straty jako réwna --oco w przypadku zatrzymania si¢ przy wartosei
X,=0.

f. Na ogloszenie o wolnym stanowisku sekretarki zglosito si¢ N kandydatek.
Z kazda z nich kolejno przeprowadza si¢ wywiad oceniajac jej przydatno$é, i na-
tychmiast po skonczeniu wywiadu kandydatk¢ mozZzna badZz przyja¢ (wéwczas
proces si¢ koficzy), badz tez odrzuci¢ 1 przeprowadzié wywiad z nastepna; nie wolno
przy tym zmienia¢ decyzji w. stosunku do odrzuconych kandydatek.

Dla opisania tej sytuacji w terminach regut zatrzymywania, zalézmy ze kandy-
datki pojawiaja si¢ w losowej kolejnosci, tak ze wszystkie N! permutacji maja je-
dnakowe prawdopodobienstwa. Kazda z kandydatek mozna oceni¢ w stosunku
do tych, z ktérymi przeprowadzono juz wywiad, ale nie w stosunku do pozostatych
i zadanie polega na znalezieniu reguly, ktéra prowadzitaby do maksymalizacji
prawdopodobienistwa wyboru najlepszej kandydatki.

Przypiszmy kandydatkom rangi 1, ..., N, gdzie 1 oznacza kandydatke najlepsza,
a N najgorsza. Niech Yy, ..., Yy bedzie losowa permutacja liczb 1, ..., N. Permu-
tacji tej nie mozemy obserwowac bezpoSrednio (poniewaz dang kandydatke mo-
zemy poréwnywac jedynie z poprzedzajacymi ja, ale nie z nastgpujacymi po niej).
Oznaczmy teraz

X, = liczba tych Y; wéréd Y,, ..., Y,, ktore sa < Y,.

Tak wigc, X, jest (obserwowalng) ranga ostatmeJ zbadanej (n-tej) kandydatki
w stosunku do zbadanych poprzednio.

Jezeli zaobserwowaliémy wartosci zmiennych losowych Xi, ..., X, i decydu-
jemy sie zatrzymaé proces angazujac kandydatke o numerze n, to zysk zalezy od
tego, czy Y, = 1, czy tez Y, # 1. Jako funkcj¢ wyplaty mozna w tym przypadku
przyjaé¢ P(Y, = 1|Xy, ..., X,) i zadanie polega na konstrukeji reguty zatrzymywania
maksymalizujgcej oczekiwana funkcje wyplaty, czyli maksymalizujaca prawdopo-
dobiefistwo wyboru najlepszej kandydatki.
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3. Sformulowanie problemu. Zaczniemy od sformulowania problemu reguly
zatrzymywania w przypadku, gdy zmienne losowe X;, X,, ... obserwowanego
procesu przyjmuja wartosci z pewnego skonczonego lub przeliczalnego zbioru S.
Wéwezas proces {X,} scharakteryzowany jest przez rodzing prawdopodobienistw

) {P(1,eees Sy seS,i=1,...,n,n=12,..},
przy czym prawdopodobienstwa te spetniaja warunki: dla kazdego n
3) 21’(51:---:5”)—_-1
Sl ,,,,, Sn
oraz dla dowolnych sy, ..., S,_,
(4) Zp(sb-“’ Sp_15 Sn)=P(S1’~-;Sn__1)-
speS

Jak juz powiedziano we wstepie, proces {X,} obserwowany jest sekwencyjnie.
Jezeli po zaobserwowaniu wartoéci sy, ..., 5, zmiennych losowych Xi,..., X,
zdecydujemy si¢ na zatrzymanie procesu, otrzymujemy wyplate f(sy,...,s,) za-
lezna od dotychczasowych (ale nie od przysziych) wartosci procesu.

Regula zatrzymywania powinna mie¢ postaé instrukcji, ktéra pozwala roz-
strzygad, czy proces ma by¢ zatrzymany, czy nie. Instrukcje taka mozna oczywiscie
wyrazi¢ na rézne sposoby; ogdlnie (w rozwazanym przypadku procesu o przeli-
czalnej ilosci standw) mozna ja przedstawi¢ w postaci listy tych ciggdw wynikow,
dla ktérych proces nalezy zatrzymac,

Formalnie, oznaczmy przez S* klase wszystkich ciagéw skonczonych utwo-
rzonych z elementéw zbioru S, tj.

S*=J s
n=1
gdzie oczywiscie S” = SX...X S (n razy).

DEFINICIA. Regulq zatrzymania bedziemy nazywali zbiér L < S* spetniajacy
nastepujace warunki:

() jezeli (sq,...,5,) € L, to (51,...,sp ¢ Ldlaj=1,...,n—1;

® Y  pGi.ns)=1

(s1seesSp) el
Wartosciq E(L) reguly zatrzymywania L nazywa si¢ oczekiwana wyplate przy

przyjeciu regulty L, tj.
(%) E(L) = 2 FS1yers ) P(SE, eny 5,
(SgseeesSp)eL
jezeli szereg ten jest bezwzglednie zbiezny.
Oznaczmy przez &% klasg tych regul zatrzymywania, dla ktérych (5) ma sens,

oraz przyjmijmy
V=supE(L).
LeZ

Jezeli E(L*) = V, to regule zatrzymywania L* nazywa si¢ optymaing.
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Powyzsze definicja reguly zatrzymywania, cho¢ bardzo przejrzysta, ma jednak
dwie wady: po pierwsze, dotyczy jedynie dyskretnych przestrzeni realizacji procesu
stochastycznego, i po drugie, jest niezbyt wygodna do stosowania w praktyce.

Gltéwna idea ogélnej definicji polega na wyrazeniu zasadniczych pojeé, mia-
nowicie funkcji wyptaty i reguly zatrzymywania, jako funkcji liczbowych okres-
lonych na tej samej przestrzeni.

Mozna to osiagngé za pomoca nastepujacych konstrukcji. Niech £ oznacza
zbiér wszystkich ciggéw nieskonczonych w = (xy, X5, ....), gdzie x; sa liczbami
rzeczywistymi. Nastgpnie, niech %, bedzie o-cialem podzbioréw 2 generowanym
przez wszystkie zbiory postaci

{w = (x3, %3, ....): Xy €Eq, ..., x,€E.},

gdzie E, ..., E, sa zbiorami borelowskimi na prostej. Wreszcie, niech # bedzie
najmniejszym o-ciatem zawierajacym wszystkie o-ciata &,. Z konstrukgcji tej wynika,
7e B, < B, <...c . Ponadto, o-cialo 4, ma nastgpujaca wlasnos¢: jezeli 4 € 4,
T o= (g0, Xp Xpp1,...) € 4 0132 0 = (X1,..., X, x;H, ..), to @' ed dla
dowolnych x,,, X, ,, ... Oznacza to, Ze kryterium przynaleznosci elementu w
do danego zbioru A4 ¢ 8, zalezy jedynie od wspélrzegdnych x,, ..., x,.

Zbior 2 bedzie traktowany jako przestrzen realizacji obserwowanego procesu;
proces ten mozna utozsamié¢ z pewna miarg prawdopodobienistwa P na przestrzeni
mierzalnej(?) (2, %).

Dla konstrukcji ogdlnej definicji funkcje wyplaty i reguly zatrzymywania trak-
towane bgdg jako funkcje okre§lone na zbiorze 2, a wiec formalnie rzecz biorac,
funkcje zalezne od nieskoniczonego ciggu wspéirzgdnych xy, x,, ... Niezalezno$é
danej funkcji od wspétrzednych x,. 4, X,,5,... bedzie przy tym wyrazona przez
zgdanie mierzalno$ci wzglgdem o-ciala £,.

W dalszym ciggu, jezeli v jest funkcja mierzalng wzgledem 4,, jej warto§é w pun-
kcie w = (xq, X5, ...) bedzie niekiedy zapisywana jako v(xy, ..., Xx,). W szczegol-
nosci bedzie to dotyczy¢ warunkowych warto$ci oczekiwanych: zamiast niewy-
godnego symbolu E(v|4,) (X4, ..., X,) bedziemy przy tym uzywali bardziej przej-
rzystego(®) (choé mniej precyzyjnego) symbolu E(v|xy, ..., X,).

(3 Dokladniej, dla okreslonej powyzej przestrzeni probabilistycznej (Q, &, P), zmienne lo-
sowe X; procesu okrefla si¢ jako Xj(w) = Xj((xl, X2, ..)) = Xj.

(® Warunkowa warto$¢ oczekiwana wzgledem o-ciala &, jest funkcja %,-mierzalna, a wiec
zalezy whasciwie jedynie od wspolrzednych xi, ..., x,. Poniewaz pojecie wartoéci oczekiwanej
wzgledem o-ciala nie jest zbyt powszechnie znane, przydatne moze byé nastepujace wyjasnienie,
Niech g bedzie funkcja catkowalng na przestrzeni probabilistycznej (2, &, P), tj. zmienna losowa
o skoriczonej wartosci oczekiwanej Eg, i niech #’ bedzie o-cialem zawartym w 8. Jezeli &’ jest ge-
perowane przez skoficzona liczbe zdarzen Aq, ..., Ay (tak, ze Aind; =0 oraz|_J 4; = 2, przy

i

czym kazdy element &’ jest sumg pewnych zdarzen A; lub ich uzupelnief), oraz P(4;) > 0, dla
i=1,..., k, to warunkowa warto$¢ oczekiwana E(g|%®’) wzgledem o-ciala #’ okreslona jest jako
funkcja @ réwna E(gl4;) dla weA;, gdzie E(g|4)) jest znana z klasycznej teorii prawdopodobieni-
stwa warunkowa wartoscia oczekiwang pod warunkiem zajcia zdarzenia A;. Dla definicji wartosci
oczekiwanej wzgledem o-ciala w przypadku ogdélnym por. np. [6].
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Mozemy obecnie okre§li¢é funkcje wyplaty. Zgodnie z warunkami sformulo-
wanymi we wstepie, 2adajacymi aby wyptata w przypadku zatrzymania procesu
w chwili » zalezala jedynie od xy, ..., x,, zalozymy, Ze wyplata ma posta¢ ciagu
funkcji f1, fa, .. takich, Ze f, jest mierzalne wzgledem 4,. Funkcja f, jest tu oczy-
widcie wyplata, jezeli proces zostaje zatrzymany w chwili n,

Okredlony powyzej ciag {f,, #,}, gdzie {#,} jest monotonicznie rosngcym cig-
giem o-cial zawartych w o-ciele 4 pewnej przestrzeni probabilistycznej (2, %, P),
a f, jest funkcja %,-mierzalna, nazywa si¢ ciggiem stochastycznym. Jezeli E|f,| =
= f |fLldF < oo dlan=1,2,...,tociag stochastyczny nazywa si¢ calkowalny. W dal-
szym ciggu milczaco zakladamy, ze rozwazamy jedynie ciagi catkowalne.

Mozemy obecnie okre§lié pojecie reguly zatrzymywania. W my$l sformuto-
wanego we wstepie intuicyjnego zaltozenia, regula zatrzymywania powinna kaz-
demu ciagowi w = (x,, X,, ...) przyporzadkowywaé moment zatrzymania procesu.
Tak wiec, regula taka jest funkcja t: QA" ={l,2,...}. Ponadto, niezalezno$é
decyzji o zatrzymaniu od przysztych warto$ci procesu wymaga, aby spelniony byt
nastepujacy warunek: jezeli t(w) = n, gdzie w = (X, X3,...), to #(@')=n dla
kazdego ' postaci (Xy, ..., X,, Xy, 1, ...) Przy dowolnych x,.,;, X, ,, ... Wreszcie,
regula zatrzymywania powinna doprowadzié¢ (z prawdopodobienstwem 1) do za-
trzymania procesu. L.aczac te wymagania razem, mozemy sformutowaé nastgpujaca
definicje:

DEFINICIA. Regulq zatrzymywania nazywamy funkcje t: Q—>4" taka, ze

(a) {w: t(w)y=n}e B, n=12,..,
(b) Pit<< o) = 1.

Okre$lmy teraz, dla danej reguly zatrzymywania ¢, wyplate f; jako fy,(w)
i przyjmijmy Ef, = f Siwy)(@) P(dw), o ile calka ta istnieje.
Oznaczmy przez T klas¢ wszystkich regul zatrzymywania, dla ktérych Ef, is-

tnieje (*) i niech ¥ = sup Ef,. Kazda reguta zatrzymywania t*, dla ktérej Efe = V'
teT
nazywa si¢ optymalng.

4. Programy skoniczone. Indukcja wsteczna. Rozwazmy cigg stochastyczny
{f,» #B,} 1 oznaczmy przez TV klas¢ wszystkich regut zatrzymywania ¢, dla ktérych
t < N. Niech VN = sup {Ef;: t ¢ TV}. Mozna pokazaé, ze w klasie T% istnicje re-
gula optymalna; co wigcej, mozna wskazaé metode jej efektywnego wyznaczania,
za pomocg tzw. indukcji wstecznej.

Rozumowanie jest w tym przypadku nast¢pujace. Dla n<< N oznaczmy przez
TY podklase TV skladajaca si¢ z regul zatrzymywania ¢t speliajacych warunek n<C
< t< Ni niech V¥ = sup {Ef;: teT"} (tak, ze TN =TV i V¥ = V"),

Optymalna regula zatrzymywania w klasie 7% stanowi rozwiazanie problemu
,,cze$ciowego”, mianowicie optymalnego zatrzymania procesn nie pdzniej niz

(*) Klasa T jest niepusta (dla catkowalnych ciagdéw stochastycznych {f,, %,}): na przykfad
dla reguly t = 1 (zatrzymaj proces po pierwszej obserwacii) jest Ef; = Ef; < oo
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w N-tym kroku, w sytuacji gdy dokonali§my juz n<< N obserwacji bez zatrzymy-
wania procesu. Zatézmy na chwilg, ze w kazdej z klas T, N istnieje regula optymalna.

Oznaczmy przez ul (xl, ..., X,) oczekiwana wyplate, przy zastosowaniu op-
tymalnej reguly z klasy T%, jezeli dotychczasowe obserwacje 83 Xy, ..., X, Podo-
bnie jak poprzednio, wygodme bedzie traktowac funkcje uY jako funkc;e; od o
mierzalng wzglfgdem o-ciala %,

Funkcje u) mozna wyznaczy¢ rekurencyjnie w sposéb nastgpujacy. Przede
wszystkim uﬁ = fy, gdyz po zaobserwowaniu warto$ci xy,..., Xy proces musi
zosta€ zatrzymany i wyplata wynosi f(xy, ..., Xy) (poniewaz f;, jest funkcja %Z,-mie-
rzalna, jej warto§¢ zalezy jedynie od pierwszych N wspélrzednych punktu w).

Przypu$émy teraz, ze dokonaliSmy N-—1 obserwacji, powiedzmy X;, ..., Xy_;.
Jezeli zatrzymamy proces, otrzymamy wyplate fy_ (*1, ..., Xy_o). Jezeli bedziemy
go kontynuowaé, pojawi si¢ nowa warto§é x, i wyplata wyniesie fy(xy, ..., Xy) =
= uf(xy, ..., Xy). Wobec tego oczekiwana warto§¢ wyplaty, jezeli proces bedzie
kontynuowany, réwna si¢ wartoSci funkcji E(fyy|By—1) =E(uN|By_,) W punkcie
X1y .-vs Xy_y (PIZY ,uproszczonym” zapisie, wyniesie ona E(u}|xy, ..., Xy_1))-
Optymalna regula zatrzymywania kaze wiec proces zatrzymaé lub kontynuowaé
w zaleznoéci od tego, czy fy_; (X1, ..., Xy_,) jest wigksze czy mniejsze od E(u}ylx;,

os Xy_1)-

Rozumowanie takie stosuje si¢ do kazdego punktu xy, ..., Xy_, i wobec tego
opisane postepowanie zapewnia (oczekiwang) wyplate réwna

max [_fN_p E(uxl'@N—l)];

wyraZenie to réwne jest oczywiscie uY_,.

Majac okreslone wyplaty uy_, mozemy cofnaé si¢ o krok wstecz, wyznaczajac
w podobny sposéb ul_,, itd. Ogdlnie, funkcje uy okreslone s indukcyjnie przez
réwnosci

N
=fN3

6
© u = max [f,, E(u +1|.92 ), n=N—1, N—2,..,1.

Mozemy teraz opusci¢ zalozenie o istnieniu optymalnych regul zatrzymywania
w klasach TV i wyjé¢ bezposrednio od wzoréw (6), okreslajac
@) sN = pierwsze j>n takie, ze u = f,.

Z definicji, s, ,, >>n, a poniewaz N= S Wige sf,v L N, wobec czego s,’," € Tf,v.
Mozna udowodnié (por. [3]), Ze

(8) E(f 2 = u, N> E(f)B,) dlateT?,

skad calkujgc otrzymujemy

® Ef y= EuN>Ef, dlateT),
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a wiec
(10) . VYN = Eul,

czyli sV jest optymalng reguta zatrzymywania w klasie TV, Dla dowodu tego twier-
dzenia por. np. [3].

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze¢ w kazdym skoficzonym problemie istnieje
optymalna reguta zatrzymywania.

Pokazemy teraz zastosowanie tego twierdzenia, wyznaczajac mianowicie op-
tymalna regule wyboru najlepszej kandydatki na sekretarke (ostatni przyktad z pa-
ragrafu 2).

Przede wszystkim latwo zauwazy¢, Ze zmienne losowe X, (gdzie X, jest ranga
n-tej kandydatki w stosunku do poprzednich) s3 niezalezne i

1
PX,=j))=— Jj=1,...,n
n -
Ponadto,
f,=PY,=1%)=PY,=1Xy...., X)) =
l() jezeli X, > 1,
= P(Y,=1X) =
n/N jezeli X, =1.
Na mocy twierdzenia, mamy zatem
1 jezeli Xy =1,
ux=f1v= l J . 1 v
0 jezeli Xyy>1,
wobec czego, na podstawie (6) i (10), jest Efy = VA = 1/N.

Nastepnie, un_, = max [fy_,, E@NBy_)] = max [fy_1» E(fylBn_D1-

Poniewaz fy;_, = 0 lub (N—1)/N w zaleZznosci od tego, czy Xy_, > 1czy Xy, =
= 1, podezas gdy E(fylXy_; = D) =E(fy|Xy_, >1) = 1/N, wigc ul_, réwna si¢
(N—1)/N lub 1/N w zalezno$ci od tego, czy Xy_,=1 czy Xy_,>1. Ponadto,
E(fy|®By_)) = Efy = V¥, wobec czego yi

ul_, = max [fy_,, VAL ,

Podobnie,
Uy_p = Max [fy_s, E(uy_y|By_,)]
i E(uy_y|Bn_2)= E(uy_1|Xy_,) = Euy_, = Vy_; na podstawie relacji (10), skad
Uy_, = max [fy_, VA_l.

Ogdlnie, mamy
ul) = max [f,, VN1,

skad wynika, ze VY = Eul >V}, ,, czyli

amn VN=V¥>...>VY¥=1/N.
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Optymalna regula zatrzymywania s = s) okre$lona przez (7) ma postaé
s = pierwsze n> 1 takie, ze f, > Vy,,;

poniewaz f, = 0 jezeli X, > 1, mozna t¢ regule, na mocy (11), scharakteryzowaé
nastepujaco: istnigje r (1 < r < N) takie, ze

(12) s = pierwsze n>r, dla ktérego X, =1

(innymi stowy, nalezy przeprowadzi¢ wywiady z r —1 kandydatkami nie angazujac
zadnej z nich, a nast¢pnie zaangazowad pierwsza, ktéra okaze sig lepsza od wszy-
stkich poprzednich).

Tak wigc, problem zostat znacznie zredukowany, przez wskazanie bardzo pro-
stej klasy regut zatrzymywania postaci (12), wsréd ktérych znajduje si¢ optymalna.
Pozostaje jedynie wyznaczy¢ liczbg r. W tym celu nalezy obliczy¢ prawdopodo-
bienstwo wyboru najlepszej kandydatki przy opisanym sposobie postgpowania
jako funkcje r. Latwo sprawdzi¢, ze prawdopodobienstwo to réwna si¢ 1/N dla
r =1, podczas gdy dla r > 1 wynosi ono

r—1 1
"N k—1 1

k=r

(13)

Istotnie, aby dla permutacji ay,...,ay liczb 1,..., N regula zatrzymywania
(12) doprowudzita do wyboru najlepszej kandydatki, 1 musi znajdowaé si¢ na je-
dnym z miejsc r, r+1, ..., N. Jezeli 1 znajduje si¢ na miejscu k gdzie r< k<N
(prawdopodobiefistwo tego zdarzenia wynosi 1/N), to wsréd wyrazéw ay, ..., a,_,,
a,,..., @, minimum musi wystapi¢ na jednym z miejsc 1,...,r—1 (prawdopo-
dopodobienstwo (r—1)/(k—1)).

N~
1
Oznaczajac wyraZenie (13) przez A(r), mamy A(r) — A(r+1) = N~! (1—— b} k)
i A(r) osiaga maksimum dla k=r

r(N) =inf {r: A()—A@r+1)>0} =

inf + : tot g ! <1
=1nf jr: — 4 —— —_— .
r-+1 -1

Droga latwych oszacowan otrzymuje si¢ stad relacje

lim N-1r(N) = e,
N—-00
jak réwniez
lim ¥V =lim A(r(N)) =e™*
N->o0 N->oo
Tak wigc, dla duzych N nalezy przebadac bez zatrzymywania Qkoio 37% kandy-
datek, a nastgpnie zatrzymac pierwsza, ktéra jest lepsza od wszystkich poprzednich.

4 — Wiadomoseci Matematyczne t. 18
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Postepowanie takie zapewnia prawdopodobieristwo okoto 0,37 wyboru najlepszej
kandydatki.

5. Najprostsze programy nieskonczone. Przypadek monotoniczny. Zaczniemy roz-
wazania od najprostszego przypadku, mianowicie gdy obserwowany proces jest
procesem Markowa. Jak mozna oczekiwaé zgodnie z intuicja, jezeli optymalna
regula zatrzymywania istnieje, to decyzje o zatrzymaniu mozna uzaleznié¢ jedynie
od aktualnego (ostatniego) stanu procesu. Co wigcej, jezeli proces jest jednorodny
w czasie (tj. prawdopodobienstwa przejécia nie zaleza od n), to optymalna reguta
zatrzymywania daje si¢ wyrazi¢ w. postaci

* = pierwsze n takie, ze X, € Q,

gdzie Q jest pewnym zbiorem stanéw.

Dla zilustrowania metody znajdowania zbioru Q, zalézmy dla uproszczenia,
ze wyplata okreS§lona jest nastgpujaco: jezeli zatrzymujemy proces w momencie,
w ktérym ostatnim stanem jest s, otrzymujemy a(s), natomiast za prawo konty-
nuowania placimy b(s). Wobec tego taczna wyplata, jezeli zatrzymujemy proces
po zaobserwowaniu ciagu Sy, Sy, ..., S, réwna si¢ a(s)—b(s)—...—b(s,_,).

Zalézmy ponadto, Zze zbidr standw S jest dyskretny, i niech p(s, s”) oznacza
prawdopodobiefistwo przejécia ze stanu s do stanu s’.

Przypu$émy, Zze optymalna regula zatrzymywania istnieje dla kazdego stanu
poczatkowego s, i niech V(s) oznacza oczekiwang wyplate przy zastosowaniu tej
reguly, jezeli stanem poczatkowym jest s.

WyobraZzmy sobie, ze zaobserwowali§my dotychczas ciag sy, S5, ..., 5, 1 niech
s, = s. Jasne jest, ze mozemy zaniedba¢ dotychczasowe oplaty b(s;)-+...+b(s,_,):
zostaly one wplacone i nie zwrdca si¢, niezaleznie od tego, czy proces zatrzymamy,
czy zdecydujemy si¢ go kontynuowaé. Tak wigc, jezeli zatrzymamy proces, otrzy-
mamy a(s). Jezeli zdecydujemy si¢ na jeszcze jeden krok, po ktérym bedziemy
postepowali w sposéb optymalny, oczekiwana wyplata wyniesie oczywidcie

~b©+ 3 p(s5) (s,

s’'eS

Wobec tego moZemy napisa

(14 V(s) = max [a(s),—b(s)+ 2 (s, s") V(s’)]
s'eS
dla s € S. Jezeli wiadomo, Ze optymalna regula zatrzymywania istnieje, i znane
jest rozwiazanie réwnan (14), to t¢ optymalng regule mozna wyznaczy¢ nastgpujaco:
niech
0= {s € S: a()> —b)+ Y p(s,s) V(s’)}.

s'eS

Wowcezas t = pierwsze n> 1 takie, zZe s, € Q jest optymalna reguly zatrzymywania.
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W ogolnym przypadku, oznaczmy przez T, klase¢ wszystkich regut zatrzymy-
wania ¢ spelniajacych warunek #>n i oznaczmy(®)
o u, = sup E(f,|#,).

teT,

Wéwcezas odpowiednikiem (14) jest réwnosé

U, = max [f,, E(u,,1%,)
powstaje problem znalezienia warunkéw, przy ktérych

. pierwsze n takie, ze u, = f,,

1 =

oo, jezeli u, > f, dla wszystkich n,

jest optymalng regula zatrzymywania.

Ponadto, ze wzgledu na to, Ze wszystkie skoniczone programy maja rozwigzania
optymalne, naturalne wydaje si¢ zbadanie warunkéw, przy ktérych ciag rozwigzan
problemdéw skoriczonych jest zbiezny do rozwigzania problemu ogdlnego.

Nie bgdziemy tu oczywiscie przedstawial teorii ogdlnej; ograniczymy si¢ jedy-
nie do wyodrgbnienia waznej klasy probleméw, w ktérych mozna spodziewaé
si¢ istnienia optymalnych regut zatrzymywania.

Dla danego ciagu stochastycznego {f,, %,} oznaczmy

A, = {02 £,> E(,_,|8,)}.
Powiemy, ze problem jest monotoniczny, jezeli
(a) A, c A, ...
(b) P( Ln) 4,)=1.

Intuicyj na tre$¢ pojecia monotonicznoéci jest nastgpujaca. Jezeli w jakims$ punkci
o = (X1, X5, ...) zachodzi nieréwnoé¢ f, > E(f,.,|4%,), czyli w niezbyt precyzyj-
nym uproszczonym zapisie, nieréwno$¢ f,(xi, ..., x,) = E(f,41x4, ..., X,), ozna-
cza to, Ze po zaobserwowaniu X, ..., X,, Z dwéch mozliwosci: ,,zatrzymaé proces
dzi§” i ,,zatrzymaé proces jutro”, pierwsza nie jest gorsza od drugiej (w sensie o-
czekiwanej wyplaty). W przypadku monotonicznym, nieréwno$¢ f, > E(f, . ,|%,)
dla pewnego w pociaga za soba (warunek (a)) nieréwnosci f, = E(f, 1|8, 1),
Jar2 = E(f,131%B,, ), itd. MOwiac obrazowo, jezeli po zaobserwowaniu xy, ..., X,
»Zatrzymanie dzi§” jest mie gorsze niZz ,,zatrzymanie jutro”, to sytuacja ta bedzie
si¢ powtarzaé juz zawsze: kazda zwloka o jedna jednostke czasu mozZe co najwyzej
pogorszy¢ sytuacje.

Ponadto warunek (b) orzeka, ze taki moment, w ktérym kontynuacja prze-
stanie si¢ raz na zawsze oplacaé, musi na pewno nastapi¢ predzej czy pdiniej.

(®) Dla icistosci nalezaloby okresli¢ u, jako ess sup E(f;|%,) ze wzgledu na to, Zze warunkowe
teT,

wartoéci oczekiwane wyznaczone sa jednoznacznie jedynie prawie wszedzie.
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Wobec tego, w przypadku monotonicznym naturalnym kandydatem na opty-
malng regule zatrzymywania jest

(15) : t* = pierwsze n>1 takie, ze f,> E(f,,,|%,)- ¢

Zanim sformulujemy warunki, przy ktérych t* jest optymalna regula zatrzy-
mywania w problemach monotonicznych, pokazemy przyklad (zaczérpm'gty ‘z
[3]), pokazujacy, Ze t* bynajmniej nie musi byé optymalne.

Rozwazmy mianowicie zmodyfikowana nieco gre ,,zrezygnuj lub podwd;”.
Niech Xy, X,, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkia-
dzie P(X;=1) = P(X; = —1) = 1/2 i przyjmijmy, Ze wyplata przy zatrzymaniu
procesu po zaobserwowaniu wartoSci Xy, ..., X, Zmiennych Xj,..., X, wynosi

f,,———]_[<x+1)

Jj=1

Interpretujac 41 jako orla i —1 jako reszke, wyplata rowna si¢ 0, jezeli zdarza
si¢ cho¢ jedna reszka, natomiast w przypadku przerwania procesu dla ciagu » ko-

2n i
] +2" Wowcezas E(f,, 4|8, =E(f,p 11Xy, .., X))

lejnych ortéw wynosi ona

réwna si¢ 0 jezeli w ciagu Xy, ..., X, zdarzyt si¢ skladnik —1, oraz

1 2(n+1) 2n i
E(fouilX1=...=X,=1) =‘5"—m—2"+1>-n—:{_—1-'2.

Wobec tego, jezeli zaobserwowaliSmy do danego momentu n ortéw, nie optaca
sig gry przerywa¢. Mimo to jednak, postgpowanie stale w my$l tej zasady prowadzi
z prawdopodobiefistwem 1 do osiagnigcia wygranej O,

Latwo si¢ przekonad, ze problem jest monotoniczny. Istotnie, jezeli f, > E(f, |
|#,), to musi byé f, =0, a wigc réwniez f,,, = E(f,,,%,,,) =0, czyli f,.,>
= E(f,42|%,,,)- Ponadto, warunek (b) jest spetniony, poniewaz zdarzenie X, = —1
nastapi dla pewnego n z prawdopodobienstwem jeden. Reguta (15) ma wiegc tu
postaé

t* = pierwsze n>> 1, dla ktérego X, = —1

i jest najgorsza z mozliwych.

Powyzszy przyklad jest oczywiscie dos¢ patologiczny i wskazuje na koniecznoéé
przyjecia dodatkowych zalozen przy dowodzie optymalno$ci reguly zatrzymywa-
nia (15). Prawdziwe jest mianowicie nastgpujace

TWIERDZENIE. W przypadku monotonicznym, jeZeli

lim inf [ f+dP =0,

R0 {e*>n}
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to Ef,. = Ef, dla kazdej reguly zatrzymywania t, dla ktdrej
lim inf [ f;7dP=0

n—>co {t>n}
(tutaj £,;* i f oznaczaja czg$¢ dodatnig i czg$¢ ujemng funkcji f,).

6. Uwagi konicowe. Ze wzgledu na to, ze teoria regul zatrzymywania powstala
bardzo niedawno i w chwili obecnej jest jednym z najbardziej dynamicznie roz-
wijajacych si¢ dzialéw rachunku prawdopodobienistwa, jest jeszcze o wiele za weze-
$nie na prébe syntezy i ogélniejszej oceny tej teorii. WiaZze si¢ ona zreszta $ciSle
Z szeregiem innych teorii, przede wszystkim ze statystyka matematyczna (testy
sekwencyjne), z programowaniem dynamicznym, teorig sterowania, itp., a ponadto
rozwijana jest réwniez dla przypadku zatrzymywania proceséw o czasie ciaglym.

W krétkim artykule nie sposéb réwniez oméwié dokladniej zastosowan tej
teorii. Warto jedynic moze wspomnie¢ o pewnym do$§é nieoczekiwanym ,,produ-
kcie ubocznym™ rozwazaf nad regutami zatrzymywania, mianowicie konstrukcja
testow statystycznych o mocy 1 (por. [1], [7]).

Ogolnie, wydaje sig, Ze teorig te dobrze scharakteryzowali jej tworcy, wybie-
rajac tytut swojej ksiazki: Wielkie nadzieje: teoria optymainego zatrzymywania (°).
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