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Matematyczne podstawy matematyki(*)

1. Wstep. Wigkszo$¢ prac matematycznych traktuje matematyke bardzo wa-
sko — pare definicji, twierdzen, dowodow. Jeéli autor ma pewna doz¢ $miatosci,
a takze wspodtczucie dla czytelnika, moze tez dolaczyé omdwienie intuicji, ktére
uksztattowaty formalng czgé jego pracy. Ten artykul bedzie mial jednak inny
charakter.

Zastanawiajac si¢ nad tym, co wybra¢ na to Sympozjum Chauveneta(*) pozwo-
lifem sobie przebiec my$la te wszystkie dziedziny podstaw matematyki, w ktérych
pracowatem, badz tez o ktdre tylko si¢ otartem, jak logika matematyczna, dowody
twierdzen o petnoéci, zastosowania logiki do algebry, zagadnienia rozstrzygalnosci,
logika nieskoficzona ... jako§ nic nie wydalo mi si¢ odpowiednie. Zaczalem sig¢
zastanawia¢ dlaczego. Wydaje mi si¢ teraz, ze odpowiedZ jest zwigzana z czyms,
co mozna by nazwaé socjologiczna struktura naszego wspolczesnego amerykan-
skiego Srodowiska matematycznego.

Jest bowiem faktem, Ze matematycy pracujacy w zakresie podstaw sg uwazani
przez pozostatlych matematykéw za cokolwiek innych. Ci, ktérzy pracuja w gio-
wnym nurcie jednej z takich dyscyplin jak algebra, geometria czy analiza, znaja
zazwyczaj najbardziej podstawowe pojecie pozostalych dyscyplin, a nawet w pe-
wnym stopniu mieli do czynienia z jakimi§ elementarnymi problemami dotycza-
cymi tych poje¢. Podstawy natomiast, podobnie jak inne nowe dyscypliny mate-
matyczne, takie jak statystyka lub teoria maszyn matematycznych, oraz pewne
stare, jak mechanika ciat niebieskich, sa uwazane za dziedziny, co do ktérych wie-

-

() Rozwijany tutaj punkt widzenia na podstawy matematyki zostal po raz pierwszy sformu-
lowany przeze mnie na Wykladach IBM, ktére mialy miejsce w grudniu 1967 r. w Swarthmore,
Ten punkt widzenia byt nast¢pnie rozwijany w ciagu dluzszego czasu, kiedy to praca moja
byla subwencjonowana przez National Science Foundation. Niniejsza publikacja jest ostateczna
wersja pracy napisanej na Chauvenet Symposium, ktore odbylo si¢ w paZdzierniku 1969 r. w U.S.
Naval Academy.

(®) Pewna ograniczona ilo$¢ egzemplarzy materiatow Chauvenet Symposium wydana jako
jeden tom moze by¢ uzyskana po pisemnym skontaktowaniu si¢ z Profesorem J. C. Abbottem,
Departament of Mathematics, U. S. Naval Academy, Annapolis, Md., 21402,
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kszo$§¢ matematykéw moze bezpiecznie zachowywaé pelna niewiedze, jesli tylko
wiadomo mniej wigcej, o co W nich chodzi. Kazda z tych marginesowych dyscy-
plin wigze matematyke¢ z jaka$ niematematyczng dyscypling; o ile jednak w przy-
padku statystyki, teorii maszyn czy mechaniki ta druga dziedzina jest powszechnie
uznana jako wilasciwe pole zastosowafi matematyki, o tyle w przypadku podstaw
ta inng dyscyplina jest filozofia, co czyni cala sprawe nieco podejrzana.

Jestem przekonany, Ze taki stan rzeczy powoduje, Ze ,,podstawowcowi” trudno
jest napisa¢ artykul na temat bardziej szczegblowy przeznaczony dla szerszych
kregéw matematykéw, chyba zZe zdecyduje si¢ na omawianie w nim rzeczy naj-
bardziej elementarnych. Zdecydowalem si¢ wiec z tego powodu do napisania o pod-
stawach matematyki ,,w ogdle”.

Znaczenie zwrotu ,,podstawy matematyki” zmienia sie¢ w zaleznoscx od kon-
tekstu. Czasami oznacza on po prostu pewien najbardziej poczatkowy fragment
matematyki, z ktérego buduje si¢ jej wszystkie inne partie. Kiedy indziej zwrot
ten odnosi si¢ od komentowania matematyki z zewnatrz, co§ w rodzaju wyjasnia-
nia znaczenia pracy matematykow, czesto wyrazanego w terminach metafizyki.
Jesli przyjmiemy pragmatyczny punkt widzenia, a mianowicie Ze podstawy mate-
matyki to wlasnie to, co jest uprawiane przez ludzi, ktérzy deklaruja si¢ jako pra-
cujacy w tej dziedzinie, to dwie rzeczy staja si¢ widoczne. Po pierwsze, Ze zasigg
tej dziedziny, ilo$¢ i wzajemne zréZznicowanie poszczegdlnych jej czeSci wzrosty
w ciagu ostatnich dziesigcioleci niepomiernie. I po drugie, ze punkt cigzkosci tej
bogatej problematyki przesuwat si¢ stale, i to ze wzrastajaca predkoscia z filozofii
w kierunku matematyki.

Proces ten nie jest bez watpienia czym$ wyjatkowym. Wszystkie nauki ekspery-
mentalne byly w swoim czasie poszczegélnymi galeziami ,.filozofii naturalnej’
i odlaczaly si¢ od niej stopniowo, tworzac samodzielne dyscypliny naukowe. Wy-
ksztalcenie si¢ niezaleznych nauk, takich jak fizyka, chemia czy biologia nie ozna-
czato wcale, ze filozofowie zupelnie przestali si¢ tymi naukami interesowad. Wrecz.
przeciwnie, pozostali oni zainteresowanymi widzami, a czesto nawet i uczestnikami
ich samodzielnego rozwoju. I tak tez jest z podstawami matematyki. Nawet jeSli
matematyk w coraz to wigkszym stopniu opanowuje t¢ dyscypline, przeksztalcajac
ja w twér majacy postaé matematycznych definicji, twierdzen i dowodéw, zawsze
pozostaje co$ poza granicami matematyki, co okazuje si¢ plodng i nie zaniedby-
wang dziedzina dociekan filozoficznych. \

To pojawienie sig matematykéw jako waznego i docenionego skiadnika w ba-
daniach podstaw matematyki jest zwykle datowane na koniec ubieglego stulecia.
Grunt na to byl juz przygotowany przez rozwdj nowych dzialéw matematyki, po-
czynajac od geometrii nieeuklidesowej z pierwszej potowy XIX w., prac Boole’a
z logiki ogloszonych okolo 1850 r., stworzenia przez Cantora teorii mnogosci po-
czynajac od 1870 r., a takZe przez prace takich ludzi, jak Dedekind, Schroeder,
Frege, Weierstrass, Peano i Zermelo. Pozostawili oni jednak innym matematykom,
pracujacym nieco poézniej, zadanie rozgraniczenia i wyprecyzowania rozmaitych
punktow widzenia na podstawy matematyki, opartych na wymienionych wyzej,
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a takZe 1 nowych osiagnieciach techniki, ktére wywarly gleboki i dlugotrwaly wptyw
na dalszy rozwdj podstaw. Najbardziej znanymi matematykami tej grupy byli
Kronecker, Poincaré, Brouwer, Hilbert i Russell.

Bedac juz powszechnie znanymi dzigki pracom w réznych dziedzinach mate-
matykami, rozpoczeli dyskusjg na temat istoty i znaczenia matematyki. Dyskusje
te prowadzili za pomoca calych serii publikacji, a takze prywatnych listow, ktére
wkrotce staly si¢ jednak powszechnie znane. Tak zasadnicza rozbiezno$¢ zdan,
niemalze nieznana w starych dzialach matematyki, stala si¢ oczywiscie obiektem
szerokiego zainteresowania. W-jej wyniku powstaly trzy ,,szkoly”, ktdre znane
sa pod nazwami Intuicjonizmu, Formalizmu i Logicyzmu.

Intuicjonizm, ktéry Brouwer rozwinat z pewnych idei Poincarégo i Kroneckera,
zdecydowante wyrzek! sie klasycznego sposobu stosowania matematycznego je-
zyka 1 logiki, i zazadat surowych ograniczent na dopuszczalne sposoby prowadzenia
matematycznych konstrukcji.

Formalizm, ktérym to terminem nazywano program Hilberta, zogniskowal
swoja uwage na symbolach jezyka matematyki i usitowat objasnié ich zastosowanie
za pomocg regut o charakterze syntaktycznym. Ich bezwarunkowe uzasadnienie miato.
by¢ uzyskane za posrednictwem dowodu niesprzecznosci o tak podstawowym cha-
rakterze, by jego prawdziwo$¢ nie mogla by¢ kwestionowana.

Logicyzm, ktory Russell opart na ideach Fregego, skoncentrowat si¢ na zadaniu
unifikacji matematyki, dokonujac systematycznych redukcji kolejnych jej frag-
mentéw do najbardziej podstawowych i ogdlnych: logiki i pojecia zbioru.

Przez nastgpnych sze§€ lub siedem dziesigtkéw lat od czasu sformulowania.
wymienionych wyZzej stanowisk, ilo§¢ matematykéw podejmujacych prace nad
podstawami stale si¢ zwigkszala. Wigkszo$é osiggnigtych poczatkowo wynikéw
miescila si¢ calkowicie w ramach zestawu tych trzech systeméw. Z biegiem jednak
czasu, tak jak to zawsze si¢ zdarza w wyniku diuzszego rozwoju, cala dyscyplina
zostala gruntownie przeobraZzona przez zmiany zaréwno powolne, jak tez i gwal-
towne, wynikajace z catkowicie nieoczekiwanych odkryé. Pojawila si¢ nowa pro-.
blematyka dla badan nad podstawami i znaleziono ponadto nowe zwiazki z innymi
dzialami matematyki. ‘

Pomimo tego paczkowania dzialalno$ci matematycznej, jej komentatorzy w swych
usifowaniach klasyfikowania i analizowania osiaganych wynikéw prébowali ciagle-
miesci¢ je w starym schemacie logicyzmu — formalizmu — intuicjonizmu. Jest
teraz jasne, ze te wysitki stawaly si¢ coraz to bardziej nieprzydatne i prowa-.
dzity do coraz bardziej wypaczonego obrazu uzyskiwanych wynikéw. Zasadnicza
zapewne przyczyng tego stanu rzeczy byl fakt, Zze koncepcje zawarte w tych roz-.
maitych punktach widzenia miaty zasadniczo charakter filozoficzny, i jako takie
nie mogly by¢ latwo dostosowywane do opisywania narastajacego procesu prze-.
chodzenia od filozofii do matematyki.

Wydaje sig, Ze jest juz stosowna pora, aby wylozy¢ nowy system, schemat kla-.
syfikacji, ktory wprowadzitby zwarto$¢ i tad w cato§¢ prac nad podstawami ma-.
tematyki. Podstawowe idee takiego nowego systemu klasyfikacyjnego powinny:
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zasadniczo mieé charakter bardziej matematyczny niz filozoficzny, aby mozna
bylo uwzglednié rosnacy matematyczny charakter klasyfikowanych prac. Giéwna
idea, ktéra w szczegdlnosci bedziemy tu rozwijaé, to oparcie analizy prac z podstaw
matematyki na nastepujacym schemacie klasyfikacyjnym: aspekty teoriomnogo-
$ciowe, aspekty algebraiczne i w koncu aspekty konstruktywistyczne.

Mozna oczywiScie uznaé, Ze taki schemat nie jest wladciwie niczym wigcej, jak
tylko przemianowaniém rozwazanych uprzednio podstawowych katégorii. Z pew-
noScig pojecia teorii mnogos$ci tworza podstawowa czgsé logicyzmu, algebraiczne
aspekty podstaw mozna $cifle zwigza¢ z podejsciem formalistycznym, a w koricu
konstruktywne elementy matematyki wywodzg si¢ z tego samego ducha dociekli-
wosci, ktory sklonit Brouwera do wzniesienia sztandaru intuicjonizmu. Choé
jednak warto, rzecz jasna, zauwazy¢ istnienie tych zwiazkéw, wydaje mi sig, Ze nasza
przed chwila zaproponowana klasyfikacja rézni si¢ od tradycyjnej w zasadniczy
sposab.

Jedna z najwigkszych réznic pomigdzy nimi jest zwigzana z zagadnieniem mo-
zliwoéci godzenia poszczegdlnych aspektdw. Logicyzm, formalizm i intuicjonizm
byly zasadniczo konkurujacymi ze soba punktami widzenia na podstawy mate-
matyki. Istotnie, ton wymienianych pomigdzy autorami tych programow listéw
i publikacji graniczyt niemal z zacieklodcia, bo kazdy z nich uwazal, ze jego poglad
na podstawy jest stuszny i ze inni (w konsekwencji) sa w bledzie.

Dzi§ natomiast latwo moZemy stwierdzi¢ istnienie szerokiej wspdipracy po-
miedzy matematykami wprowadzajacymi teoriomnogo$ciowe, algebraiczne badz
konstruktywne elementy do badan nad podstawami matematyki.

Kazdy z tych kierunkéw wspiera pozostale, przeplataja si¢ one i przenikaja
wzajemnie, aby pelniej o§wietli¢ i opisaé swa wspdlng dziedzing. Niektdre najwyzej
cenione twierdzenia i spostrzeZenia sa wlasnie twierdzeniami rzucajagcymi $wiatlo
na zwiazki réznych pradéw w pracach nad podstawami.

W dalszej czefei niniejszego artykutu zajmiemy si¢ pokazaniem, w jaki sposéb
mozna zmie$ci¢c w omdéwionych wyzej ramach caly szereg ztoZonych problemdw,
ktérymi zajmowali si¢ ,,podstawowcy’’.

2. Algebraiczna strona podstaw. Ciggle przypomina mi si¢ definicja algebry,
ktdéra podata mi moja nauczycielka gimnazjalna na samym poczatku naszych zajeé:
,»To tak jak w arytmetyce — powiedziata — tylko uzywamy liter zamiast liczb”.
Ci, ktorzy zglebili ten przedmiot nieco gruntowniej niz tego wymaga si¢ w szkole
sredniej, nie mogliby podaé tak prostej definicji tego dzialu matematyki, cho¢
zgodziliby si¢ zapewne z tym, Ze uzycie liter jako zmiennych w rownamach Jest
wazng cecha charakterystyczna tej dyscypliny.

Jedna z najbardziej znamiennych tendencji wspdlczesnej matematyki jest roz-
wijanie algebraicznej strony réznych dyscyplin matematycznych — mamy wiec
np. topologie algebraiczng, geometri¢ algebraiczna, analize funkcjonalng i, juz
zupelnie ostatnio, logike algebraiczng. To wniknigcie algebry do innych dzialow
jest przejawem, jak sadze, powaznego wysilku zmierzajacego do zachowania jed-
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nofci matematyki, co uzyskuje si¢ dzigki twemu, ze rozwdj bardziej wyspecjalizo-
wanych jej dzialdw jest rOwnowaZony przez te elementy, ktdre ulatwiaja komu-
nikowanie si¢ wszystkich matematykéw miedzy soba.

Chociaz termin ,Jlogika algebraiczna” (ukuty przez Halmosa) ma niespelna
dziewigé lat, sama idea jest wynikiem ciaglego rozwoju, ktéry rozpoczat si¢ od prac
Boole’a w 1850 r. Punktem wyijécia tych badan bylo proste spostrzerzenie, Ze pewne
klasyczne prawa logiki moga by¢ wyrazone za pomoca réwnoéci algebraicz-

nych; na przyktad prawo podwdjnego przeczenia przyjmuje postaé — — p = p,
podczas gdy prawo wylaczonego $rodka mozna wyrazi¢ za pomoca réwnosci
pt(=p=1.

To ze mozna przej$¢ od jednych praw do innych, stosujqc znane z algebry spo-
soby podstawiania za zrmenne w tozsamo$ciowych rdownosciach i zamieniania
»rownych przez réwne”, postuzyto nastgpnie do wykazania, Ze zaréwno loglka,
jak 1 algebra liczb, maja to samo podioZe.

W dalszym ciagu badan Boole wzbogacit swa teorig, dodajac druga interpre-
tacje swych réwnan algebraicznych, zgodnie z ktdra zmienne moga przedstawiaé
zbiory, a nie zdania, jak uprzednio. .

Réwnanie — — p = p znaczy wigc teraz, ze uzupelnienie uzupelnienia danego
zbioru jest z nim identyczne, a p-+-(—p) = 1 wyraza fakt, Zze suma zbioru i jego
uzupelnienia dajg cala przestrzen. Dopiero jednak Stone, okoto osiemdziesigt lat
poézniej, uczynit dalszy zasadniczy krok, rozwazajac klas¢ wszystkich struktur spel-
niajacych rozwazane przez Boole’a réwnania i nazwat je algebrami Boole’a, a na-
stepnie badal ich wzajemne zwiazki za pomoca takich pojeé, jak homomorfizm,
podalgebra i produkt prosty, ktére to pojecia zostaly utworzone dla potrzeb badan
nad teorig grup i pierécieni.

W okresie miedzy Boolem a Stonem dziatali jednakze i inni matematycy. Rachu-
nek klas Boole’a spowodowal gruntowne zbadanie przez Schroedera algebry re-
lacji binarnych, Pierce uczynit szereg waznych krokéw na drodze do wprowadzenia
kwantyfikatoréw w obreb logiki wyrazalnej w terminach algebraicznych, Tarski
zainicjowat studia nad dedukcyjnie zamknigtymi systemami zdan, wyprzedzajac
wiele odkryé i metod Stone’a.

Uzycie réwnan Boole’a do okreSlania klasy algebr Boole’a, a takze udowodnie-
nie przez Stone’a centralnego dla tej teorii twierdzenia o reprezentacji, miato gle-
boki wplyw na dalszy rozwdj logiki algebraicznej. Jednym z pierwszych jego prze-
jawow bylo zbudowanie przez Tarskiego teorii relacji: wydzielit on pewna ilo§é
odkrytych przez Schroedera w jego pracy o relacjach binarnych tozsamoéci i uzyt
ich jako aksjomatow nowej klasy algebr. Nastepnie badal mozliwosci izomorficznego
reprezentowania dowolnej algebry tej klasy przez jaka$ relacje¢ binarng nad pewnym
zbiorem. Badania te mialy, jak si¢ okaze, miezwykla historig.

Rozwazajac zbior wszystkich relacji binarnych nad jakim$ zbiorem U wyré-
Zniamy nie tylko relacj¢ pusta @ i petng UX U, lecz takze relacje¢ identycznosci I,.
Rozwazamy takze nie tylko operacje Boole’owskie U, N i ~ (uzupelnienie wzgle-
dem zbioru UX U, ze wzgledu na ktére rozwazany zbidr relacji jest zamknigty),
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lecz takZe operacje tworzenia relacji odwrotnej RY dla danego R<= UX U i dwu-
argumentowej operacji tworzenia wzglednego produktu R|S dla danych R i S tak,
ze dla danych x, y e U zachodzi x(R|S)y wtedy i tylko wtedy, jezeli xRz i zSy
dla jakiego$§ z e U. Tozsamosci Boole’owskie tworza zestaw zupelnie trywialnych
twierdzen takiej teorii. Jest takze wiele prostych twierdzen moéwiacych o I, U,
i |, na przyklad prawo lacznofci dla |, fakt, ze I, jest dwustronna jednoscia dla.
operacji |, prawo rozdzielnosci dla U nad U, addytywno$é, tzn. ze (R, U R,)|S =
= (R{]|S) U (R,]8) i R|(S1 U 85) = (R|Sy) U(R]S,), a takze prawo (R|S)” = S¥|R"..
Z drugiej strony jednak, jest wiele réwnosci zawierajacych te pojecia, o ktérych
bardzo trudno orzec czy zachodza tozsamos$ciowo dla relacji nad dowolnym zbio-
rem U.

Istotnie, Tarski pokazal bowiem, Ze nie istnieje metoda, ktéra pozwalalaby
automatycznie rozstrzygnaé w skonczonej ilosci krokdéw, czy dana réwno$é jest
tozsamos$cia. Wynik ten Tarski uzyskal pokazujac, jak dowolne zdanie
arytmetyki elementarnej (o ktérej wiadomo, ze jest nierozstrzygalna) moze
by¢ przettumaczone na réwnowazne zdanie, majace posta¢ réwnoéci dla
algebr relacyjnych.

Warto dla kontrastu dodaé, Ze wiadomo, iz réwno$¢ Boole’owska jest tozsa-
moscia w dowolnej algebrze Boole’a, jezeli jest identycznoécia w algebrze podzbio-
réw zbioru jednoelementowego, co daje oczywiscie prosta efektywna metode wy-
dzielania tozsamo$ci spo$rod wszystkich réwnosci Boole’owskich.

Po tym, jak Tarski wydzielit pewna ilo$¢ tozsamosci dla teorii relacji i wzial
je jako aksjomaty do zdefiniowania klasy algebr relacyjnych, Lyndon znalazl inne.
tozsamosci, ktérych nie mozna bylo z tych aksjomatéw wyprowadzic.

Zdawac by si¢ moglo, ze wystarczy dodaé te tozsamosci, aby uzyskaé systemr
aksjomatéw wystarczajaco silny, by dalo si¢ za jego pomoca udowodnié wszystkie
réwnodci teorii relacji binarnych lub nawet taki, by dato si¢ udowodnié, ze kazda
struktura spetniajaca aksjomaty musi by¢ izomorficzna z algebra relacji nad pewnym
zbiorem. Lyndon jednak opublikowal prace, w ktérej dowodzil, ze drugi cel nie
jest mozliwy do osiagnigcia, konstruujgc algebre relacyjng, ktéra nie jest izomor-
ficzna z zadng algebra relacji binarnych nad zadnym zbiorem, chociaz, jak si¢ wy-
dawato, algebra ta i algebra tego ostatniego rodzaju maja identyczne zbiory toz-
samo$ci. PSzniej jednakze Tarski uzyskal wrecz przeciwny wynik: pokazal on,
ze kazdy model spetniajacy zbidr wszystkich tozsamoéci, ktére zachodza w kazdej
algebrze relacyjnej, musi by¢ izomorficzny z taka algebra. (Wynik ten Tarski uzy-
skal stosujac twierdzenie G. Birkhoffa o algebrach réwnoéciowo definiowalnych
pokazujac, ze klasa izomorficznych obrazéw algebr relacji jest zamknigta ze wz-
gledu na tworzenie podalgebr, obrazéw homomorficznych i produktéw prostych.)
W koficu Dana Scott znalazt blad w dowodzie Lyndona. Jeszcze pdzniej Monk
pokazal, 7ze zaden skofczony system réwnoéci nie moze scharakteryzowaé izomor-
ficznych obrazdéw algebry relacji.

Ewerett i Ulam podeszli do probleméw teorii binarnych relacji od innej strony,
formulujac pojecie algebry rzutowej. Zamiast operacji tworzenie relacji odwrotnej



Matematyczne podstawy matematyki 61

i produktu wzglednego rozwazali oni rzuty P, i P, dowolnej relacji R« UXU
na ,,proste” {e}x U i Ux{e}, gdzie e jest wyréznionym elementem U, Operacje
Boole’owskie sa w tych strukturach zachowane. Tego rodzaju podejécie umozli-
wia algebraizacje o wiele bardziej ograniczonej czebci teorii relacji niz sposéb Tar-
skiego, dzigki czemu autorzy byli w stanie podaé twierdzenie o reprezentacji dla
klasy algebr rzutowych. Udowodniono takze, iz istnieje efektywny sposéb roz-
strzygania w skoniczonej liczbie krokéw czy dana réwno$é tej teorii zachodzi toz-
samoSciowo dla wszystkich relacji binarnych (lub — réwnowaznie na mocy twier-
dzenia o reprezentacji — dla dowolnych elementéow dowolnej algebry rzutowej).

Chociaz pojecie algebry rzutowej prowadzi do bardzo ograniczonej teorii, za-
sugerowato ono Tarskiemu i jego uczniom Chinowi i Thompsonowi dokonanie
pewnych modyfikacji, ktére doprowadzily do znacznie bogatszych rezultatéow.
Najbardziej istotna zmiana polegala na odrzuceniu zalozenia binarnosci relacji
nad zbiorem U i rozwazania dla dowolnego a relacji a-argumentowych nad U.
Ponadto, zamiast rozwaza¢ rzut relacji na jaka$ specjalng ,,prosta” (lub podprze-
strzen liniowa dla wieloargumentowych relacji) wybrano jako podstawowe operacje
cylindryfikacji C, dla dowolnego » < a: dla dowolnej a-argumentowej relacji R
nad U relacja C R jest zbiorem wszystkich ,,punktéw” <{xo, ..., x,_,> zbioru U*
takich, Ze

Xy vees X 15 Vs Xy g +ovs Xq_1) € R

dla pewnego y e U. Ostatecznie, w przypadku a = 2, tak jak w algebrach rzuto-
wych, przyjeto relacje identycznodci jako element wyrézniony, w przypadku ogdl-
nym wyrdézniamy a-argumentowe ,relacje przekatniowe” D,; nad zbiorem U,
okreslone jak nastgpuje

X0y +oes Xg_1p €Dy<>x,=1x, (dla dowolnych x, 1 < ).

Zbidr relacji a-argumentowych nad zbiorem U nazywany jest cialem cylindrycznym
wymiaru a, jezeli zawiera relacje @, U® i D,,; (dla wszystkich #, 1 < a) i jezeli jest
zamkniety ze wzgledu na Boole’owskie operacje ~ (uzupetnienie do U%), u, N,
a takze wszystkie cylindryfikacje C, (dla x < @). Pojecie algebry cylindrycznej wy-
miaru a otrzymuje si¢ przez abstrakcyjne ujecie pojecia cylindrycznego ciala relacji
jako struktury postaci

<A’+9' = 0, 1, dm’la Cn>u,l<a’

gdzie (4,4, ,—, 0, 1) jest algebra Boole’a, d,; ¢4 i ¢, jest jednoargumentowsa
operacja nad A dla dowolnych » i A << a i w ktdrej pewna ilo§¢ réwnosci zachodzi
tozsamo$ciowo. Réwnodci te, zgrupowane w siedem schematéw aksjomatdéw sa,
1Zecz jasna, wybrane sposréd réwnoscei, o ktérych wiadomo, Ze sg tozsamosciami
w kazdym ciele cylindrycznym. Mozemy wymieni¢ niektére sposrod nich.

AKSIOMAT C,. ¢, (x-c,y) = c,x"c,y dla dowolnych x, y e 4.

AKSIOMAT C,. ¢,(d x) ¢, (d,; - —x) = 0 dla dowolnego x € 4, gdzie %, 1 < a
inFE A
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Specjalne znaczenie algebr cylindrycznych dla badan logicznych wynika z faktu,
7e zwigzek miedzy cylindryfikacjami ¢, a kwantyfikatorami egzystencjalnymi (3 v,) -
rachunku predykatéow jest taki sam jak Boole’owskich operacji +,+ i — do
spdjnikow v (alternatywy), A (koniunkeji) i 7] (negacji) rachunku zdan. Podobnie
elementy przekatniowe d,; odpowiadaja algebraicznie réwnosciom v, = v, logiki
z réwnoécia. Tak wiec badanie tych algebr umozliwia rozwigzywanie zagadnien
rachunku predykatow metodami algebraicznymi. Zanim jednak zadowolimy sig
tym, Ze algebraiczna struktura moze by¢ adekwatna dla peilnej analizy logicznej,
trzeba rozwazy¢ kilka pytan.

W rachunku predykatow, odzwierciedlajac potrzeby wielu dzialéw matematyki,
rozwazamy zazwyczaj systemy, w ktorych moga wystegpowaé relacje o réznych
ilodciach argumentdow. Jak wigc mozemy stosowa¢ algebry cylindryczne wymiaru a,
gdy mamy o dokladnie ustalone? Otéz bardzo prosto — p’rzyjmujemy, Zea=w
(pierwsza nieskoniczona liczba porzadkowa) i dla kazdego x, relacj¢ » argumentowa
jako relacje w-argumentowa, ktora zalezy jedynie od » pierwszych wspdtrzednych.
Jezeli wezmiemy na przyklad jako U zbidr liczb rzeczywistych i zapragniemy przed-
stawi¢ binarna relacje << na U jako relacje o w argumentach, wtedy mozemy sko-
rzystaé z relacji R takiej, ze dla kazdego nieskoficzonego ciagu <{x,, xy, ...> liczb
rzeczywistych zachodzi (xg, X1, ...> € R <> xo < X;.

Zauwazmy, Ze w powyzszym przykladzie jezeli »>2 i {(xp, X1,..., X,> € R
dla pewnego ciagu {(Xq, Xy, ...» liczb rzeczywistych, to zmieniajagc w jakikolwiek
sposéb wspétrzedna x, otrzymujemy cigg, ktéry znoéw nalezy do R, innymi stowy
mamy C,R= R. Ogdlnie, jezeli tylko reprezentujemy relacj¢ A-argumentowa
jako relacje R o w argumentach, wtedy dla kazdego x» > A mamy C,R = R. Tak
wiec, w dowolnej algebrze cylindrycznej 4 wymiaru o, rozwazajac zbior 4 wszy-
stkich tych x € 4, dla ktérych ¢, x = x, je§li » > A mamy w zasadzie do czynienia
z algebraiczna wersja cylindrycznego ciala relacji rzedu A; nic wiec dziwnego,
7e zbidér A wraz z operacjami ¢, ..., ¢;_, 1 clementami przekatniowymi o wska-
znikach < A tworza algebre cylindryczna wymiaru A.

Sa oczywidcie relacje o w argumentach, ktére nie zaleza jedynie od skonczonej
ilosci wspoétrzednych i ktdre rzecz jasna nie odpowiadaja zadnej relacji o skonczonej
liczbie argumentow. W zwyklej logice predykatow i w wigkszej czeSci matematyki
mamy jednak do czynienia z relacjami skonczenie argumentowymi. Tak wiec, jezeli
chcemy rozwaza¢ algebre cylindryczng, ktora odpowiadalaby dokladnie systemowt
logiki predykatéw, musimy natozy¢ nastepujacy warunek: dla kazdego x e 4 istnieje
takie Aew, Zze ¢, x = x dla wszystkich » > A. Takg algebr¢ cylindryczng nazywamy
algebrq lokalnie skoiiczong.

Rozwazmy w koncu operacje tworzenia relacji odwrotnej, ktora jest jednym
z najbardziej podstawowych pojeé algebry relacyjnej. W logice predykatéw odpo-
wiadajaca jej operacja jest podstawianie, ktére umozliwia przejscie od formuly
Gxy do formuly Gyx. W jaki sposéb mozna otrzymac taka operacje w teorii algebr
cylindrycznych? Aby na to odpowiedzieé, rozwazmy operacje Sy taka, ze SR =
= Cy (Do2 N R) dla dowolnego R. Jesli R jest relacja rzedu w, ktdéra reprezentuje
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relacje binarna, tak ze C,R= R dla »> 2, wtedy mamy
{Xos X35 X35 ..y €S9 R {Xp, Xy, Xgy X35 ...> € R.
Dla tak otrzymanej relacji zachodzi réwnoéé

C(SQR) =S2R dlax=0,34,5...

Dalej stosujac operacje S; do Sy R (gdzie S3 T= C{(D;5; n T) dla dowolnego
T), tatwo stwierdzimy, Ze

(Xgy X1, X35 X3, ... 3 €(S3 S5 R) <> {Xg, X3, X2, X1, ...>€SIR <> (X3, X3, Xo, Xy, ...> €R

oraz
C(SESOR)=SLSQR dla x=0,1,4,5,6,...

Kontynuujac w powyzej opisany sposéb stosowanie operacji Sy 1 S7 otrzymamy
ostatecznie relacje T = S7 Sg S; ST R taka, z¢ C,T =T dla dowolnego »>2
i taka, ze

<x0, X1s X2, ...>€ T < <x1, Xo0s X2, x3, ...>€ R,

Jest wiec widoczne, Ze T jest w-argumentowa relacia przedstawiajgcg binarna
relacje odwrotng do relacji reprezentowanej przez R.

Podobnie, w dowolnej algebrze cylindrycznej wymiaru a, mozemy zdefiniowaé
operacjg¢ S dla dowolnych %, A<a tak, aby S} x=C,(d, ;*x), jeSli %~ A1 S3 -x=
= x. Jezeli a = w 1 algebra jest lokalnie skonczona, wtedy mozna tak dobraé skon-
czony ciag tych operacji S7%, aby uzyska¢ dowolne zadane podstawienie dla relacji
o danej liczbie argumentdw.

Przypusémy, na przyklad, ze S’ jest podstawieniem w relacji R takim, Ze

{Xgs X15 X530 € "R < X, Xo, Xo» € R

dla dowolnej trzyargumentowej relacji R. Wowczas S’ odpowiada operacji
S3-S2-89-52 w tym sensie, ze dla dowolnej relacji R o @ argumentach, takiej
ze R= R dla dowolnego k>3 zachodzi C(S3 S& S S2R) = (S S:S9S2R)
dla wszystkich &> 3 1 ponadto

{Xo X1 X3 X3 ...> € (S Sy ST S2 R) <> {x3, Xo, X0; X3, --.> € R

dla dowolnego ciagu {xo, X1, X2, -+.>.

WidzieliSmy juz, jak lokalnie skonczona algebra cylindryczna wymiaru o
moze by¢ stosowana do relacji dowolnego skonczonego rzedu A oraz w jaki sposéb
dowolne podstawienie moZe by¢ uzyskane w wyniku kombinacji podstawowych
w tej teorii operacji cylindryfikacji i elementéw przekatniowych. Tak wiec wszy-
stkie elementy, z ktérymi mozemy si¢ zetknac¢ w logice predykatéw pierwszego rzedu,
maja swe algebraiczne odpowiedniki w algebrze cylindrycznej opisanego typu.

Dla klas lokalnie skonczonych algebr cylindrycznych rzgdu o zachodzi naste-
pujace twierdzenie o reprezentacji: Dla dowolnej takiej algebry A i dowolnego jej
elementu x # O istnieje homomorfizm h algebry A w odpowiednie cylindryczne
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cialo relacji takie, ze hx # 0. (Stosujac ogdlne algebraiczne metody mozna wykazac,
Ze twierdzenie to jest rOwnowazne stwierdzeniu, ze kazda algebra A rozwazanej
klasy jest izomorficzna z pewnym podprostym produktem cial cylindrycznych.)
To twierdzenie o reprezentacji mozna traktowa¢ jako algebraiczny odpowiednik
twierdzenia o zupelnoéci dla rachunku predykatow. Istotnie, oba twierdzenia sag
§ciSle ze sobg zwiazane — jedno wynika bezposrednio z drugiego.

Dla klasy wszystkich algebr cylindrycznych wymiaru o (bez zatozenia lokalnej
skoficzono$ci) twierdzenie o reprezentacji nie zachodzi. Klasa dowolnych algebr
cylindrycznych wymiaru o zawiera bowiem cylindryczne ciato relacji rzedu o,
ktére nie reprezentuje Zzadnej relacji skonczonego rzgdu A, tj. ktore nie spetnia za-
dnego warunku postaci C, R = R dla » > A. Takie algebry odpowiadaja systemom
rachunkdéw, predykatéw w ktérych formuly atomowe moga skladac sie z symbolu
predykatywnego poprzedzajacego nieskonczony ciag symboli indywidualnych.
Brak twierdzenia o reprezentacji dla klasy wszystkich w-wymiarowych algebr cylin-
drycznych znaczy tyle, Ze istnieje taka algebra A4, ktora nie jest izomorficzna z Za-
dnym podprostym produktem cial cylindrycznych, co pokazuje si¢ przez podanie
réwnosci, ktéra jest tozsamo$cia w kazdym cylindrycznym ciele wymiaru o, lecz
ktéra nie zachodzi w A. W konsekwencji otrzymujemy w logice o nieskoficzonych
predykatach (takiej, o jakiej byla uprzednio mowa) istnienie pewnego zbioru formut,
ktory jest niesprzeczny ze wzgledu na zwykle reguty wnioskowania, ale ktory nie
jest spelniony w zadnym modelu.

Mozemy oczywiScie rozwazaé klasg wszystkich algebr cylindrycznych dowol-
nego danego wymiaru «, skonczonego Iub nieskoriczonego. Dla dowolnego a mo-
Zzemy takze rozwazaé cialo cylindryczne, ktérego elementami sa relacje rzgdu a
nad pewnym zbiorem U, mozemy wiec pytac sig, czy wszystkie a-wymiarowe algebry
cylindryczne sg reprezentowalne.

Okazuje si¢, ze w kazdym przypadku odpowiedZ jest negatywna, z wyjatkiem
a=01a=1. Dlaa=2 mozna poda¢ dwie tozsamosci charakteryzujace 2-wy-
miarowe reprezentowalne algebry cylindryczne, dla a > 3 Zaden skoficzony zbiér
tozsamo$ci nie charakteryzuje zbioru reprezentowalnych algebr cylindrycznych
wymiaru a, chociaz dowolna algebra wymiaru a, w ktdrej sa speinione wszystkie
tozsamosci prawdziwe dla cylindrycznych cial wymiaru a, jest zawsze reprezento-
walna. '

Istnieje uogolnione pojecie algebry lokalnie skonczonej: dla dowolnego a mo-
zemy rozpatrywaé takie algebry cylinadryczne wymiaru a, ze dla dowolnego xe A
zachodzi ¢, x = x dla przynajmniej jednego x << a. O takiej algebrze mowimy,
ze jest wymiarowo dopelniona i okazuje si¢, ze kazda taka algebra jest reprezento-
walna. A oto kilka innych klas algebr cylindrycznych, o ktorych wiadomo, Ze sa
reprezentowalne dla dowolnego wymiaru a:

(i) Kazda algebra, w ktérej element jednostkowy mozna wyrazi¢ jako skon-
czona sume elementow przekatniowych d,; (x # 2).

(ii) Kazda algebra generowana przez elementy monadyczne, tj. takie ele-
menty x, z& C,x = x dla dowolnego x> 0.
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(iif) Kazda algebra 4 wymiaru a, ktéra moze by¢ zanurzona izomorficznie
w algebre B wymiaru a4 w taki sposéb, ze dla dowolnego xe A zachodzi C . x = x
dla % =a, a+1, at2, ...

Jest wiele otwartych pytan w teorii algebr cylindrycznych. Niektére z nich majg
czysto algebraiczny charakter; na przyklad pytanie czy kazda algebra skonczenie
generowana i prosta (tj. majaca tylko trywialny homomorfizm) moze by¢ generowana
przez jeden element. Wiadomo, ze odpowiedZ na to pytanie jest negatywna dla
algebr cylindrycznych wymiaru skoficzonego, ale problem jest ciggle otwarty w przy-
padku wymiaréw nieskonczonych.

Inne otwarte problemy dotycza zwigzkéw algebr cylindrycznych z cylindry-
cznymi ciatami relacji. Dwa spo$réd nich zajmuja centralng pozycje:

(i) Dla dowolnego a znalezé wewngtrzng algebraiczna charakteryzacje klasy
wszystkich cylindrycznych ciat relacji wymiaru a. .

(i) Znalez¢ operacje teoriomnogoSciowe o jasnym intuicyjnie geometrycznym
znaczeniu, ktore przeksztatcalyby a-wymiarowe ciala cylindryczne w klasy systeméw
relacyjnych tak, by otrzymaé izomorficzna reprezentacje dowolnej algebry cylin-
drycznej wymiaru a.

Pytania te maja zupelnie podstawowe znaczenie, gdyz sa one sformutowanymi
w jezyku algebry problemami dotyczacymi szerokiej klasy systemdéw logicznych
i ich interpretacji.

Aby niniejszy szkic logiki algebraicznej uczynié zupelnym, nadmienié jeszcze
nalezy, ze algebry cylindryczne to tylko jedna z kilku algebraicznych struktur,
wprowadzonych w zwigzku z systemami logicznymi. Pewne inne klasy uzyskuje
si¢ przez modyfikacj¢ praw Boole’a tak, by moéc je stosowaé do logik ,,nieklasy-
cznych”. Spoérdd algebr uzywanych do badania logiki klasycznej obok algebr
cylindrycznych najbardziej intensywnie byly rozwijane badania algebr poliadycz-
nych. Algebry te sa to algebry Boole’a wzbogacone o operacje cylindryfikacji
i podstawien (odpowiadajacych permutacjom i identyfikacjom symboli w logice
predykatédw). Klasa w-wymiarowych lokalnie skonczonych algebr poliadycznych
daje algebraiczna teori¢ logiki predykatéw bez réwnosci; algebry tej klasy, ktére
zawierajg zbidr elementow przekatniowych sa rdwnowazne w-wymiarowym lo-
kalnie skoficzonym algebrom cylindrycznym. Dla skoniczonego a, lub dla a nie-
skoficzonego, ale bez warunku lokalnej skonczonosci, obie te klasy réznia si¢ za-
sadniczo. W szczegdlnosci kazda algebra poliadyczna wymiaru nieskoficzonego
mozZe by¢ reprezentowana przez poliadyczne ciato relacji.

Opisali$my, niekiedy do$é¢ szczegbélowo, rozwdj logiki algebraicznej, gdyz na
tym przykladzie najbardziej jest widoczny proces przenikania algebraicznych idei
do badan w podstawach matematyki. Jednakze stosowanie metod algebraicznych
do tych badan obejmuje wiele innych dziedzin podstaw matematyki. Omowimy
tu trzy sposréd nich.

1. Caly rozwdj logiki dedukcyjnej moze byé rozpatrywany jako proces algeb-
raizacji. Aby to zrozumieé, naszkicujemy wspdlne elementy tworzenia niemal ka-

5 — WiadomoS§cl Matematyczne t. 18
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zdej teorii algebraicznej, jak np. teorii grup, piercieni czy przestrzeni liniowych.
(i) Punktem wyjécia jest jaki§ wybrany zbidr obiektow i operacji nad nimi. (ii) Roz-
wijamy nastepnie jaki$ jezyk, aby méc mowié o tej strukturze i znajdujemy zdania
Z tego jezyka, ktére sg w tej strukturze prawdziwe i ktére wydaja si¢ zwigzane ze
soba pewnymi prostymi regulami przeksztalcen, np. mozemy zajaé si¢ zdaniami
majacymi postaé rownosci 1 zwigzanymi ze soba regutami podstawiania i zmiany
zmiennych. (iii) Nastepnie abstrahujemy od tej szczegdlnej dziedziny, ktdéra inte-
resowali§my si¢ na poczatku, wybierajac pewna ilo$¢ zdan prawdziwych wzmian-
kowanych w (ii) i uzywajac ich jako aksjomatéw badamy caly klasg struktur, w
ktérych te aksjomaty sa spelnione. Jest to wlasnie zasadnicze jadro procesu alge-
braizacji. (iv) W koficu szukamy twierdzen o reprezentacji, ktére wigza dowolny
model naszych aksjomatéw z ta struktura, ktora legta u podloza powstania calej
teorii. Ten skladajgcy sie z czterech czesci proces rozwoju mozna przesled21c w ka-
7dej dobrze rozwinigtej teorii algebraicznej.
Jak teraz mozna spojrze¢ na logike dedukcyjng z tego punktu w1dzema‘>

(i) Najbardziej podstawowym obiektem badan logiki jest relacja implikacji.
Jest to relacja, ktéra wiaze jedno zdanie (wniosek) z danym zbiorem zdan (prze-
stankami), Aby méwié o tej relacji, musimy oczywiscie mieé pewna strukture gra-
matyczng L, zgodnie z ktéra budowane sa wszystkie zdania skladajace si¢ z listy
symboli (dzielacych si¢ z kolei na zmienne, spdjniki, nawiasy itp) oraz regul zesta-
wiania tych symboli w zespoly takie, jak termy, formuty i zdania. Gdy tylko gra-
matyka L jest ci§le okreslona, staje si¢ konieczne opisanie sposobu w jaki jej skta-
dniki moga by¢ interpretowane, aby otrzymaé jezyk, w ktérym bedziemy méwié
o jakiej$ zadanej strukturze (lub inaczej — rozwazanej dziedzinie). Zgodnie z taka
interpretacja kazde zdanie z L przybiera $cile okreSlong warto$é logiczng prawdy
lub fatszu. W koficu, méwimy o zdaniu, ze jest logicznie prawdziwe, jesli jest praw-
dziwe przy kazdej interpretacji, zdanie ¢ jest logiczng konsekwencjg zbioru zdan
I’ (lub I implikuje @), gdy ¢ jest prawdziwe we wszystkich tych interpretacjach, w
ktoérych jest prawdziwe kazde zdanie zbioru I.

(ii)) Aby méwié o zbiorze zdan prawdziwych i relacji implikacji, wprowadzamy
zmienne ¢ 1 y i inne, ktére przebiegaja zdania z L, zmienne I, 4 itp., przebiegajace
zbiory tych zdan, a takze specjalny symbol k. Piszemy F¢ aby zaznaczy¢, ze ¢ jest
prawdziwe; natomiast I'Fg oznacza, Zze I' implikuje ¢ (to podwdjne wykorzysty-
wanie symbolu F jest zupelnie uzasadnione, jako Ze kg wtedy i tylko wtedy, gdy
9 ko)

Mamy takze symbole na operacje tworzenia zdan bardziej zlozonych ze zdan
prostych lub formut, takie jak znane oznaczenie p—y na zdanie ,,jezeli ... to”” lub
V¥ \/ @ oznaczajace zdanie ,,dla wszystkich ...” Ostatecznie znajdujemy proste re-
guly przeksztalcania pozwalajace przej§¢ od pewnych wyrazen postaci ,,['Fe™
prawdziwych dla implikacji, do innych. Na przyklad reguta odrywania mowi, ze
jesli mamy kg i I'kFp—y, to mozemy otrzymaé I'Fy; inna regula pozwala przejs$é
od I'eEVX (p—y) do TE(VXp)—>(VXp)

(ili) Zamiast rozwazania omdwionej szczegdlnej relacji F, mozemy ogdlniej
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rozwazaC dowolng relacje F, majaca takze wlasnos$ci, ktore jak sie¢ przekonali$my,
ma relacja k. Na przyklad, gdybySmy zauwazyli, ze kFp—(p—©Q) dla dowolnych
zdan ¢ i y Z a, to mogliby$my o naszej jeszcze nieokreslonej relacji F przyja¢ aksjo-
mat +g—>(p—¢) dla dowolnych ¢ i p z a. Podobniec mozemy przyjaé regule odry-
wania jako aksjomat o + wymagajac, ze jezeli tylko I't¢ i I'tp—y, to takze I'ty...
To przejécie od teorii dla k do teorii dla F jest wiec catkiem anologiczne do przej-
$cia od badania addytywnych wlasnoéci liczb catkowitych do badania klasy grup
addytywnych. W tym jednak przypadku teoria relacji F, do ktdrej wtasnie doszli$my,
jest doktadnie tym samym, co nazywamy formalnym systemem dedukcyjnym.
Te formuly @, dla ktérych postulowaliSmy F @ sa zwane formalnymi aksjomatami
systemu dedukcyjnego; te natomiast postulaty o F, ktére mialy postaé ,,jeéli tylko
I'yv0, i I, FO,, to I',+0O,” definiuja to, co nazywamy formalnymi regulami
wnioskowania systemu dedukcyjnego. Przez kombinacje formalnych aksjomatow
i formalnych regul wnioskowania otrzymujemy wprowadzenie zdan postaci k@,
np. mozemy wyprowadzi¢ Fe—@ dla wszystkich zdan ¢ z a; takie zdania @ nazy-
wamy formalnymi twierdzeniami i ciag krokéw prowadzacych od aksjomatéw
i regut do takiego formalnego twierdzenia zwany jest formalnym dowodem. Podobnie
mozemy wywie§¢ zdania postaci ,,jezeli I'; F@,, to I'; }©,”, np. z formalnego
aksjomatu i zwyklych regut otrzymujemy, ze jeéli I'te, to takze I'ty—¢. Takie
stwierdzenia zwane sa pochodnymi regulami wnioskowania. Wyprowadzenie takich
regul i twierdzenn formalnych tworzy elementarna czg$¢ logiki dedukcyjnej. Jest
to caltkowicie analogiczne do wyprowadzania z aksjomatéw teorii grup réwnosdci
prawdziwych dla kazdej grupy.

(iv) W koncu rozwazamy ogol relacji + (zwanych formalnymi implikacjami)
spelniajacymi warunki opisujace formalne aksjomaty i reguty wnioskowania i sta-
ramy si¢ znalez¢ ich zwigzki z relacja F logicznego wynikania, ktéra byla punktem
wyjScia. W zwyklym systemie logiki elementarnej na przyklad mozemy pokazaé,
7e F jest przecigciem wszystkich formalnych implikacji . Tg¢ wlasno$¢ symbolu
dedukcyjnego zwiemy pelnoscia, gdyz pozwala nam ona na stwierdzenie, ze jezeli
tylko I'kg, wtedy takze I'Fo dla kazdej formalnej implikacji F, a wigc mozemy
stwierdzi€, ze I'F¢ stosujac nasze formalne aksjomaty i formalne reguly wniosko-
wania. Jezeli patrze¢ na tworzenie systemu dedukcji jako na proces algebraizacji
teorii logicznej implikacji, to stwierdzenie pelnoSci systemu formalnej dedukcji
nalezy traktowaé jako uzyskanie pewnego rodzaju twierdzenia o reprezentacji.

2. Inng dziedzing badan podstaw matematyki, w ktdrej aspekty algebraiczne
odgrywaja wazna rolg, jest teoria modeli. Chodzi w niej o szukanie zwigzkow mig-
dzy syntaktyczna postacia zdan danego zbioru a ogdtem struktur, w ktorych zdania
te s prawdziwe, tj. struktur, ktére sa modelami tego zbioru zdaf. Do$§¢ typowe
jest charakteryzowanie tej klasy modeli w terminach algebraicznych operacji na
modelach, ze wzgledu na ktdre klasa ta jest zamknieta.

Jednym z najwczes$niejszych i najwazniejszych przykladow tego typu jest podana
przez Garretta Birkhoffa charakteryzacja klas algebr réwnoséciowo definiowalnych.
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Przypu$émy, na przyklad, Zze interesujemy si¢ strukturami postaci (4, o, f), gdzie
A jest zbiorem zamknigtym ze wzgledu na dwuargumentowa operacj¢ o i jedno-
argumentowa operacje f. (Ogét wszystkich takich struktur jest przyktadem klasy
struktur podobnych. Klase t¢ bedziemy oznaczali przez S.) Rozwazmy prosty jezyk
L wyposazony w §rodki pozwalajace na méwienie w nim o strukturze (4, o, f) € S.
Tak wiec L powinien zawiera¢ zmienne Xx, y, z, ... przebiegajace zbiér 4, symbol
-+ oznaczajacy operacje o i symbol — oznaczajacy operacje f, a ponadto nawiasy
i znak réwnosci. Uzywajac tych symboli moZzemy tworzy¢ rozmaite réwnoéci, jak
np. x+y=y+x, —(x+y)= —y itp. Majac dang réwno$¢ i jaka$§ strukture
(4, o, f)e S mozemy badaé, czy rownos¢ ta zachodzi w tej strukturze tozsamosciowo,
czy tez nie zachodzi przy przyjeciu jakich$ elementow z 4 jako wartosci zmiennych.
W koncu, majac dany zbidr I’ rdwnosci mozemy rozwazaé ogot S, tych struktur
z S, w ktorych kazda réwno$¢ zachodzi tozsamo$ciowo. Klasa struktur okreslona
w ten spos6b przez zbidr rownosci nazywana jest klasq rownosciowo definiowalnq. Za-
gadnieniem nalezacym do teorii modeli jest scharakteryzowanie takich klas spo-
$rod wszystkich podklas S. Rozwiazanie podane przez Birkhoffa jest proste i ele-
ganckie: podklasa klasy S jest réwnoSciowo definiowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
Jest zamknieta ze wzgledu na operacje tworzenia podalgebr, obrazéw homomorficznych
i produktu prostego.

Te trzy sposoby otrzymywania nowych struktur ze struktur danych staly sig
znane matematykom w zwiazku z ich badaniami nad teoria grup i pierécieni. Oka-
zalo sie wkrotce, Ze sg one przydatne przy klasyfikacji innych rozmaitych struktur
i w koncu uznano, ze naturalnym dla nich miejscem jest ogdlna teoria struktur
algebraicznych (traktowana obecnie jako czg$¢ podstaw matematyki). Chociaz
rézne starsze metody tworzenia nowych struktur algebraicznych udowodnity swa
peing przydatno$é dla teorii modeli, rozwéj tej teorii doprowadzit do powstania
nowych metod wymyslonych specjalnie dla jej wlasnych potrzeb. Jedna z najbardziej
uzytecznych spo$rdd nich jest tworzenie tzw. ultraproduktu danej rodziny struktur.

Przypusémy, ze badamy zndéw klase S struktur (4, o, f)rozwazang juz uprze-
dnio i Zze skupiamy swoja uwagg na pewnej wybranej rodzinie {(4;, 0; f)}ier
elementéw tej klasy. Produkt prosty tej rodziny jest to, jak wiadomo, struktura
(B, o, f) okreslona jak nast¢puje:

(a) B jest zbiorem wszystkich funkcji ¢ o dziedzinie I takich, ze ¢, ¢ 4; dla wszy-
stkich i€l

(b) dla dowolnych @, y € B, element oy zbioru B jest taki, ze (poy); = @0y,
dla wszystkich ie 1,

(c) dla dowolnego ¢ € B, element fp zbioru B jest taki, ze (fp); = f;¢; dla wszy-
stkich iel

Ultraproduktem rodziny {(4;,0;, f)};; jest homomorficzny obraz produktu
prostego (B, o, f) otrzymany w nastgpujgcy sposéb:

Rozwazamy filtry na zbiorze I. Sa to rodziny F podzbiorow zbioru I takie, Ze
F jest zamknigte ze wzgledu na n i takie, ze Xe Fi X € Y < I pocigga za sobg
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Y e F. Je§h jaki$ filtr J jest wlasciwy, tzn. @ e J, to zawsze mozna go rozszerzyé
do filtru J' takiego, ze dla dowolnego X < I albo X, albo uzupelnienie X jest w F,
ale nie oba na raz. Tego rodzaju filtr J' nazywamy ultrafiltrem. Wybierajac jaki- -
kolwiek ultrafiltr F na I mozemy przej$¢ od produktu prostego (B, o, f) rodziny
{(4;s 05 f)}ier do nowej struktury (BfF, ofF, f|F) w nastgpujacy sposéb. Rozwa-
zamy relacje =y na B taka, ze dla dowolnych ¢, y ¢ B mamy ¢ = =y wtedy 1 tylko
wtedy, gdy {z Q; = zp,} e F. Latwo zauwazy¢, ze jest to relacja rownowaznosci
ijako BJF bierzemy zbior klas abstrakcji ¢/F dla wszystkich ¢ € B. Nastepnie stwier-
dzamy, ze jesli tylko ¢ =zyp, wtedy takze (fp)=(fy), a wiec f indukuje pewna
operacje f/F na BJF taka, ze (f[F) (¢/F) = (fp)/F dla dowolnego ¢/Fe B[F. Po-
dobnie, jesli tylko @, =py, 1 @, =py,, wtedy takie mamy (p;o0@,) = p(p1092),
a wiec otrzymujemy operacj¢ of/F na B/F taka, ze

(p/F) (o/F) (y/F) = (po@)/F

dla dowolnych @/F, y/F e B/F. Struktura (B/F, ofF, f|F) otrzymana w ten sposéb
z produktu prostego (B, o, f) i ultrafiltru F na I nazywa si¢ wltraproduktem rodziny
{(4p 01 Pk

Ultraprodukty staja si¢ dla teorii modeli interesujace, jesli przejdziemy od réw-
nosciowego jezyka L dobranego do mnaszej klasy S, do jezyka pierwszego rzedu
L’ dla S. W L’ tworzymy zdania stosujac (wielokrotnie) do réwnosci z L spdjniki
7] (nie), A (i), v (lub), — (jesli ... to ...), <> wtedy (i tylko wtedy) i poprzedzajac
tak uzyskana formute Q ciagiem kwantyfikatoréw Vv (dla kazdego v) lub 3 v (dla
pewnego v), po jednym dla kazdej zmiennej v wystgpujacej w Q. Klasa S, sktadajgca
si¢ ze wszystkich struktur (4, o, f) z S, dla ktérych pewne dane zdanie o z L’ jest
prawdziwe, nazywa si¢ klasq elementarnq; klasa elementarna w szerszym sensie
nazywa si¢ podklas¢ S, klasy S sktadajaca si¢ ze struktur spelniajacych jaki§ zbidr
I' zdan z L'.

A oto podstawowe zwiazki migdzy ultraproduktami i zdaniami z L':

(1) Dla dowolnego zdania o z L', dowolnej rodziny {(A4;, 0, f)}ie; Struktur z S
i dowolnego ultrafiltru F na I, jest prawdziwe w ultraprodukcie (B|F, o|F, f|F) tej
rodziny wtedy i tylko wtedy, gdy

{iel:o jest prawdziwe w (A,, o, f)} € F.

(2) Podklasa T < S jest elementarna, jezeli zaréwno T, jak i S ~T sq zam-
kniete ze wzgledu na operacje tworzemia ultraproduktu. T jest klasq elementarng
w szerszym sensie, jezeli T jest zamkniete ze wzgledu na ultraprodukt i S ~ T za-
wiera kazdy ultraprodukt rodziny {(A;, 0; f)}ier takiej, Ze (A, 0, f) = (4, 0,f)
dla dowolnego i< I, gdzie (A, o,f)e S~T (taki ultraprodukt nazywa si¢ wultrapo-
tegq struktury (4, o, f)).

(3) Dwie struktury (4, o,f) i (4’, o',f") sq elementarnie réwnowazne, jesli nie
istnieje takie zdanie ¢' z L', ktére byloby prawdziwe w jednej, a falszywe w drugiej
strukturze. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by dwie struktury byly
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elementarnie réownowazne, jest by istniala ultrapotega jednej z nich, ktéra bylaby
izomorficzna z jakq$ ultrapotegq drugiej.

Twierdzenie (1) mozna latwo udowodni¢ wprost z definicji ultraproduktu.
Wyniki (2) i (3) zawdzigczamy J. Keislerowi, ktéry w dowodach korzystat z uo-
golnionej Hipotezy Continuum. Jedynym z najwybitniejszych otwartych proble-
moéw teorii modeli jest zagadnienie, czy ta hipoteza moze by¢ z tego dowodu wy-
eliminowana(').

3. Ostatnia dziedzina badan w podstawach matematyki, w ktérej dominuja
algebraiczne aspekty i o ktorej bedziemy tu moéwié, to zastosowanie wynikéw i me-
tod ,,podstawoséciowych” do otrzymania specjalnych wynikéw w pewnych dzia-
lach algebry. Jednym z dzialéw algebry, w ktoérym takie wyniki uzyskano, jest teoria
"cial rzeczywisto-domknigtych. W 1948 r. Tarski opublikowal efektywna metode
rozstrzygania w skonczonej liczbie krokéw, czy dane zdanie logiki pierwszego rzedu
dla cial uporzadkowanych jest prawdziwe w dziedzinie liczb rzeczywistych. Meto-
da ta opiera si¢ na lemacie mowiacym, Zze zdanie pierwszego rz¢du jest prawdziwe
w dziedzinie liczb rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwe w kazdym
ciele rzeczywisto-domknigtym. Tarski sam wskazat wiele zastosowan tego wyniku do
szczegSlowych probleméw w algebrze, ale dopiero Abraham Robinson pokazal, jak
pochodzace od Artina rozwigzanie siedemnastego problemu Hilberta moze by¢é
prosto uzyskane z lematu Tarskiego: Kazdy dodatnio okreslony wielomian p (przy-
biera tylko nieujemne wartoSci) mozie byé wyraZony jako suma kwadratow wymier-
nych funkcji, ktérych wspélczynniki sq w ciele generowanym przez wspdlczynniki p.
Odwotujac si¢ do twierdzenia o pelosci dla logiki pierwszego rzedu mozna byto
ten wynik wzmocnié pokazujac, ze ilo§¢ kwadratéw potrzebna do przedstawienia
danego wielomianu zalezy tylko od jego stopnia i iloci zmiennych.

Najszerzej znanym zastosowaniem metod z podstaw matematyki do rozwia-
zania problemu algebraicznego jest wynik Axa i Kochena dotyczacy ciat Q, (p-
adyczne uzupelnienie liczb wymiernych). Artin wysungt przypuszczenie, ze kazda
forma stopnia d nad Q,, w ktérej ilo§¢ zmiennych przekracza d* ma nietrywialne
zero w Q,. Hipoteza ta zostala potwierdzona dla d = 2 i 3. Ax i Kochen pokazali,
ze przypuszczenie Artina bylo stuszne dla dowolnych d z wyjatkiem by¢ moze skon-
czonego zbioru liczb pierwszych p (w zaleznosci od d).

W dalszym ciagu stwierdzono, Ze pierwotne przypuszczenie nie jest w calej
rozciaglosci prawdziwe. Praca Axa i Kochena wykorzystuje ultraprodukty i bada
klasy elementarne w klasie wszystkich pierécieni. Nastgpnie Ax zastosowal nie-
ktore z tych technik do badan cial skoficzonych, co pozwolifo mu na rozwigzanie
wybitnego problemu o podstawowym charakterze — znalazt on mianowicie me-
tode pozwalajaca efektywnie, automatycznie rozstrzygna¢ w skonczonej liczbie
krokdw czy dane zdanie pierwszego rzedu jest prawdziwe dla wszystkich ciat skofi-
czonych. -

() Ostatnio S. Shelah podal dowod tego twierdzenia nie korzystajacy z uogdlnionej Hipo-
tezy Continuum (Przyp. tHum.).
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3. Teoriomnogosciowe aspekty podstaw. Badanic zbioréw w zwiazku z podsta-
wami matematyki zostalo zapoczatkowane przez dwu ludzi — Cantora i Fregego’
mniej wigcej w tym samym czasie 1 miejscu, tj. w Niemczech w latach siedemdzie-
sigtych ubieglego wieku. Gléwnym osiagnigciem Cantora bylo rozwinigcie teorii
mnogosci jako podstawy do badania zbioréw nieskoniczonych, dzigki uogdlnie-
niom poje¢ liczby: kardynalnej i porzadkowej. Frege, kierujac si¢ raczej ,,w dot”
niz ,,w gére”, starat si¢ wyjasnic teori¢ liczb naturalnych w terminach pojgé teorii
mnogosci.

Prace tych dwu ludzi zostaly powaznie podwazone przez paradoksy. Burali-
Forti pokazat w 1897 r., Ze istnieje para nieporéwnywalnych liczb porzadkowych,
co zbieglo si¢ w czasie z opublikowaniem przez Cantora dowodu czego§ wrecz
przeciwnego. Podstawowe dzieto Fregego bylo w druku w 1902 r., kiedy otrzymat
on list od Russella wskazujacy, jak w jego systemie mozna doj$¢ do sprzecznosci
przez rozwazanie zbioru wszystkich zbioréw, ktére nie sa swoimi wiasnymi ele-
mentami, i sprawdzanie czy taki zbidr jest swym wlasnym elementem.

Obydwa paradoksy, zaréwno Burali-Fortiego, jak i Russella mozna odnies$é
do nieskrepowanego uzywania ,,zasady wyrézniania”, ktdéra glosi, ze z kazda wia-
snoscig wyrézniona przez formulg pierwszego rzedu o(x) o jednej zmiennej wolnej
mozna zwiazaé zbidr G skladajacy sie ze wszytkich tych przedmiotéw x, ktére te
formule spelniaja. Wzigcie jako o(x) formuly ,,x jest liczba porzadkowa” prowadzi
nas do paradoksu Burali-Forti, wzigcie natomiast jako o(x) formuty ,,x jest zbio-
rem, ktéry nie jest swoim wlasnym elementem” prowadzi do paradoksu Russella.

Jak nalezy traktowac te paradoksy? Maja one co$§ wspolnego ze szkolna zagadka:
,,Co si¢ stanie, jezeli nieodparta sita napotka mnieporuszalne ciato”. Oczywiscie
odpowiedz jest taka, Ze nie moze by¢ réwnocze$nie nieporuszalnego ciala i nie-
odpartej sily: mozemy to zawyrokowa¢ na podstawie znaczenia stéw ,,nieodparty”
i ,,nieporuszalny”. Jednakze odpowiedZ na pytanie, czy taka sila albo takie ciato
istnieja, wymaga odwotania si¢ badZ do badan empirycznych, badz do jakiej$ teorii
fizycznej. W teorii mnogo$ci mamy podobnie nieodparte sily, takie jak operacja
przejscia od danego zbioru G do zbioru G U {G}, ktéra wydaje si¢ wskazywaé na
to, ze kazdy zbiér moze by¢ powigkszony. Z drugiej strony, zbiér wszystkich zbio-
réw zachowuje si¢ jak ,,nieporuszalne” ciato, gdyz nie moZna go rozszerzy¢ ze
wzgledu na jego pelny charakter. Jako ze widaé jasno, iz nie mozemy mie¢ obu
rzeczy na raz, pozostaje pytanie, co odrzucic?

Droga, na ktérej tego rodzaju podstawowe decyzje byly podejmowane, pro-
wadzita przez formulowanie aksjomatycznych teorii mnogo$ci. Najbardziej znana
wersja zostala przedstawiona przez Zermelo w 1908 r. Wedtug niej ,,nieodparta”
sita jest wyraZnie ,,zabezpieczona”, poniewaz kazdy zbiér G moze by¢ rozszerzony
do G U {H}, ale dla takich zbioréw H, ktére sa podzbiorami G i dla ktérych mozna
dowiesé, ze H¢ G. Nieporuszalnych obiektywdw nie ma, a rozumowania z para-
doksu Russella uzywa si¢ jako dowodu, Zze Zaden zbidr nie moze mie¢ wszystkich
zbioréw jako swych elementéw. Niemniej jednak teoria ta ma ambicje do pelnej ogdl-
nosci jako Ze twierdzi, Ze jest teoria absolutnie wszystkich zbioréw. System Zermelo
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byl péiniej przedstawiony jasniej przez Skolema, nastgpnie wzmocniony przez
Fraenkela. Tak powstaly system ZF jest szeroko uZzywany.

W tym samym 1908 r. Russell opublikowat swojg teori¢ typéw. Teorie te wy-
stowiong w jezyku logiki (funkcje zdaniowe, a nie zbiory sa podstawowym obie-
ktem badan) i skrepowang hierarchiczng teorig rozgal¢zionych typéw z dodanym
tajemniczym aksjomatem redukowalnoéci, z trudem mozna bylo uznaé za teorig
zbioréw. Teoria ta jednakZe, uproszczona przez Ramseya i Chwistka, stala sie
w kornicu teoria zbioréw, chociaz o znacznie mniejszym zasiggu w poréwnaniu
z teorig Zermelo. W swej najprostszej wersji dotyczy ona ciagu dziedzin Dy, Dy, ...,
gdzie D, jest dziedzing ,,indywiduéw” (przedmiotéw nie bgdacych zbiorami), a D, ,
jest dziedzing sktadajgca sig¢ ze wszystkich podzbiordw zbioru D,, dla dowolnego
n naturalnego. Nie mozZna rzecz jasna oczekiwal, ze te dziedziny bedg zawieraty
wszystkie zbiory, zawieraja one jednakze dostateczng ich ilo§é, aby rozwijaé
teorie takie, jak klasyczna teoria liczb i przestrzeni geometrycznych, i w gruncie
rzeczy niemal wszystkie dzialy matematyki z wyjatkiem pelnej teorii pozaskon-
czonych liczb kardynalnych i porzadkowych. Teoria typéw, podobnie jak ZF,
jakby przektadala ,,nieodparta sil¢” nad ,,nieporuszalne ciato”, bo chociaz dla
dowolnego zbioru w dziedzinie D, zawsze mozemy znalezé wigkszy w D, ,, to
jednak nie ma zbioru zawierajacego wszystkie zbiory.

Zaksjomatyzowana teoria, w ktorej dopuszcza si¢ istnienie ,,nieporuszalnego
ciala” odpornego na kazda probeg rozszerzenia, zostala po raz pierwszy wymyslona
przez von Neumanna, a nastgpnie przetworzona przez Bernayna, by w koncu uzy-
skaé¢ dzieki Godlowi ostateczng postal. Teori¢ t¢ oznaczamy przez vNBG. Pod-
stawowymi jej obiektami sa klasy. Rozrézniamy dwa rodzaje klas: te ktdre sa ele-
mentami jakich$ innych klas i te, ktére nie sa. (Te pierwsze nazywamy zbiorami,
za§ te drugie klasami wlasciwymi.) Tak wigc istnieje klasa ¥ wszystkich zbioréw,
nie mozna jej jednak rozszerzy¢ do ¥V U {V}, poniewaz V nie jest elementem Zadnej
klasy i z tego powodu nie mozemy {V} utworzy¢.

Chociaz oba systemy, tj. ZF i vNBG byly przedstawione jako systemy doty-
czace wszystkich w ogdle zbiordw, z pewnego punktu widzenia jednakze dostar-
czaja one, podobnie jak teoria typdw, tylko opisu czgéci naiwnego §wiata Cantora.
Ten punkt widzenia uzyskuje si¢ za pomoca pojgcia rangi.

Przypusémy, ze relacja e jest ufundowana. Intuicyjnie znaczy to, Ze nie ma nie-
skoficzonego ciagu zbioréw ... x;eXx, ex;ex,. W eleganckim sformutowaniu,
ktére zawdzigczamy von Neumannowi, brzmi to jak nastgpuje: kazdy niepusty
zbiér x ma element y nie majgcy wspolnego elementu z e x. Przy tym zaloZeniu
z kazdym zbiorem x mozemy zwigza¢ pewna liczba porzadkowa r(x) — range
x, za pomocg reguly rekurencyjnej méwiacej, Ze r(x) jest najmniejsza liczba porzad-
kowa wigksza od wszystkich r(y) dla yex. Jasne jest, ze r(@) = 0, jezeli przyj-
miemy definicj¢ von Neumanna liczb porzadkowych, wedtug ktérej & = 0 i ogdl-
niej, kazda liczba porzadkowa okazuje si¢ zbiorem liczb porzadkowych od niej
mniejszych, skad widaé, ze r(x) = x dla kazdej liczby porzadkowej x.

Okazuje si¢ teraz, ze wszystkie aksjomaty ZF beda spetnione, jesli bedziemy
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niezdefiniowane pojecie ,,zbioru” interpretowali w tych aksjomatach jako doty-
czace jedynie tych zbioréw x, dla ktérych r(x) jest mniejsze od pewnej liczby po-
rzadkowej @,. Ta liczba porzadkowa @, jest pierwsza niedefiniowalna liczba kar-
dynalna, ktdra jest ponadto ,,mocno nieosiggalna”, tj. taka, Zze: (1) jesli x jest do-
wolnym zbiorem, tzn. zaréwno on sam, jak i kazdy z jego elementéw ma moc mniej-
szg od @, to suma wszystkich jego elementéw ma moc mniejsza od @, (2) jesli
x jest dowolnym zbiorem mocy mniejszej niz @y, to rodzina wszystkich jego pod-
zbioréw ma tez moc mniejsza niz @,, i w konicu (3) nie ma liczby kardynalnej mniej-
szej od @, i réznej od w, ktéra miataby wlasnoéci (1) 1 (2). W wypadku systemu
aksjomatycznego vNBG model spelniajacy wszystkie aksjomaty mozna otrzymad,
uzywajac jedynie zbiorow x rangi r(x) < @,, klasy wiasciwe tego systemu bedg
rangi @, zbiory beda mialy range mniejsza.

Wewnatrz systemu ZF nie mozna oczywiscie (jesli tylko jest mesprzeczny) do-
wieSé, Ze istnieje nieprzeliczalna nieosiagalna liczba kardynalna. Wigkszo$¢ ma-
tematykdw pracujacych w teorii mnogosci mozna by jednakZe nazwaé neokan-
torystami, gdyz wierza, ze bez wzgledu na to, jaki zestaw liczb kardynalnych uda
im si¢ opisaé, zawsze jest liczba kardynalna nastepna, wigksza. Je§li przyjmie-
my (co przy zatoZeniu niesprzecznosci takZe nie moze by¢ udowodnione), ze nie
ma nieprzeliczalnej nicosiagalnej liczby kardynalnej wsréd liczb porzadkowych
uniwersum ZF, wtedy ,,nastepna wigksza liczba porzadkowa” bedzie silnie nie-~
osiggalna.

Z perspektywy, ktéra zawdzigczamy pojgciu rangi, teoria typdw, system ZF
i system vNBG nie przedstawiaja si¢ jako wspolzawodnicy do tytutu ,,prawidto-
wej” formalizacji teorii mnogosci, ale jako opisy réznej grubosci warstw (3) uni-
wersum Cantora, zbyt obszernego, aby moglo byé w catoéci opisane. Z chwila,
gdy zgodzimy si¢ z tym faktem, pojawia sig rzecz jasna naturalny impuls do opi-
sywania coraz to wigkszych warstw nieopisywalnej catosci i znaczna czg$é prowa-
dzonych ostatnio prac szta wlasnie w tym kierunku. Jedna z najbardziej interesu-
jacych prob byta zwigzana z pojeciem liczby mierzalnej, ktére pokrétce opiszemy.

Chociaz podréze do odleglych liczb porzadkowych moga si¢ wydawaé wielu
matematykom réwnie niepraktyczne, jak transgalaktyczne wyprawy, niemnie)
jednak wiemy, Ze w zasadzie dostarczaja one pewnych ,,praktycznych”™ korzysci.
Wszystkie omawiane wyzej teorie mnogosci, a takZe i inne, ktérych aksjomaty
mozna mechanicznie ponumerowaé maja (jak wiadomo z twierdzenia Gédla o nie-
zupelnoéci) zdania, ktore sa prawdziwe, ale ktérych nie mozna wywie$¢ z tych
aksjomatéw. Co wigcej, te zdania majg bardzo prostg postaé — jak wiadomo z po-
danego niedawno przez Matiasevicza rozwigzania dziesiatego problemu Hilberta,
mogg one byé zapisane w postaci zdan stwierdzajacych nieistnienie rozwigzania
pewnego rownania diofantycznego. JezZeli jednakze przejdziemy od danej teorii

(® Chociaz ZF opisuje ,,warstwe™ uniwersum Cantora skladajaca sie ze wszystkich zbioréw
o randze mniejszej od najmniejszej liczby nieosiagalnej ®;, Montague i Vaught wykazyli, ze istnicje
liczba porzadkowa a < ©; taka, ze ZF opisuje tez ,,warstwe” skladajaca si¢ ze wszystkich zbiorow
rangi < a.
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zbioréw do innej ze zbiorami wyzszej rangi, wtedy na ogoé! mozemy dowies¢ pew-
nych zdan diofantycznych, ktérych nie mozna udowodnié¢ w systemie wyjsciowym.

Chociaz zdania diofantyczne maja stosunkowo prosta postaé, staja sig one
jednak mniej interesujace, kiedy zawieraja 50 lub 60 zmiennych. Istnieja jednak
pewne catkiem krdtkie zdania, o ktérych wiadomo, Ze s3 nierozstrzygalne w Za-
dnym z omawianych systeméw (teoria typéw, ZF, vNBG), a mianowicie pewnik
wyboru i hipoteza continuum, ktérych niesprzeczno$¢ zostala udowodniona przez
‘Godla w 1936 r., a niezalezno$é przez Cohena w 1963 r. Kilku matematykow udo-
wodnilo, ze dodanie aksjomatéw postulujacych istnienie duzych liczb porzadko-
wych nie daje w wyniku systeméw, w ktérych te aksjomaty stalyby si¢ rozstrzy-
galne (nawiasem mdwiac, wyniki Cohena dotyczace niezalezno$ci zostaly przero-
bione przez Scotta i Solovaya, stosujacych pojecie modelu Boole’owskiego, w ktd-
rym w piekny sposéb przeplataja si¢ metody algebry i teorii mnogosci).

Jak dotad, omawialiémy tylko aksjomatyczne teorie zbiordw, ale nie jest to
w zadnym razie jedyna czg$§é badan podstaw matematyki, ktéra chcielibySmy za-
klasyfikowaé do ,teoriomnogosciowych aspektéw”. Wymienimy wigc dwa inne.

1. Teoria mnogosci i logika sa §cifle ze soba powiazane. Opisali§my juz,
w jaki sposéb logike dedukcyjna mozna traktowaé jako algebraizacj¢ pojecia
konsekwencji logicznej. Jak jednak relacja ta jest w gruncie rzeczy definio-
wana? Poniewaz I' ko zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie o jest praw-
dziwe w kazdej strukturze, ktdra spelnia wszystkie zdania z I', zmuszeni wigc jeste-
$my do zbadania, jakie warunki muszg by¢ spelnione, by dane zdanie bylo w danej
strukturze prawdziwe. Jak pokazat w 1934 r. Tarski, na pytanie to nie ma Scislej
odpowiedzi, przynajmniej dla zdan z jezyka naturalnego, co jest wynikiem istotnie
paradoksalnym. Dat on jednak Scisty definicje prawdziwosci zdan sformalizowanego
matematycznego jezyka za pomoca podstawowych pojeé teorii mnogosci. Definicja
ta, a takze ogélniejsze pojgcie spetniania formuly zdaniowej przez cigg elementow
danej struktury, odegraly wazng role w wielu pozZniejszych badaniach dotyczacych
teorii nierozstrzygalnych, dowodach wzglednej niesprzecznoéci i poréwnywania sity
dwu danych teorii. : N

Podstawa kazdego jezyka jest gramatyka G, dysponujaca réinymi rodzajami
symboli, za pomoca ktérych budujemy zdania i inne kategorie semantyczne. Ope-
racje syntaktyczne na formutach z G pozwalaja nam na traktowanie gramatyki
jako pewnej struktury algebraicznej. Struktury takie sa ,,wolne” w swej klasie po-
dobiefistw, Kiedy interpretujemy gramatyke G za pomoca struktury S, dokonujemy
w gruncie rzeczy odwzorowania homomorficznego struktury G — nie w samo S,
ale w cialo cylindryczne relacji nad S, ktére jest generowane przez podstawowe
operacje i relacje z S. Tak wigc, teoriomnogo$ciowe pojecia uwiktane w cylindry-
cznych cialach relacji oraz te, ktére potrzebne sa do tego, by mozna bylto stosowaé
w strukturach wolnych definicje rekurencyjne, sa $cisle zwiazane z pojeciem praw-
dziwosci, a wiec takze i z podstawowym w logice pojeciem konsekwencji. Chociaz
dla jezykow pierwszego rzedu te zdefiniowane semantycznie relacje sa, jak mozna
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pokaza¢, réwnowazne syntaktycznie zdefiniowanemu pojeciu wyprowadzalnosci,
to jednak, jak wiadomo z wynikéw Godla dotyczacych niezupelno$ci, nie mozna
przenie$¢ tej dwoistodci na jezyki wyzszych rzedéw. Tak wiegc, tkwiace korzeniami
w teoril mnogosci pojecia semantyczne daja nam jedyny sposéb podejscia do logik
wyzszych rzedow.

2. W 1959 r. odbylo si¢ w Warszawie migdzynarodowe sympozjum poswigcone
metodom infinitystycznym w logice. Kilka lat przedtem logicy zaczgli badac jezyki
formalne réznigce sig zdecydowanie od jezykow naturalnych tym, Ze zawieraly
one zdania nieskonczenie diugie. Zdania tych jezykow mogly byé nieskonczenie
dlugie z trzech powoddéw:

(i) zdania atomowe mogly zawiera¢ symbole relacyjne nieskoficzonego rzedu,
po ktérych nastgpowaly pozaskonczone ciggi zmiennych,

(ii) z nieskonczonego zbioru zdan mozna bylo utrworzy¢ jedno badz przez ko-
niunkcj¢ 04 A0, AG5A..., badZ przez alternatywe o;vo,va, V...,

(iii) operacje kwantyfikacji mozZna przcprowadzi¢é dla nieskonczenie wielu
zmiennych, i to w dowolnym porzadku, np.

v Vvg Ay, Vv, v, Wy, Jvs o 9 (v, va, .00,

Z poczatku jezyki te byly traktowane jako pewne dziwolagi, ale w 1960r. Tarski
i Hanf zastosowali je do rozwigzania starego i trudnego problemu teorii mnogosci
— otwierajac tym samym cata nowa falg badan opartych na aksjomatach nieskon-
czonoéci, ktore zaprowadzily o wiele dalej w pozaskonczono$¢ niz jakiekolwick
uprzednie.

Problem dotyczy? istnienia miary na zbiorach rozmaitych mocy. Bedziemy sig
zajmowali miarami m okre$lonymi na wszystkich podzbiorach zbioru 4 i przyjmuja-
cymi tylko wartosci 0 1 1 oraz takimi, ze m(4) = 1 i m(X) = 0 dla kazdego jedno-
elementowego zbioru X < 4. Niech » bedzie liczba kardynalna, wtedy m nazywamy
»-addytywna miarg jezeli m((JX,)= Y m(X)) gdy tylko rodzina {X.},, pod-

iel iel

zbiorow 4 ma moc < x. Jezeli A jest przeliczalne, tj. mocy o, to rzecz jasna ma
miar¢ »-addytywna dla wszystkich » << w. Wiadoma rzecza bylo, ze dla wszystkich
nieprzeliczalnych a mniejszych niz @, (pierwsza nicosiagalna liczba kardynalna),
zbiér A mocy a nie moze mie¢ x-addytywnej miary z wyjatkiem przypadku, gdy
%< w (w szczegolnodci nie istnieje wigc miara przeliczalnie addytywna). Istnialo
podejrzenie, Zze @; bedzie przypominalo najmniejsza liczbe nieosiggalna w tym sen-
sie, ze tez bedzie mialo miarg »-addytywna dla x << @,. Tarski jednakze, uzywajac
wynikéw Hanfa dotyczacych pewnych jezykéw nieskonczonych, byt w stanie do-
wiesé, ze zbiory mocy @; moga mie¢ miarg x-addytywna jedynie dla x<w, a wiec
nie majg miar przeliczalnie addytywnych.

Wynik Hanfa dotyczy zagadnienia zwartodci dla logiki. Dla zwyktych jezykéw
pierwszego rzedu, o zdaniach skonczonej dtugosci, twierdzenie o zwartosci mdowi,
ze jesli I' jest zbiorem zdan takim, Ze zdania z kazdego skovczonego podzbioru I' sq
prawdziwe w jakiejs strukturze, to wtedy istnieje model, w ktérym kazde zdanie z I”
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Jest prawdziwe. Hanf rozwazat dla kazdej liczby kardynalnej « jezyk L,, w ktérym
mozna tworzy¢ koniunkcje dowolnego zbioru zdan, jesli jego moc jest << a, a takze
kwantyfikowaé réwnoczeénie caly zbidr zmiennych, byle tylko jego moc byta < a.
Dowiddt on, ze dla kazdego a takiego, ze w < a << 6,, istnieje zbidér I" zdah z L,
taki, ze " ma moc a, zdania kazdego podzbioru I mocy < o sg prawdziwe w jakiej$
strukturze, ale nie istnieje struktura, w ktorej wszystkie zdania I" bylyby prawdziwe.

Hanf rozszerzyt ten wynik daleko w pozaskonczono$§é. Na przyktad, jesli @,,
04,0,,...,0,, ... jest ciagiem wszystkich nieosiagalnych liczb kardynalnych,
to @, w powyzszym twierdzeniu moze by¢ zastapione dowolnym @, dla & << 6,.
Dla dowolnego a mniejszego od takiego @, wynik Tarskiego takze daje si¢ uogélnic
— zbidr mocy a nie ma przeliczalnie addytywnej zero-jedynkowej miary okre$lonej
na wszystkich podzbiorach.

Wydaje sie, Ze te metody dowodu nie daja nadziei na rozszerzenie tego wyniku
na wszystkie liczby kardynalne a << w. W zwiazku z tym réZni matematycy zaczeli
badaé konsekwencje zalozenia, Ze istnieje mierzalna liczba a > o, tj. taka, Ze istnieje
na niej a-addytywna miara, co jest rodzajem bardzo silnego aksjomatu nieskon-
czonosci. Na przyklad Scott wykryl, ze istnienie takiej mierzalnej liczby jest sprze-
czne z aksjomatem konstruowalnosci Goédla.

4. Konstruktywne aspekty podstaw. Na ogot uwaza si¢ intuicjonizm za najbardziej
radykalnie konstruktywne stanowisko w podstawach matematyki. Jego radyka-
lizm polega na odrzuceniu znacznej czgSci matematyki, uznawanej przez wigkszo$é
matematykéw. I tak np. prawo wylaczonego $rodka, pozwalajagce nam na twier-~
dzenie, ze dla kazdego zdania p: albo p, albo nie p, musi zachodzié, jest odrzucane
w wypadku, gdy zdanie p dotyczy nieskonczenie wielu obiektéw, chyba ze dyspo-
nujemy mctoda pozwalajaca na rozstrzygnigcie czy p, czy tez nie p zachodzi.
Podobnie nie uznaje intuicjonizm stwierdzefl postaci ,,istnieje p takie, ze o(p)”,
jezeli nie jest ono poparte dowodem, ktéry pozwala na uzyskanie w pewien spe-
cjalny sposob takiego konkretnego p, ktére ma wilasnos¢ o(p).

Nie jest trudno przypisa¢ te ograniczenia checiom bardziej konstruktywnego
podejécia do matematyki, wydaje si¢ jednak, Zze te radykalne zmiany, ku ktérym
daza intuicjoniéci, maja takze inne motywacje. Jedna z nich jest zwiazana z sama
nazwa ,,intuicjonizm” 1 dotyczy podstawowego problemu, jakim jest znaczenie
rczwazann matematycznych. Dla matematyka ,klasycznego” takie rozwazania
stuza komunikowaniu ,,faktéw” dotyczgcych pewnych abstrakcyjnych obiektow,
takich jak liczby, zbiory czy punkty. Dla intuicjonisty jednakze celem matematyki
jest ,,umyslowa matematyczna konstrukcja”, a rozwazania sa skierowane na ko-
munikowanie jedynie o tego rodzaju intuicyjnym doznaniu. Tego rodzaju zasa-
dnicza réznica co do celu rozwazan matematycznych uwidacznia si¢ takZe jaskrawo
W nastgpujacym sporze matematykow na temat postawy intuicjonistycznej: czy
pewne zdanie matematyczne, np. dotyczgce istnienia liczby o pewnych wlasnoéciach
arytmetycznych, moze by¢ w pewnym momencie prawdziwe, a w innych nie, lub
tez prawdziwe tylko dla czg¢sci matematykow, a nie dla wszystkich. Sam osobiscie
nie jestem pewny czy intuicjoniéci sami zgadzajg si¢ co do tego sporu — byé moze,
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7e czeS zgadza sig, a czeSC nie ... W kazdym razie jest pewne, Ze intuicjonista i ma-
tematyk klasyczny uzywaja jezyka w bardzo odmienny sposdb i z tego faktu wynika
chyba jasno, ze nie nalezy oczekiwad, Zzeby si¢ mogli tatwo porozumieé, chyba ze
ustala zadowalajacy sposob tlumaczenia z jezyka jednego z nich na jezyk drugiego.

Jednym z zarzutéw stawianych intuicjonizmowi przez matematykéw klasy-
cznych jest zwrOcenie uwagi na niechg¢ intuicjonistow do jasnego okre$lenia kry-
teriéw badania poprawnosci rozumowan matematycznych, co mozna byloby zro-
bi¢ przez podanie dokladnej listy aksjomatow i regul wnioskowania, a wiec przez
okreslenie formalnego dedukcyjnego systemu. W 1930 r. Heyting — po $mierci
Brouwera czolowy przedstawiciel intuicjonizmu — wykonal gest w kierunku po-
prawy wzajemnego zrozumienia publikujac pracg, w ktérej przedstawit formalne
reguly intuicjonistycznego rachunku zdan. Wszystkie one sa zawarte w logice kla-
sycznej, wiele jednak regut tej ostatniej nie daje si¢ w systemie Heytinga wyprowa-
dzi¢. Na przyktad p—"]7] p jest w nim, ale reguly —] 7| p—p w nim nie ma. Heyting
podkreslat jednakZe, Ze chociaz reguly jego systemu mozZna ustali¢ intuicjonisty-
cznie, to jednak o zadnym systemie formalnym nie mozna dowies¢, ze wyczerpuje
wszystkie reguly, ktére moga by¢ ustalone w toku dalszych intuicjonistycznych
konstrukcji. Nalezy takze dodaé, Ze o ile klasycznie rzecz biorac prawa logiki sg
pierwsze w tym sensie, Ze sg one uzywane w rozwijaniu innych dzialtéw matematyki,
o tyle intuicjonista zaczyna od arytmetyki, od konstrukcji liczb catkowitych, a prawa
logiki otrzymuje na drodze uogélnienia uniwersalnie prawdziwych metod konstruk-
cji arytmetycznych.

Podany przez Heytinga system intuicjonistycznego rachunku zdaf stat sie przed-
miotem licznych badan prowadzonych za pomoca metod matematyki klasycznej.
I tak Godel wykazal, Ze choé system Heytinga jest z pozoru stabszy od klasycznej
logiki zdafi, to mozna jednak z kazdym zdaniem ¢ zwiazaC inne zdanie ¢’ w taki
sposéb, Ze o jest prawdziwe w klasycznym sensie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢’ mozna
dowies¢ w systemie Heytinga.

Tarski z kolei znalazt dla systemu Heytinga teoriomnogoéciowa interpretacje.
Kazdej formule ¢ rachunku zdan mozemy przyporzadkowaé funkcje o, kilku zmien-
nych przebiegajacych podzbiory dowolnego zbioru U (funkcja o, jest okre$lona
rekurencyjniec — np. dla dowolnie zadanych argumentéw, wartosé (7o) jest uzu-
pelnieniem wartosci ¢, do zbioru U). Formuta ¢ bedzie klasycznie prawdziwa wtedy
i tylko wtedy, gdy o, jest funkcjg stala o warto$ci U. W interpretacji Tarskiego
natomiast kazdej formule o jest przyporzadkowana funkcja o;, ktorej argumenty
i wartoéci przebiegaja podzbiory otwarte dowolnej przestrzeni topologicznej U.
(Np. warto$¢ dla dowolnych argumentéw ("o); jest wnetrzem uzupelnienia war-
todci 0;.) Okazuje sig, ze formuly, ktére mozna udowodni¢ w systemie Heytinga,
sg dokladnie tymi formutami, ktorych wartos$¢ jest stata i wynosi U na plaszczyzZnie
Euklidesa.

Najwazniejsze analizy metodologiczne matematyki intuicjonistycznej byly
przeprowadzone przez Kleenego metodami klasycznymi. Srodki, jakie zastosowal,
to funkcje rekurencyjne, rozwijanc pierwotnie dla celéw dowodéw twierdzen o roz-
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strzygalnosci jako $ciste matematyczne ujecie funkcji, ktdrej wartoéci mozna mecha-
nicznie oblicza¢. Za pomoca tej klasy funkcji Kleene zdefiniowal pojecie realizo-
walno$ci zdan arytmetyki i zaproponowal je jako intuicjonistyczny odpowiednik
klasycznego pojecia prawdy. Udato mu si¢ wykazaé, Zze zdania realizowalne przez
jakas liczbg to dokladnie te zdania, ktére mozna udowodni¢ w intuicjonistycznej
arytmetyce Heytinga. Jednakze wysitki zmierzajace do rozszerzenia tego podejscia
na cala logike intuicjonistyczna okazaty sie o wiele mniej owocne.

Funkcji rekurencyjnych uzywano na wiele sposobéw, aby uzyskaé konstruk-
tywne alternatywy réznych fragmentéw matematyki — alternatywy catkowicie
rozne od tych, ktérych dostarczat intuicjonizm. Byla taka np. rekurencyjna analiza.
Podstawowymi jej obiektami sg liczby rzeczywiste traktowane jako nieskoficzone
rozwiniecia dziesietne, dopuszcza si¢ jednak tylko takie liczby, dla ktérych istnieje
sposob, aby rekurencyjnie, tj. mechanicznie obliczaé¢ n-ta cyfre rozwinigcia dzie-
sigtnego dla dowolnego zadanego n. Rozwdj tego typu teorii, bardzo zywy kilka
lat temu, stracil ostatnio na rozpedzie, kiedy odkryto, ze jest kilka réwnie prze-
konywajacych, cho¢ nie réwnowaznych sposobéw ograniczenia przez warunki
efektywnoéci ilosci dopuszczalnych funkcji.

Istnieje takZe rekurencyjna teoria mnogosci. W zwyklej teorii mnogosci dwa
zbiory maja t¢ sama moc, gdy istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
jednego z nich na drugi. W rekurencyjnej wersji mamy do czynienia jedynie ze zbio-
rami liczb naturalnych i ograniczamy si¢ jedynie do takich wzajemnie jednozna-
cznych odwzorowan, ktére sg (czeSciowo) rekurencyjne. Otrzymywane w wyniku
takich ograniczen ,,liczby kardynalne nazwane zostaly izolami, a ich arytmetyka
byla intensywnie badana. Inna cze$¢ rekurencyjnej teorii mnogosci dotyczy reku-
rencyjnych stopni nierozstrzygalnoéci. Dla zbioréw A4 i B liczb naturalnych mé-
wimy, Zze A jest rekurencyjne w B, jezeli pytanie czy dana liczba jest w 4 moze by¢
w rekurencyjny sposob zredukowane do skonczonej liczby pytan dotyczacych przy-
naleznosci pewnych liczb do zbioru B. A jest rekurencyjnie réwnowazine B, jesli
kazdy z tych zbioréw jest rekurencyjny w drugim; odpowiadajace klasy réwno-
waznosci zwane sg stopniami rozstrzygalnoéci, a czeSciowy porzadek przez nie
wyznaczony przez relacj¢ ,,4 jest rekurencyjne w B” wyznacza polstrukturg, ktdra
byla obszernie badana.

Jest rzecza interesujaca, Zze cho¢ rozwazanie, a takze stosowanie funkcji obli-
czalnych sigga swymi korzeniami finistycznego podejécia do matematyki, to w o-
statnich pracach widaé tendencje do rozszerzenia tego pojecia z funkcji liczb natu-
ralnych na funkcje o dziedzinach bedacych pozaskonczonymi liczbami porzadko-
wymi. JeSli t¢ teorie dostatecznie daleko posunaé, zaczyna si¢ ona styka¢ z uni-
versum zbior6w konstruowalnych, ktore skonstruowal Goédel dla dowodu nie-
sprzeczno$ci Hipotezy Continuum, a wigc dziedziny daleko odsunigtej od finity-
stycznosci.

5. Uwagi koncowe. Chociaz na samym poczatku stwierdziliémy, ze bedziemy
starali si¢ pisa¢ o cato$ci problematyki podstaw matematyki, nalezy wyraZnie stwier-
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dzi¢, ze nie usitowaliSmy wyczerpaé tego zagadnienia. Caly szereg waznych dziedzin
nie zostalo nawet wzmiankowanych, Ze zacytujemy np. teorie kategorii, teorie
hierarchii, zagadnienia rozstrzygalnosci, teorie automatéw itp. UsilowaliSmy je-
dnakZe chociazby pobieznie zetkngC czytelnika z dostatecznie szerokim wachla-
rzem zagadnien, by mu pozwoli¢ na odczucie rozlegtoéci przedmiotu, a w szcze-
gblnosci by ziustrowal tezg, Ze cala ta problematyka moze byé z grubsza podzie-
lona na algebraiczne, teoriomnogoSciowe i konstruktywistyczne aspekty przed-
miotu. Aspekty te nie konkuruja ze soba, ale wzajemnie si¢ uzupelniaja w celu
lepszego os$wietlenia podstawowych probleméw z réznych punktéw. Istnieje wiele
wzajemnych powiazan miedzy wymienionymi zagadnieniami, tylko o kilku z nich
mogliSmy wyraZnie napisa€, czgSciowo ze wzgledu na niewiedze autora, czgSciowo
za$ ze wzgledu na to, Ze zwiazki te nie sg jeszcze dokladnie zrozumiane. Mamy
nadziej¢, ze niektdérzy czytelnicy z réznymi zainteresowaniami matematycznymi
moga zosta¢ zachgceni do wyjaSnienia niektorych pytan tego typu.

Omawiajac tak wiele probleméw byloby tatwo dolaczyé ogromna bibliografie
zwiazanych z naszym tematem prac. Czytelnik pragnacy zobaczy¢ taka liste moze
ja znalez¢ w 26 tomie Journal of Symbolic Logic, poSwigconym catkowicie biblio-
grafii prac z dziedziny podstaw, ktore si¢ ukazaly w ciagu ostatnich 25 lat. Zamiast
tego podajemy malg list¢ prac, w ktorych nie bedacy specjalista czytelnik moze
znalez¢ wigcej szczegolow odno$nie do omawianych przez nas tu zagadnien. Za-
mieszczone w tych pracach bibliografie umozliwia zainteresowanym uzyskanie
dalszych informacji na interesujacy ich temat.
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