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matyce jezykiem tajemnym, niezgodnym z jezykiem innych dyscyplin naukowych
i technicznych i niezgodnym z jezykiem potocznym.

3.5. Aby znaleZ¢ miejsce w programie na definicj¢ mnogosciows, trzeba bylto
usunaé z niego wiele wlasnosci, ktore rozbudzaty inteligencje uczniéw i mialy za-
stosowania. Liczne ubogie struktury, ktore sktadajg sie na nowe nauczanie $rednie
matematyki, a o uzyteczno$ci ktérych uczen musi watpi¢, maja racje bytu tylko
dzieki temu, ze pozwalaja zbudowac struktury bogate, lecz bardzo specjalne. Te
bogactwa nie powinny by¢ przywilejem nauczania wyzszego. Jest rzecza niezbedna,
by nauczyciel szkoty $redniej miat swobode i §rodki na pokazanie niektérych z nich,
wzigtych wedlug uznania z rachunku prawdopodobienistwa, teorii gier lub z aryt-
metyki, algebry czy tez geometrii. Jego rola nie powinna ograniczaé sic do zde-
finiowania wszystkich poje¢, ktérych inni beda uzywaé. Jego misja jest rozbudzenie
umystu ucznia, ¢wiczac go w odkrywaniu i postugiwaniu si¢ podstawowymi po-
jeciami matematyki.

Whniosek: obecna reforma jest w niebezpieczeristwie.

W szkolnictwie §rednim mnogoséciowe ujgcie geometrii jest zatem niebezpie-
czng utopig. Aktualnie opublikowane programy nie narzucajg jej, ale komentarz
oficjalny do porgramdw trzeciego i czwartego roku nauczania szkoly S$redniej
zalecat wtadnie to ujecie. Terminologia naukowa, ktérej musieliémy uzyé, aby ko-
mentarz ten przeanalizowaé, dowodzi, jak dalece reforma ta nie docenia zdolnosci
i potrzeb intelektualnych ucznidw klas s$rednich.

Obecna reforma stawia w niebezpieczenistwie przyszlosé ekonomiczng, techniczng
i naukowq naszego kraju.

RENE THoOM (Bures-sur-Yvette)
Matematyka ,,nowoczesna”: pomylka pedagogiczna i filozoficzna?(*)

W odczuciu wigkszo$ci wspdlczesnych ludzi tak zwana “nowoczesna” mate-
matyka cieszy si¢ wielkim powazaniem. Matematyka razem z cybernetyka i infor-
matyka zostala wrzucona do worka ze sztukami magicznymi, zachwalanymi przez
zwodnicza reklame¢ jako co$ istotnego dla wspdlczesnej techniki, narzedzie nie-
zbedne dla przyszlego rozwoju wiedzy naukowej. Co wigcej, z chwila modernizacji
programéw nauczania ,,nowoczesna’ matematyka wtargngla do zycia domowego.

(*) Tlumaczenie artykulu Les mathématiques modernes: une erreur pédagogique et philosophi-
que opublikowanego w L’Age de la Science 3, zeszyt 3, str. 225-245; wersja angielska opubliko-
wana zostala w The American Scientist 59 (1971), str. 695-699 (przyp. red.).

8 — Wiadomos§ci Matematyezne t. 18



114 R. Thom

Zaniepokoila wielu rodzicéw, ktérzy — niezdolni juz pomagaé swym dzieciom
— poczuli si¢ zgubieni w obliczu nowej, nie znanej im terminologii. Niektdrzy,
zaklopotani, przyjeli to za jeszcze jeden objaw przepasci otwierajacej si¢ pomigdzy
generacjami, skfonni systematycznie tamowac¢ te nowe idee. Inni natomiast, szcze-
gélnie ci, ktérzy sami zajmowali si¢ nauczaniem, przyjgli z entuzjazmem nowe
programy, nowe pojecia i nowa symbolike. C6z nalezy o tym sadzi¢?

Modyfikacja programéw nauczania. Zrobmy krétki bilans zmian wprowadzonych
do programow:

1) Nowo wprowadzone pojecia:

(A) ,.Elementarna” teoria zbioréw; uzycie symboli (¢, =, U, N); odwzorowania
jednego zbioru w inny; kwantyfikatory. Z pewno$cia najbardziej uderzajace jest
to, ze zbiory pojawiaja sie¢ wszedzie od przedszkola az do matury. Do tej sprawy
powrdcimy jeszcze pdzniej.

(B) Rozwijanie pojgé algebraicznych; wlasnosci dzialan; pojecia grupy, pier-
$§cienia, ciala. Wprowadzenie ciala liczb zespolonych w ostatniej klasie.

(C) Wezesniejsze wprowadzenie podstawowych poje¢ rachunku rézniczkowego
i catkowego, pochodnych, calek nieoznaczonych, funkcji elementarnych takich,
jak logarytm i funkcja wykladnicza.

2) Pojecia usuniete:

Tradycyjna geometria euklidesowa, a w szczegblnoSci zawilosci geometrii trédj-
kata.

Latwo jest zauwazy€, ze w sumie zmiany programu wyrazaja si¢ w znacznym
zwickszeniu materiafu w szkole $redniej. Jedli jaki§ program zastuguje na miano
»oblednego”, to przede wszystkim dotyczy to punktu (C). Czy mozna by uniknaé
tej inflacji? Zwréémy uwage, ze tendencja do algebraizacji nauczania ze szkoda
dla geometrii poglebia si¢ jeszcze bardziej w nauczaniu uniwersyteckim.

Eliminacja geometrii. Usunig¢cie z programow szkolnych tradycyjnej geometrii
euklidesowe]j oparte zostalo na dwodch argumentach. Pierwszy z nich jest teorety-
czny: prace aksjomatyczne powstale pod wplywem Grundlagen der Geometrie Hil-
berta wykazaly, ze rzekoma $cisto$é Elementéw Euklidesa jest w duzej mierze ilu-
zoryczna, czgsto oparta na uzasadnieniach intuicyjnych. Argumentowano wigc,
ze nalezy unikaé geometrii euklidesowej i rozwijaC takie teorie, jak algebra, ktdrej
Sciste wylozenie jest mozliwe. Drugi argument jest natury praktycznej: tradycyjna
geometria’ euklidesowa ze szczegdtowym rozpatrywaniem wlasnosci trojkata jest
pedantyczna i niepotrzebna. Ktéz bowiem kiedykolwiek musial postuzy¢ sie¢ na
co dziefi ,prosta Simpsona” lub ,kolem Feuerbacha”.

Algebra a geometria. Zajmiemy si¢ najpierw argumentem drugim. Uwaza sieg,
ze algebra jest bardziej uzyteczna i potrzebna od geometrii. Oczywicie nikt nie
ma zamiaru negowaé ogdlnej przydatnosci naukowej takich teorii, jak algebra
liniowa lub pewnych poj¢é algebry wieloliniowej. Jednak juz w stosunku do ogélnej
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algebry przemiennej, wielomianéw itp. powinni§my by¢ bardziej sceptyczni. Ktz
w swoim zyciu codziennym musial rozwiaza¢ réwnanie drugiego stopnia lub po-
stuzy¢ si¢ pojeciem modutu nad pierScieniem? A wiec okazuje sig, Ze jesli chodzi
o algebre, argument o uzytecznosci nie jest tak mocny, jak to przedstawiano. Na-
tomiast odnosi si¢ on w pelni do rachunku rézniczkowego i catkowego, poniewaz
sa to podstawowe wiadomos$ci niezbedne dla kazdego wykladu fizyki klasycznej.

Znajomo$é algebry na ‘poziomie elementarnym z pewnoScig przynosi wielkie
korzySci. Wystarczy sobie przypomnieé¢ arytmetyczne zadania tekstowe dla dwu-
nastolatkéw, ktérych rozwigzanie ,,przez rozumowanie” wymagalo niecodziennej
lotno$ci umystu, podczas gdy do ich rozwiazania za pomoca algebry wystarczy
prawidtowo stosowaé elementarne mechanizmy formaine. W tym przypadku eko-
nomia myslenia, jaka daje algebra, jest niezaprzeczalna. Ale gdy zajmiemy si¢ za-
gadnieniami bardziej ztoZzonymi, to wyZzszo$C algebry zaciera si¢. Kartezjusz wy-
mysélit geometri¢ analityczng, azeby zredukowaé geometri¢ do algebry. Lecz, jak
wynika z do$wiadczenia, przewaga metod analitycznych nad geometrycznymi
w problemach teoretycznych i ogélnych nie jest zasadnicza.

s»»Modernizm’®>. W dzisiejszej matematyce zastosowanie algebry jako narzedzia
jest bardzo wazne i byé moze zasadnicze. Na pewno jednak warto zastanowic sig
czy potrzeby zawodowych matematykéw powinny by¢ brane pod uwage na pozio-
mie szkoly §redniej. Matematycy naszego pokolenia, przesigknigci duchem bour-
bakistéw, maja naturalng sktonno$é do wiaczenia do programéw szkdt $rednich
i wyzszych teorii i struktur algebraicznych, ktore byly tak bardzo uzyteczne w ich
wlasnych badaniach i ktére triumfuja w umyslach matematykéw naszych czasdw.
Rozsadne jest jednak pytanie czy do programéw nauczania w szkole §redniej po-
winno si¢ wlaczaé ostatnie zdobycze nauki? Matematycy nie sa odosobnieni w pod-
dawaniu si¢ tym sklonnosciom. Widziatlem podreczniki biologii zaréwno dla
poczatkujacych i dla zaawansowanych — gdzie przedstawiano podwdjna spirale
DNA Watsona i Cricka oraz caly mechanizm odtwarzania spirali jako prawde
naukowa definitywnie udowodniong. Bez préby czasu nie powinno si¢ w ogéle
dopuszcza¢ nowosci do programoéw szkolnych. We Francji powinno si¢ byto liczy¢
na to, ze zespot inspektorow generalnych zapewni niezb¢dna stabilno$é programow
szkolnych. Prawdopodobnie w obawie, by stuszny sceptycyzm nie byt poczytany
za objaw sklerozy, bariera ta nie dzialala dotychczas z pozadana skutecznoscia.
Z drugiej strony, podrgczniki musza si¢ zmienia¢ i wydawcy musza z czego$§ zy¢.

Problem geometrii. W przedstawionej analizie argument o uZytecznosci progra-
moéw nauczania nie jest chyba decydujacy. Pominmy jako pozostato$¢ minionych
czasow ,kulturg” czyli ,to, co zostaje, gdy wszystko inne ulega zapomnieniu’.
Niektorzy ciagle upieraja si¢ przy pogladzie, ze w tej badz innej formie jednym
z celéw nauczania jest ,,selekcja”, to znaczy jak najlepsze ocenienie zdolnoéci kaz-
dego ucznia i rozwinigcie ich do maksimum ze szczegOlna uwaga zwrdcona na
najbardziej utalentowane jednostki. Uwazam jednak, Ze osiagnigcie tego celu jest
niemozliwe w dziedzinie, ktéra nie zawieralaby w sobie przynajmniej troche nie-
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potrzebnych, nieuzytecznych elementéw. W istocie rzeczy, aby w pelni ocenié¢ mo-
zliwosci ucznia, nalezy postawié go w sytuacji wymagajacej aktywnosci i odwotaé
si¢ do jego inicjatywy, do jego wiasnej przedsigbiorczosci. Takiej sytuacji nic mozna
stworzy¢ w ramach teorii ,,uzytecznej”’, w ktorej caly materiat — wlaczony ze wzgle-
du na swa uzyteczno$¢ — jest dogmatycznie wyktadany, a uczert doskonaty to taki,
ktoéry dokladnie i szybko zapamietuje wylozony materiat. Z tego punktu widzenia
warto$¢ dydaktyczng maja jedynie teorie zawierajace elementy pewnej ,,gry”, a spo-
§réd wszystkich takich gier geometria euklidesowa, stale odwotujaca si¢ do swych
intuicyjnych podstaw, ma najwicksze znaczenie. Tak wigc, obecna tendencja do
zastepowania geometrii algebra jest dydaktycznie zgubna i powinna by¢ zmieniona.
Powdd tego jest prosty: istnieja problemy geometryczne, natomiast nie ma pro-
bleméw algebraicznych. Zadanie z algebry moze byé tylko prostym {wiczeniem
wymagajacym Slepego zastosowania regul rachunkowych, wczeéniej ustalonego
formalnego schematu. Poza nielicznymi wyjatkami uczed nie jest w stanie udo-
wodni¢ samodzielnie twierdzenia z algebry, poniewaz dowodzona wilasno$é¢ albo
jest prawie natychmiastowa i wymaga jedynie podstawiania definicji, lub tez pro-
blem jest prawdziwie teoretyczny i wéwczas jego rozwiazanie przekracza mozli-
wosci najbardziej uzdolnionych ucznidw. Z lekka przesada mozna powiedzieg,
ze kazde zadanie z algebry jest ,trywialne” badZ nie do rozwigzania. W przeci-
wienstwie do tego klasyczne problemy geometrii mogg przedstawiaé bardzo zrd-
znicowany poziom trudnosci.

Co prawda, rozwigzanie problemu geometrycznego wymaga duzo czasu, wy-
sitku, koncentracji, zdolno$ci kojarzenia, do ktérych tylko nieliczni uczniowie sa
zdolni, By¢é moze, ze geometria euklidesowa, podobnie jak wiersze lacinskie, jest
jednym ze szlachetnych i staromodnych ¢wiczen, zarezerwowanych dla elity i nie-
zgodnych z masowym nauczaniem. Gdyby tak bylo, to usunigcie geometrii z pro-
graméw nalezaloby do probleméw natury wylacznie socjologicznej, o ktdérych
wolalbym nie dyskutowaé. W kazdym razie byloby duzym blgdem uwazaé, ze mo-
zna ulatwi¢ przyswajanie matematyki zastgpujac geometri¢ algebrg nauczang ma-
sowo i przedwczes$nie bez odpowiedniej motywacji. Z tego punktu widzenia wpro-
wadzanie ciala liczb zespolonych do programéw nie wydaje si¢ konieczne.

Scisto$é. Przechodzimy teraz do drugiego zarzutu przeciwko geometrii euklide-
sowej. Opieral si¢ on na niedoskonatosci i niescistosci aksjomatyki Elementéw
Euklidesa. Nalezy wpierw zwréci€¢ uwage na to, Ze juz od dawna zaniechano cig-
zkiej 1 niestrawnej retoryki Euklidesa w nauczaniu geometrii. Niektérzy tudzili
sig nadzieja zastapienia jej przez aksjomatyke hilbertowska. PrzeraZajaca ztozonosé
tej konstrukcji rozwiata t¢ nadzieje. Do postawionego zarzutu nie mozna si¢ usto-
sunkowaé bez wczeéniejszej odpowiedzi na pytanie natury filozoficznej: jaka po-
winna by¢ koncepcja fcistosci w matematyce? Do przyjecia sa nastgpujace trzy
postawy:

a) Postawa formalistyczna. W obrebie jednego sformalizowanego systemu (S)
zdanie P jest prawdziwe, gdy daje si¢ wyprowadzi¢ z aksjomatéw (S) przez skon-
czong ilo§¢ operacji dopuszczalnych w obrebie (S).
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b) Postawa realistyczna czyli platoriska. Obiekty matematyczne istnieja nie-
zaleznie od naszej my$li — tak jak idee platoniskie. Zdanie (P) jest prawdziwe, gdy
wyraza istniejaca efektywnie relacje miedzy ideami; to znaczy jest ideg wyZszego
rzedu narzucajgca strukture w zbiorze idei jej podporzadkowanych.

¢) Koncepcja empiryczna czyli socjologiczna. Dowdd (D) uwaZzamy za Scisly,
jezeli ma aprobate najlepszych aktualnie specjalistéw.

Z tych trzech postaw pierwsza jest obecnie najczgSciej spotykana wérdd ma-
tematykéw. Na pierwszy rzut oka jest ona najbardziej kuszaca. Nie wnosi trudno-
$ci ontologicznych, jak np. propozycja druga, nie jest tak nieokreslona i arbitralna
jak trzecia. ,Matematyka to wiedza, w ktdrej nie jest wiadome, o czym si¢ méwi,
ani czy to, co si¢ wypowiada, jest prawdziwe” (B. Russel). Niestety trudno jest
zachowaé postawe czysto formalistyczna i, do§¢ paradoksalnie, jest tak z przyczyn
formalnych. Wiadomo, na jakie trudnos$ci zwigzane z twierdzeniem Gé6dla napot-
kala formalizacja arytmetyki. G. Kreisel(?*) omdéwit krytycznie postawe formali-
styczng. Ja zadowolg si¢ nastgpujacym przykladem: przypusémy, ze dla sforma-
lizowanej teorii (S) mozna skonstruowaé maszyne elektroniczng (M), ktéra jest
w stanie z ogromna szybko$cia wykonywac¢ wszystkie operacje z (S). Chcemy spraw-
dzié pewng formule (F) nalezaca do teorii; po rachunku ztozonych z 103° operacji
elementarnych wykonanych w kilka sekund, maszyna (M) daje odpowiedz po-
zytywna. Jaki matematyk bez wahania uznalby za warto$ciowy taki dowdd, jesli
sprawdzenie po kolel wszystkich jego etapéw jest niemozliwe?

,»Sens’ w matematyce. Kazdy matematyk obdarzony pewna doza uczciwosci
intelektualnej przyzna, ze w kazdym ze swoich dowoddw jest w stanie przypisaé
sens kazdemu z uzywanych symboli: rézni si¢ on w tym od fizyka teoretyka, ktdry
bardzo czesto nie waha sig zaufa¢ magicznym zaletom §lepego formalizmu w na-
dziei (czesto zwodniczej), Zze ,,$wiatto na koncu rozéwietli ciemno$ci poczatku®.

Jesli zaniechamy formalistycznej definicji $cistoéci, pozostaja nam jedynie do
wyboru postawy b) i c¢). Rozwazywszy to matematyk powinien mie¢ odwage wy-
znaé swoje najglebsze przekonanie: przyzna on wigc, Ze struktury matematyczne
maja egzystencje niezalezna od umyshu ludzkiego, ktéry je rozwaza. Ta forma
istnienia jest bez watpienia rézna od konkretnej 1 materialnej egzystencji swiata
zewnetrznego, lecz tym niemniej jest ona subtelnie i gleboko zwigzana z egzystencja
obiektywna. W jaki sposéb mozna by bowiem wytlumaczy¢ niewatpliwy sukces
matematyki w opisywaniu wszech§wiata, gdyby byla ona jedynie bezuzyteczng
igraszka, przypadkowym produktem dzialania naszego mézgu? Reguly matema-
tyczne mozna odnaleZé nie tylko w $cistym i tajemniczym funkcjonowaniu praw
fizyki, lecz rowniez, mniej jawnie, ale bez watpliwosci, zauwazamy je w niekon-
czacym si¢ nastepstwie form $wiata ozywionego i nieozywionego, w formowaniu
si¢ i unicestwianiu symetrii tych form. Z tych powodow najbardziej naturalna 1 filo-
zoficznie najbardziej ekonomiczna jest wbrew pozorom hipoteza, ktéra mowi, ze

(® G. Kreisel, The formalist-positivist doctrine of mathematical precision in the light of ex-
perience, L’Age de la Science, S (1970), zeszyt 1, str. 17-46,
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idee platoriskie nadaja ksztatt swiatu. O tym $wiecie idei matematycy maja w kazdej
dowolnej chwili wiedzg bardzo niepelna i fragmentaryczng. Z tego powodu kazdy
dowdd jest przede wszystkim odkryciem nowej struktury, ktdérej elementy leza
niepowigzane w intuicji czlowieka, dopoki rozumowanie czlowieka nie zltozy ich
w jedna cato§¢. W tym sensie kazdy dowdd jest do$wiadczeniem sokratycznym;
chodzi o wywolanie w umysle osoby czytajacej procesu psychologicznego konie-
cznego dla wylonienia prawdy, ktdrej wszystkie dane juz sa w umysle tej osoby,
lecz pozostaja jeszcze ukryte i niesformulowane. W tym sensie wlasnie migdzy
punktami b) a ¢) nie ma sprzecznosci. Swiat idei nie jest nam ukazany od razu w ca-
foéci. Musimy go tworzy¢ na nowo w naszej SwiadomoSci przez stala, wciaz roz-
poczynana rekonstrukcje.

Przeciwnicy tezy ontologicznej b) powinni zastanowi¢ si¢ nad nastepujacym
faktem: w historii matematyki nie ma przykladu, by pomylka jednego czlowieka
pociagneta nauke na bledna droge. Bardzo czgsto si¢ zdarza, Zze matematyka za-
brnie w formalne rozwijanie teorii nieznaczacych i nieciekawych. Tak bylo da-
wniej, tak dzieje si¢ obecnie i tak, bez watpienia, bedzie w przysztoéci. Nigdy je-
dnak wazny btad nie mdgt si¢ wslizna¢ do czyjego$ wniosku 1 pozosta¢ bez prawie
natychmiastowego wykrycia. Czy mozna by inaczej wytlumaczy¢ taka jednomy-
$§lnos¢, gdyby nie byla ona zwigzana z powszechnym pogladem, Ze jest ona rezul-
tatem nieustajacej walki umystu ludzkiego ze stalymi, bezczasowymi i powszechny-
mi wigzami. Przekonanie o istnieniu §wiata idei pozwala matematykowi nie tro-
szczyé sie zbytnio o ograniczenia procedur formalnych; podobnie moze on zapo-
mnie¢ o problemie niesprzecznosci, z tej prostej przyczyny, ze Swiat idet w sposéb
nieskoficzony przewyzsza nasze techniczne mozliwosci”. To wladnie intuicja jest
najwyzsza racja naszej wiary w prawdziwo$¢ istniejacych twierdzen. A zgodnie
z zapomniana dzi$ etymologia, teoremat jest przede wszystkim przedmiotem wizji (3).

Kazdy musi decydowaé za siebie. Nie istnieja $ciste definicje ,,$cistosci”. Mo-
zemy wiec przyjaé, ze dowdd jest Scisty, jezeli jest akceptowany przez wszystkich
czytelnikéw, ktérzy maja dostateczne przygotowanie do jego zrozumienia. Co
wigcej, oczywisto$¢ dowodu prowadzaca do prze§wiadczenia o jego stusznofci
wynika ze zrozumienia uzytych symboli na tyle jasnego, Ze ich kombinacja prze-
konuje czytelnika. Z tego punktu widzenia $cisto$¢ (lub jej brak) jest w istocie rzeczy
lokalng wlasnoSciag rozumowania matematycznego. Dla ocenienia stusznosci rozu-
mowania nie potrzeba wypracowanych struktur aksjomatycznych ani wyrafino-
wanej machiny pojeciowej. Wystarczy do tego jedynie zrozumienie zastosowanych
symboli i jasna idea, jak przeprowadza¢ na nich rézne kombinacje.

Granice i potrzeba aksjomatyzacji. PowyZszy punkt widzenia moZe sugerowac,
ze odchodzimy troche od aksjomatyki. Sformalizowaé teori¢ znaczy nic innego,
jak zacza od przedstawionego w teorii materiatu, ktdry jest zorganizowany jako
intuicyjna ,morfologia” 7, nastepnie przedstawi¢ formalny zestaw symboli i pra-

(®) Greckie thedrein — przygladaé sig, rozwazaé (przyp. red.).
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widlowosci generujacych system formalny (S) izomorficzny z morfologia (T); izo-
morfizm (S)—(T) jest $cifle odpowiednioscia przyporzadkowujaca symbolowi
s nalezacemu do (S) jego ,znaczenie”, to jest jego intuicyjny sens w (7)) (jego re-
alizacje semantyczng, jakby powiedzieli logicy).

Czy mozna mieé nadzieje, Zze intuicyjna tre$¢ teorii (7) moze by¢ w pelni po-
kryta symbolicznymi wyrazeniami (S)? Natychmiast przychodzi na mysl przyktad
jezykéw naturalnych. Lingwisci szkoty formalnej zawzigcie probowali zredukowaé
gramatyke i syntakse jezyka naturalnego do aksjomatéw. Aby to zrobié, rozpoczeli
od pewnej liczby procedur formalnych — generujacych i transformujacych gra-
matyk — ktérych wiarygodno§é na poziomie formalnego opisu zdan efektywnie
istniejacych w jezyku nie moze by¢ podwazona. Lecz jeSli usystematyzowaé te
formalne procedury w aksjomatyke i $lepo stosowaé otrzymane formalne wyniki,
to szybko zbudujemy zdania takiej dtugosci i tak ztozone, Ze begda one zupelnie
niezrozumiate.

Nie widz¢ zadnego powodu, aby podobne zjawisko nie zachodzilo w matema-
tyce: je§li stosowa¢ mechanizm formalny do granic jego generatywnych mozliwo-
§ci, moze si¢ zdarzyé, ze zbudujemy tak dtugie i skomplikowane formuty, Ze zniknie
wszelka mozliwo$¢ intuicyjnej interpretacji. ,,Twierdzenia” tak otrzymane beda
by¢ moze formalnie prawdziwe, lecz semantycznie bgda bez znaczenia. Nalezy
si¢ wiec spodziewaé, ze w kazdej teorii intuicyjnej (T) celowe jest postugiwanie sig
kilkoma aksjomatykami; kazda ,lokalna” aksjomatyka (S) ma zadang wraz z intu-
icyjng morfologia (I') réwniez ,strefe kontaktu” Z, dla ktdrej jest prawdziwa;
lecz gdy zbudujemy w (S) formuly zbyt dtugie i skomplikowane, to ich czytelno$é
zniknie. Na granicy strefy Z, zwigzek semantyczny. migdzy (S) a (T) zalamuje sie,
nie pozwala to przedtuzy¢ poza Z, izomorfizmu S—T zadanego na podstawie sensu.
Poglad, ze teoria (T') moze by¢ generowana przez jeden tylko mechanizm formalny
jest a priori tak nieprawdopodobna, jak stwierdzenie, Zze Ziemia jest plaska, badz
7e mozna pokryé rozmaito$é za pomoca jednej mapy. Mechanizm semantycznego
rozejScia si¢ nalezatoby dokladniej sprecyzowaé; zobaczymy dalej uderzajacy
przyktad tego, co zdarza si¢, gdy prawa sktadania sa nieadekwatne do semanty-
cznych wartoéci symbolizowanych elementéw (bedzie to przypadek stosowania
formalizmu boole’owskiego do potocznego jezyka).

Bezsprzeczng zaletg formalizmu lokalnego jest czesto mozliwo$¢ sprecyzowania
danych intuicyjnych, a jego wartosécia nie do zastapienia jest to, Ze pozwala on na
porozumiewanie si¢ matematykow. Wszelkie metody przekazywania informacii,
pisane lub ustne, odwotuja si¢ do morfologii jednowymiarowej. W zwigzku z tym
niezbedna staje si¢ umiejetno$¢ zakodowania morfologii intuicyjnej (7°) (ma ona
zwykle za bazg¢ przestrzeri wielowymiarowa o bardzo duzej liczbie wymiaréw) za
pomocg formalnego systemu (.S) ztozonego z symboli jednowymiarowych. Ostatnio
wielokrotnie podkreslano znaczenie aksjomatyzacji jako instrumentu sluZzgcego
do systematyzacji i badan. Jako metoda systematyzacji jest ona niewatpliwie efek-
tywna, natomiast jej przydatno$§é do badan jest mniej oczywista. Charakterystycz-
ne jest to, ze zadne nowe twierdzenie nie wynikto z ogromnego wysitku wlozonego
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przez Bourbakiego w systematyzacj¢ (ktdra, jako taka, nie jest prawdziwa forma-
lizacja, gdyz Bourbaki uzywa niesformalizowanego metajezyka). Jeéli matematycy
powoluja si¢ na Bourbakiego, to przewaznie odnosi si¢ to do zadan w ksigzce,
w ktérych znajduja wiecej ,,pozywienia” niz w dedukcyjnej czesci tekstu, gdyz
w zadaniach tych autor zgromadzit konkretny materiat. Nalezy dobitnie stwierdzié:
aksjomatyzacja jest zadaniem specjalistow i nie ma dla niej miejsca ani w nauczaniu
w szkole $redniej, ani na uczelniach (oczywifcie poza gronem specjalistéw zajmu-
jacych si¢ badaniem podstaw). To powinno wyjasnié, dlaczego zarzut niekonsek-
wencji stawiany geometrii euklidesowej jest bez znaczenia, nie podwaza on bowiem
jedynie znaczacej cechy: prawdziwosci lokalnego rozumowania intuicyjnego.

,»Genetyczne’> znaczenie geometrii: ciaglos¢ jest wczeSniejsza od nieciaglosci.
Powyzsze rozwazania daja nam klucz do zrozumienia sukcesu historycznego Ele-
mentow Euklidesa. Geometria euklidesowa byla pierwszym przykladem zapisu
procesu ‘przestrzennego dwu- lub tréjwymiarowego w jednowymiarowym jezyku
pisanym. W tym celu geometria euklidesowa zastosowala procedur¢ znang juz
z codziennego jezyka, do sytuacji bardziej sztywnej i lepiej zdeterminowanej. Za-
sadniczg funkcja zwyklego jezyka jest przede wszystkim opis proceséw przestrzenno-
czasowych, ktére nas otaczaja; topologia tych proceséw odzwierciedla si¢ w sktadni
opisujacych je zdai(*). W geometrii euklidesowej mamy do czynienia z ta sama
funkcjg jezyka, lecz tym razem grupa réwnowaznoéci dzialajaca na figurach jest
grupa Liego, grupa metryczng w przeciwienistwie do grup opisujacych bardziej
topologiczne niezmienniki ,,Gestalten” (), pozwalajace rozpoznaé obickty zewne-
trznego $wiata opisane terminami jgzyka potocznego.

Geometria jest wigc naturalnym i prawdopodobnie niemozliwym do zastapienia
facznikiem miedzy zwyklym jezykiem a sformalizowanym zargonem matematy-
cznym, w ktorym kazdy obiekt jest zredukowany do symbolu, a grupa réwnowa-
znoéci redukuje si¢ do identycznosci zapisanego symbolu z nim samym. Z tego
punktu widzenia stadium my$lenia geometrycznego jest by¢ moze etapem nie do
omini¢gcia w normalnym rozwoju racjonalnej dziatalnoéci cztowieka. Od pigédzie-
sigciu lat kladto si¢ stanowczo zbyt silny nacisk na odtworzenie geometrycznego
continuum, wychodzac od liczb naturalnych (przez teori¢ przekrojéw Dedekinda
lub przez uzupelnienie liczb wymiernych). Pod wplywem aksjomatycznych i ksigz-
kowych tradycji widziano w zbiorze dyskretnym gléwng istote matematyki: ,,Bég
stworzyl liczby naturalne, a reszta jest dzielem czlowieka”. Ta maksyma algebraika
Kroneckera $wiadezy raczej o jego przeszlosci, jako wzbogaconego na operacjach
monetarnych bankiera, niz o przenikliwosci filozoficznej. Jest bezsporne z psycho-
logicznego punktu widzenia (a dla mnie z ontologicznego), Zze continuum geome-
tryczne jest bytem pierwotnym. Mieé §wiadomo$é, to znaczy mieé $wiadomosé

(*) Por. R. Thom, Topologie et Linguistique, artykut opublikowany w tomie Essays in To-
pology and Related Topics, dedykowanym G. de Rhamowi, wydanym przez Springer Verlag,
str. 226-248

(®) Postaé, ksztalt (niem.) (przyp. red.).
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czasu 1 przestrzeni, continuum geometryczne jest w pewnym sensie nierozerwalnie
zwiazane ze $§wiadomym mysleniem.

Continuum to — z poczatku jednorodne i bezpodstaciowe — stopniowo wzbo-
gaca swoja strukturg; podstawowym narzedziem tego ,ustrukturowienia” jest
grupa metryczna, pozwalajaca wprowadzi¢ nieciaglo$¢ i operacje dyskretne w je-
dnorodnej przestrzeni. Lecz jest to juz operacja bardzo ztozona, u podstaw mamy
wszystkie wlasnoéci topologicznego continuum. Aby je odnalezé, matematyka
nowoczesna (ta prawdziwa) musiala powréci¢ do Zrédet, wyzwalajac sig spod do-
minacji grupy metrycznej. Taka teoria nie bedaca ani metryczng, ani ilo$ciowa,
jest gltownie jakosciowa i jako taka moze si¢ opieraé jedynie na dyskretnym symbo-
lizmie w jezyku semisformalizowanym. JednakZe bardziej gigbokie niezmienniki
topologiczne sg trudniejsze do przyswojenia niz bardziej od nich sztuczne niezmien-
niki metryczne. Z tych wzgledow przejécie od zwyklego myslenia do myslenia sfor-
malizowanego zachodzi w naturalny sposéb poprzez myslenie geometryczne. Tak
bylo w historii mysli ludzkiej, tak byé powinno w normalnym rozwoju mysélenia
racjonalnego, jesli oczywiscie wierzy¢ prawu Haeckela, ktére méwi, Zze osobnik
w swoim rozwoju musi przej$é przez wszystkie etapy rozwoju gatunku.

Teoria zbiorow. Powracam teraz do punktu pierwszego, do teorii zbiorow. Jest
to zasadniczy punkt rozwijany przez piewcow matematyki ,,nowoczesnej”. Nie-
ktérzy twierdza, Ze uzycie teorii zbioréw pozwoli catkowicie zrewolucjonizowad
nauczanie matematyki i Zze dzigki tym zmianom nawet najbardziej przecietny uczefi
bedzie w stanie opanowaé wyktadany program matematyki. Nie warto nawet méwic,
ze jest to ziudzenie. Kazdy moze przyswoi¢ sobie umiejgtno$é postugiwania sig
oczywistymi faktami wynikajagcymi z naiwnej teorii zbioréw. Lecz to nie jest jeszcze
ani matematyka, ani nawet logika. Z chwila gdy wchodzimy w kontakt z prawdziwg
matematyka (z liczbami rzeczywistymi, geometria, funkcjami), wowczas odkry-
wamy, ze nie ma drogi krolewskiej i ze wigkszo§¢ ucznidéw nie bgdzie w stanie przy-
swol¢ sobie tych poje¢ w calodci. Przesadny optymizm wywolany uzZywaniem sym-
boliki teorii zbioréw oparty jest, jak si¢ wydaje, na pomykce filozoficznej. Sadzono,
Ze przez nauczanie postugiwania si¢ symbolami ¢, =, U, N mozna wyja$nié me-
chanizm leZzacy u podstaw kazdego rozumowania, kazdej dedukcji. Cztowiek XX
wieku z entuzjazmem odkryt na nowo sylogizmy Derapti i Celarent, ktére byly
wykladane przez scholastyke $redniowiecza. Lecz jakiez obniZenie poziomu na-
stapilo. Gdy w XIX w. Boole pisal stawne dzieto poswigcone algebrze noszacej
jego imie, nie zawahat si¢ przed nadaniem mu tytutu: The laws of thought. Naiwna
wiar¢ w to, ze kazdy wywdd znajduje swéj model w dziataniach teorii zbioréw,
podzielali tacy nowocze$ni filozofowie, jak neopozytywisci. Ani Arystoteles, ani
$redniowieczni scholastycy nie podzielali tej iluzji. Jak przypomina J. Vuillemin(5),
logika arystotelesowska opierata si¢ na bogatej i zlozonej ontologii substancji.
Nowoczesni inicjatorzy teorii zbioréw powinni zdawal sobie sprawe, ze teoria ta

(®) J. Vuillemin, De la logique a la théologie, Flammarion, Paryz 1967,
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jest niewystarczajaca do odtworzenia najbardziej elementarnego pdstqpowania
dedukcyjnego zwyklego myslenia. Niech mi bedzie wolno zilustrowaé to przykta-
dem. .

Spéjniki ,,lub” oraz ,,i”. Klasycznie naucza sie, ze rownowaznikiem gramaty-
cznym symbolu U (suma) jest ub, natomiast i jest odpowiednikiem symbolu n
(cze$¢ wspdlna). Zastosujemy te regule do dwdch zdan, ktérych podmiotami sa
imiona wlasne: -

(1) Piotr lub Jan przyjdzie,

(ii) Piotr i Jan przyjda.

Pierwsze zdanie (i) mozna inaczej wypowiedzie¢ jako: Piotr przyjdzie lub Jan
przyjdzie. Woéwczas mamy zupelng zgodno$é symbolu lub z suma logiczng U, pod
warunkiem, Ze spojnik fub odniesiemy do czasownika przyjdzie, a nie do podmiotéw.

Drugie zdanie (ii) rowniez moZna sparafrazowac: Piotr przyjdzie i Jan przyjdzie.
Gdy to zrobimy, zauwazymy, ze zdanie (ii) jest nieco dwuznaczne; Piotr i Jan przyj-
dg znaczy w ukrytej formie (w ,,dorozumieniu” zdania), Ze Piotr i Jan przyjda
razem. Podczas gdy wyrazenie Piotr lub Jan jako takie nie ma zadnej realizacji
semantycznej, to Piotr i Jan mozna interpretowaé jako cato$é zlozong z pary oséb
Piotra i Jana, przypuszczalnie bliskich w przestrzeni.

Fakt ten tlumaczy rdéznicg w gramatycznym traktowaniu orzeczen w (i) i (ii);
spdjnik i wymaga liczby mnogiej, gdyz zaklada on pewna blisko$¢ przestrzenna
podmiotéw.

Wezmy pod uwage teraz zdania, w ktoérych spdjniki odnosza si¢ tym razem
do waloréw jako$ciowych (przymiotniki).

1) Piotr jest niski lub inteligentny.

2) Piotr jest niski i inteligentny.

3) Jan jest brunetem lub szatynem.

4) Jan jest brunetem i szatynem.

iZauwazymy, Zze zdania 2) i 3) sa semantycznie mozliwe do przyjecia, natomiast
1) 4) sa watpliwe lub wrecz nie do zaakceptowania. Podsumujemy uwagi w postaci
nast¢pujacej zasady:

Zasada wykluczania. Je§li X 1 Y sa dwiema jako$ciami, wowczas zdania

Ajest Xlub Y

] . nie moga jednocze$nie by¢ semantycznie zaakceptowane.
Ajest X1Y

Jedli X lub Y moze by¢ poprzedzone podmiotem, to méwimy, ze X i Y sa jako-
§ciami z tego samego obszaru semantycznego (na przyklad: brunmet, szatyn w zda-
niach 3) i 4)). W takim przypadku X i Y na ogol nie ma sensu. Jest jednak wazne
odstepstwo od tej reguly, a mianowicie przypadek, gdy ,,i”” oznacza blisko§¢ w prze-
strzeni, a nie iloczyn logiczny. Nastgpujace dwa zdania sa jednakowo mozliwe:

5) Ten sztandar jest bialy lub czarny.

6) Ten sztandar jest bialy i czarny.
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Fakt, ze¢ w zdaniu 6) spdjnik i nie ma znaczenia N, wyraZa si¢ w tym, Ze im-
plikacja .

Ten sztandar jest bialy i czarny = Ten sztandar jest bialy
jest falszywa.

W rzeczywisto$ci warunki na to, by wlasno$¢ X lub Y miala sens, sg ogromnie
ograniczajace. Na przyklad: Jan jest blondynem lub szatynem jest zdaniem bardziej
prawdopodobnym niz Jan jest blondynem lub brunetem, gdyz w dziedzinie seman-
tycznej kolory wlosow blond i ciemnoblond (szatyn) sa powiazane, gdy natomiast
kolor blond i brazowy (brunet) nie sa sobie bliskie. W geometrycznym jezyku spoj-
nik Jub daje efekt zmniejszania progu miedzy dwoma ,polami przyciagania” zdefi-
niowanym przez przymiotniki blond i ciemnoblond. Gdy dystans semantyczny
miedzy dwiema wilasnosciami X, Y staje si¢ zbyt duzy, wyraznie X [ub Y traci
caly sens. Dzieje si¢ tak na przyktad, gdy wlasnoéci te naleza do roztacznych dzie-
dzin semantycznych, tak jak cecha fizyczna i cecha moralna.

Wydaje sig, Ze ten oczywisty fakt uszedl uwadze autoréw podrgcznikdw z teorii
zbioréw. Proponuja oni uczniom ¢Ewiczenia z algebry Boole’a, dotyczace zdan:.
»szesciany duze lub niebieskie” i ,,Paryzanie lysi lub bogaci”. Cwiczenia takie sa
nie tylko dziwaczne i niepotrzebne, lecz ponadto, gdyby konsekwentnie posuwaé
sig ta droga, moga okazaC si¢ szkodliwe dla intelektualnej réwnowagi dziecka.
Rozréznianie réznych dziedzin semantycznych jest podstawowsg zasada popraw-
nego myS$lenia: mieszanie tych dziedzin ma swoja nazwe: delirium. Gdyby
logicy chcieli przypisa¢ sens wszystkim zdaniom zbudowanym z potocznego jezyka
za pomoca formalizmu boole’owskiego, to otrzymaliby opis §wiata wurojonego
i szalericzego.

Wszystko to pokazuje, jak waskie sa granice uzytecznosci teorii zbioréw do
opisu proceséw zwyklej dedukcji. Rozumowanie dnia codziennego odwoluje si¢
do glebokich mechanizméw psychicznych, takich jak analogia, ktére nie moga
byé sprowadzone do operacji teorii zbioréw: w tym przypadku zasadniczg role
odgrywa podobiefistwo budowy wewngtrznej réznych dziedzin semantycznych,
ktére s3 homologicznie kojarzone. Natomiast schemat boole’owski jest stosowalny
tylko w sytuacjach opisanych przez zawieranie przestrzenne podzbioréw przestrzeni,
jak na przyklad w schematach Venna. Woéwczas jednak nikt nie sgdzi chyba, ze
warte jest trudu opisywanie rozumowania za pomoca sylogizméw: lis, ktéry wie,
ze jesli kury sa w kurniku, a kurnik jest w ogrodzie, to kury sa w ogrodzie, nie tro-
szczy si¢ o teorig zbiorédw. Czlowiek stosuje teori¢ zbioréw od poczatku istnienia;
zupelnie tak jak molierowski Jourdain, ktéry méwit proza, nic o tym nie wiedzac.
Mozna by powiedzieé, ze lepiej jest stosowaé teorig¢ zbioréw, gdy sie ja zna: jednak
korzysci, jakie mozna dzigki temu uzyskac, sa czysto retoryczne. Korzys$¢ z lokalnej.
formalizacji — ktdra jest wlasciwie lokalnym ,,uprzestrzenieniem” — i ze stosowa-
nia do niej formalizmu teorii zbioréw mozna mie¢ w dowodzie matematycznym
tylko w takim zakresie, w jakim technika dowodu jest typu retorycznego. Sita
przekonywania schematéw logicznych pochodzi od zawierania przestrzennego,
a nie odwrotnie.
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Wskazuje nam to, jaki stosunek powinna mie¢ rozsadna dydaktyka do teorii.
Prosta i konkretna teoria zbioréw powinna by¢ przerabiana w przedszkolach,
gdzie ma ona swoje naturalne miejsce. W ostatnich klasach szkoty podstawowej(”)
uczniowie powinni przyswoic sobie postugiwanie sig symbolami e, N, U, < ; poZniej
wprowadzi¢ nalezy kwantyfikatory, i na tym powinno si¢ zakonczy¢.

Nie wiadomo czy nawet w matematyce czystej kazde rozumowanie dedukcyjne
ma swéj model w teorii zbioréw. Na jakie niebezpieczefistwa mozna si¢ narazié
przez nierozsagdne uzywanie na pozor niewinnych symboli przypominaja matema-
tykom nie do konca poskromione paradoksy podminowujace formalng teorig
zbioréw. By¢ moze, nawet w matematyce jako$¢ pozostaje i opiera si¢ wszelkiemu
sprowadzaniu do zbioréw. Stara nadzieja bourbakistéw, by dostrzec, jak wszystkie
struktury matematyczne wywodza sig¢ w naturalny sposéb z hierarchii zbioréw,
ich podzbioréw i ich kombinacji, okazala si¢ bez watpienia chimerg. Nikt rozsadny
nie moze si¢ oprze¢ wrazeniu, Ze najwazniejsze struktury matematyczne (struktury
algebraiczne, topologiczne) pojawiaja si¢ jako podstawowe, bazowe dane narzu-
cone przez §wiat zewngtrzny, a ich nieracjonalna réznorodno$é znajduje swoje
jedyne usprawiedliwienie w otaczajacej nas rzeczywistosci.

Dodatek

O znaczeniu pola semantycznego i o ,zasadzie wylqczania” w geometrycznym
modelu znaczenia (signification). ;

Sposéb w jaki w jezyku potocznym uzywa sie spdjnikéw ,lub” oraz ,,i” stawia
problemy delikatnej natury; zwyczajowa réwnowazno$¢ lub = U, i = n podwa-
7aja liczne kontrprzyklady. Najbardziej oczywisty jest nastepujacy: opisujac zbidr
zlozony z psa Azora i jego wladciciela Jana, powiemy: Azor i Jan a nie Azor Jub Jan.

Analiza oparta na geometrycznym modelu znaczenia (inspirowana przez model
Zeemana czynno$ci psychicznych) pozwoli nam lepiej zrozumie¢ te mechanizmy.

Geometryczny model znaczenia. W tym modelu zakladamy, ze zbior wszystkich
stanéw psychicznych osobnika moze by¢ reprezentowany przez punkty przestrzeni
euklidesowej U = RN o ogromnej liczbie wymiaréw. Kazdemu impulsowi zmy-
stowemu s odebranemu przez osobnika odpowiada pewna transformacja jego
stanu psychicznego. Zmiang t¢ bedzie reprezentowac ciagly endomorfizm g :
U~U. Jedli endomorfizm g, jest idempotentny, tzn. zachodzi g, o g, = g, to impuls
(s) nazywamy znaczqcym dla osobnika. Rzeczywiscie, gdy méwimy, Ze ,,zrozumie-
lismy” pewng sytuacje, znaczy to, ze dalsze badanie tej sytuacji nie zmieni naszego
stanu myslowego (,,zrozumie¢” to ,uodporni¢ sie”)(®).

(?) Odpowiada to klasie V w polskim svstemie szkolnictwa (przyp. red.).

(®) Zob. René Thom, Topologie et Signification 1.’Age de la Science, vol. I n°® 4 1968, str.
219-242, Cazytelnik znajacy mechanike kwantowa zauwazy analogi¢ tej definicji z teoria miary
zdeﬁniowanej przez rzut w przestrzeni Hilberta.
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Definicja pola semantycznego. Jeéli zatlozymy, ze endomorfizm g, jest rézniczko-
walny, to obraz g(U) stanowi podrozmaito$§¢ w U, na ktdrej g, lokalnie jest pro-
jekcja. Taka podprzestrzen g(U) stanowi na ogét ,,pole semantyczne”, mentalng
dziedzinge znaczenia. Ten podzbidr jest spdjny — jest to odbicie podstawowej za-
sady modelu, Ze nie mozna mysle¢ o kilku rzeczach na raz(®).

Otéz uzycie spojnikow ,,i”° oraz ,,lub” prowadzi do paradoksu: zmuszaja nas
one do myélenia co najmniej o dwéch rzeczach jednocze$nie. Uzycie spojnikéw
stawia nam nastgpujacy problem: za pomoca jakiego procesu umyst potrafi zwigzaé
rézne obiekty w jedng cato$é? Logika nowoczesna sadzila, ze potrafi usunaé ten
klasyczny problem (patrz Sofista Platona) zastgpujac go opisem wszech§wiata za
pomocg teorii zbioréw. Opis taki, jak pokazaliSmy, ma charakter nierealny i de-
liryczny.

Spdjnik ,,i”. Zbadajmy wpierw kwesti¢ spdjnika ,,i”’ znacznie prostszg niz spoj-
nika ,,Jub”. Wezmy pod uwagg przypadek gdy ,,i” taczy dwie jakosci (gramatycznie
reprezentowane przez przymiotniki). W pewnych przypadkach moina po prostu
usunaé ,,i” bez zmiany sensu.

Przyklady:

Piotr jest wysoki i bogaty,

Piotr jest wysoki, bogaty.

Wiec jesli w zdaniu A jest X i ¥ mozna opuscié ,i”: 4 jest X, Y, to znaczy, Ze
semantyczny wynik X i Y praktycznie rowny jest ztozeniu endomorfizméw: g, o g,.
Skadinagd mozna bez zmiany sensu przestawi¢ te dwie jakodci, a wiec projekcje
g, 18, komutuja i g, o g, jest dalej idempotentem. Implikuje to, Ze pola semantyczne
£,(U), g,(U) przecinaja si¢ transwersalnie w U. Wyrazimy t¢ sytuacje méwiac,
Zze pola semantyczne g,(U), g,(U) sa niezalezne. Intuicyjnie odpowiada to faktowi,
ze jakosci X i Y naleza do niezaleznych aspektéw rzeczywistosci, jak np. jako$é

fizyczna i jako$¢ moralna.

Moze si¢ jednak zdarzyé, Zze spdjnik ,,i” laczy dwie jakoéci tej samej natury,
jak w nastgpujacym przykladzie:

Ten sztandar jest niebieski i biaty.

W tym przypadku nie mozna juz pomingé tacznika (bez zmiany sensu, przyp.
tlum.), i nie ma komutowania tych jakosci bez spdjnika.

Zeby lepiej zrozumie¢ te sytuacje, konieczne jest doktadniejsze opisanie en-
domorfizméw g, odpowiadajacych jakodci X. Zatézmy, ze X jest kolorem, na przy-
ktad niebieskim. Wéwczas endomorfizm g, rozklada si¢ na produkt postaci /2,0 C,

(®) W rzeczywistodci operator najczgsciej jest tylko projekcia aproksymacyjng;, pomimo to
podrozmaito$¢ g(U) istnieje, ale g dziata na tej podrozmaitoéci. Prowadzi to w pewnych przypad-
kach do rozkladu na relatywnie stale baseny przyciagaf (hy dla koloréw). W innych przypadkach
(jak np. zwyklej przestrzeni R®) regulacja roznicy g2—g stwarza lokalna morfologi¢ w g(U). W taki
spos6b moze byé interpretowane twierdzenie semantykow (np. Hjemsleva), ze kazde znaczenie
jest formaq i tresciq. Trescia jest przestrzen g(U), forma za§ morfologia indukowana przez g w g(U).
W przypadku przestrzeni R3® morfologia jest materia, za§ g2—~g symuluje prawa mechaniki
i fizyki.
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gdzie C jest projekcja o obrazie g(U) odpowiadajacym trzywymiarowej przestrzeni
wrazen kolorystycznych. A, jest definiowane na czgéei przestrzeni C(U), na
zbiorze Bl ztozonym z punktéw w C(U), ktore sig¢ zwykle uwaza za dajace
wrazenie niebiesko$ci. Obraz 4, o C mozna wéwczas uwazaé za punkt zbioru BI,
obraz niebieskosci, ktéry powstaje w umysle, gdy styszymy stowo ,niebieski”.
Na przyklad wyrazenie niebieska Zaba wywoluje stan pewnego niepokoju seman-
tycznego. Powoduje to fakt, Zze endomorfizm g odpowiadajacy rzeczownikowi
»zaba” ma za obraz pole semantyczne reprezentujace zwykla przestrzed tréjwy-
miarowa R® i w tej przestrzeni mamy akcydens zdefiniowany przez przestrzenng
forme zaby. Aby zastosowacl g iepiesii 40 tego obrazu, najpierw stosujemy projekcje
C(kolor), lecz w przestrzeni koloréw obraz C(zaba) jest zawarty w basenie zieleni
badz w basenie ,,rudodci”, na pewno jednak poza dziedzing Bl operatora -
Superpozycja nie moze by¢ zdefiniowana, co powoduje uczucie niepokoju.

Endomorfizmy odpowiadajace dwoém kolorom, na przyktad niebieski, bialy,
faktoryzujq SiQ Ehniebieski ~ hniebieski oC, Bbiaty = hbialy o C. Oba one naleiq do
pola semantycznego koloréw zdefiniowanego przez endomorfizm C. Zdanie fen
sztandar jest niebieski i bialy interpretuje si¢ wéwczas w nastepujacy sposéb: umyst
moze zastosowaé ,jednoczesnie” (°) operatory /sieqi 1 fpigy do obrazu C(ten
sztandar). Zdanie to wyraza wigc fakt, ze obraz ten jako calo$C jest pokryty przez
dziedziny operatordw /Jiepieqi 1 Puigye Tutaj konicowe ,,punkty przyciggania”
(,,attracteurs”) operatorOw. /piepieski 1 Apiazy S8 ToZlaczne 1 juz nie przecinajg sig.
To ttumaczy fakt, ze implikacja: ten sztandar jest niebieski 1 bialy = ten sztandar
jest biaty jest falszywa, gdyz dziedzina operatora A, nie pokrywa catoéci obrazu
C(ten sztandar).

Podsumowujac: - :

Jesli zdanie: 4 jest X i Y ma sens, to mozliwe sa dwa przypadki:

(i) Spojnik i mozna poming¢ bez zmiany sensu, woéwczas X i Y sg jakosSciami
z niezaleznych pol semantycznych,

(if) Spdjnik i nie moze by¢ pominigty: wowczas A jest pojeciem ,,rozlegtym”
(rozlegtlym przestrzennie w zwyklej przestrzeni, badz w odpowiedniej przestrzeni
semantycznej). Jakoéci X 1 Y nalezg do tego samego pola semantycznego, zdefi-
niowanego przez projekcje C: g, =h,0C, g, =h,0C, gdzie C moze by¢
nieciagle na rozleglym obrazie g,, a obraz C(4) jest zawarty w sumie dziedzin
operatoréw h, i h,(11).

(*°) W rzeczywistosci, zgodnie z ponizej podanym modelem, umyst opisuje projekcj¢ oscy-
lujaca i zmienna, gdzie Apiepieski 1 Abiaty 53 punktami eksiremalnymi tej oscylacji.

(**) Fenomen ten spowodowany jest ,lokalnym” charakterem pola semantycznego prze-
strzeni: przyjmujemy w rzeczywistosci, ze dwa zjawiska jednocze$nie zlokalizowane w odleglych
punktach nie maja na siebie wplywu. Poniewaz umyst nie moze mysle¢ o wszystkich polach lo-
kalnych jednocze$nie, bedzie istnie¢ wsrdd nich jedno uprzywilejowane, centralne, ktére moze
przebiegac cale pole w zaleznosci od potrzeb. W polu widzenia, pole centralne jest anatomicznie
realizowane przez ,,fovea™ siatkéwki, a przebieganie pola zapewnione jest przez rotacje oczu.
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Spdjnik ,lub”. Teraz zajmijmy si¢ spOjnikiem /ub. Zdanie A jest X lub Y, gdzie
X i Y sa jakoSciami, moze mie¢ sens tylko jesli X i Y sa jakosciami z tego samego
pola semantycznego.

Rzeczywiscie, jeSli wyrazenie X Iub Y ma sens, to jest ono zdefiniowane przez
endomorfizm idempotentny g, ktérego obraz musi by¢ topologiczng sumg obrazéw
8x(U), g,(U); lecz jesli X i Y ma sens tak jak w punkcie (i) powyzej, to g,(U) i g,(U)
s rozmaitoSciami, ktdre przecinaja si¢ transwersalnie. Wigc g,(U) U g,(U) nie
moze by¢ rozmaitoécia gladka i nie moze by¢ obrazem projekcji. Wigc jeSli X i ¥
ma sens (przypadek (i)) to X lub Y nie moze mieé¢ sensu.

Wiec X lub Y ma sens tylko gdy przecigeie rozmaitosei g,(U) N gy(U) jest puste,
Odpowiada to przypadkowi, w ktérym jakosci X, Y wykluczajg sie, a wiec gdy
naleza do tego samego pola semantycznego(*?).

Zdanie twierdzace: 4 jest X lub Y moze mie¢ sens tylko wtedy, gdy X i Y sa
jako$ciami ,przylegtymi” w ich wspélnej dziedzinie semantycznej: Jan jest bru-
netem Iub szatynem znaczy, Ze kolor wltoséw Jana nalezy do czeici wspdlnej kolo-
réw wloséw zdefiniowanych przez jako$ci brunet i szatyn w dziedzinie semanty-
cznej. Spojnik ,lub” ma w tej przestrzeni wydiwigk zblizony do przyimka ,,po-
miedzy” w zwyklej przestrzeni(*3): ustala on prég pomiedzy basenami dwdéch
przyciagan X, Y.

»Lub” a pytanie. Gdy X, Y nie sa jakoSciami przeleglymi wyrazenie X lub Y
ma sens co najwyzej w zdaniach pytajacych lub watpiacych. Aby ustali¢ prég miedzy
odlegtymi basenami konieczne jest ,,ozywienie”” wyrazenia, podniesienie jego ,,po-
tencjalu semantycznego”.

Na przyklad: zdanie twierdzace:

Pilka, ktérq zgubilas rano, byla czerwona lub niebieska

jest nieco dziwaczne.
W formie pytajacej jest ono catkiem normalne:

Czy pilka, ktérq. zgubilas rano, byla czerwona lub niebieska?

Pytajaca transformacja zdania w efekcie wywoluje u stluchacza stan semanty-
cznie niestaly, ,pobudzenie” (,excitation’), ktérego naturalnym wynikiem jest
danie odpowiedzi na pytanie.

Jedli X, Y sa jakoSciami z niezaleznych dziedzin semantycznych, wéwczas wy-
razeniec X lub Y nie ma sensu nawet w formie pytajacej:

Czy Piotr jest niski lub inteligentny?
jest dziwaczne.

Widzimy wigc, ze przeciwnie do powszechnego pogladu, w przestrzeni seman-
tycznej i oznacza sume dziedzin, lub — ich przecigcie. Z tego punktu widzenia nie

(*?) Pomijamy tu przypadek gdy g,(U) jest zawarte W g,,(U): na przyklad gdy X = niebieski,
Y = kolorowy. W tej sytuacji ani X Jub Y ani X i Y nie maja sensu.
(*3) Mowi sie przeciez: wybieraé pomiedzy wyrazeniami alternatywy.
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ma roznicy pomiedzy zwykla przestrzenia jakosci semantycznych (w ,,genetycznej”
teorii formacji umyslowej mozna przyjac, Ze rézne przestrzenie semantyczne wy-
nikaja z reprezentacji zwyklej przestrzeni R® poprzez proces dyferencjacji, stopnio-
wego rozwarstwienia (**)).

Alternatywa wilqczajaca i alternatywa wylqczajgca. Klasycznie rozréZzniamy
w uzyciu ,,lub” alternatywe wlgczajacq (Yacinskie vel) i alternatywe wylqczajgeq
(facinski aut). Jednak nalezy zdad sobie sprawe, Ze ani w lacinie, ani w jezyku fran-
cuskim nie istnieje prawdziwa alternatywa wlaczajaca. Klasyczne uzycie vel od-
powiada mentalnie procesowi kolejnych przyblizen; drugi wyraz alternatywy jest
przedstawiony jako lepsze przyblizenie pierwszego: Melius vel optime (Ciceron):
Lepiej lub raczej najlepiej. W tym przypadku uzycie ,,/ub” przypomina zdanie (3):
Jan jest brunetem lub szatynem. Tutaj réwniez nie bylo $cistej przemiennodci jakosci
(szatyn — bylo lepszym niz brunet przyblizeniem koloru wloséw Jana).

Streszczajac nasze rozwazania: doszliSmy do wniosku, ze wyrazenie X lub Y,
gdzie X, Y sa jakoSciami, ma sens tylko wtedy, gdy X i Y naleza do tego samego
pola semantycznego, X lub Y moze wystgpowaé w zdaniu twierdzacym tylko woé-
wezas, gdy X 1 Y sg jakosciami bliskimi w polu semantycznym; w zdaniu pytajacym
X, Y moga byé dowolnymi jakoSciami tego samego pola.

,»Zasada wylaczania”: X /ub Y, X i Y nie majg sensu jednoczeénie, dopuszcza
jeden wyjatek: jest to przypadek, gdy podmiot jest pojeciem rozciggnigtym w prze-
strzeni, i ma wéwczas znaczenie bliskosci przestrzenne;j.

239

Dynamiczny model ,,zmieszar”. Jak zostalo wyZzej powiedziane, w przestrzeni
semantycznej lub daje efekt ustalania progu pomiedzy basenami przyciggania X
i Y. Jest to to samo co wzigcie ich czeSci wspdlnej. Natomiast i tworzy topologi-
czng sume basendéw. Nie nalezy bra¢ doslownie tego stwierdzenia. W rzeczywistosci
rozbijanie przestrzeni semantycznej na baseny przyciggania jest na ogét kontrolo-
wane przez mechanizm dynamiczny, ktéry ma wzglednie prosty model algebraiczny
(na przyktad minima potencjatu). Tworzenie ,,zmiesza” takich, jak X /ub ¥, lub
X i Y odpowiada wdwczas procesowi dynamicznemu, ktéry mozna opisaé jako
jednoczesne i rezonujace wzbudzenie oscylatoréw zwigzanych z minimami poten-
calu X'i Y. -

Dwie jakosci z jednego pola semantycznego w rzeczywistoéci sa zawsze przy-
legle, ale wysoko$§¢ progu, ktory oddziela baseny definiuje semantyczna odlegtosé
tych jakosci.

(*%) Jest mozliwe, ze to wydzielanie pol semantycznych z prymitywnego pola przestrzennego
jest rzadzone przez ten sam schemat dynamiczny, ktory rozgranicza rézne przyciagania (attrac-
teurs) samego pola semantycznego: inaczej méwiac, rézne pola semantyczne tworza si¢ jako ele-
menty przyciagania pewnego ,hiperpola”. Te hiperpola nie istnieja juz w normalnej Swia-
domosci, lecz pod wplywem czynnikow patologicznych (goraczka, narkotyki ...) moga si¢ one
wyjatkowo na nowo ujawni¢ w braku rozrézniania (dadifferenciation). To wiasnie nazywamy
,,delirium”.
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Podamy tu geometryczny, jednowymiarowy model tej sytuacji. Zalozmy Ze
naszg przestrzenia semantyczng jest o§ Ox. Na tej osi mamy zadany potencjal se-
mantyczny zdefiniowany przez krzywa o dwoch minimach X, Y (X = —1, ¥ = +1)
typu funkcji ¥V = x*—2x2.

Wyobrazmy sobie, ze punkt materialny m porusza si¢ w zaglebieniu potencjatu
zdefiniowanym przez funkcje V. Jezeli energia kinetyczna punktu w minimum jest
mniejsza od wysokosci progu, to punkt pozostaje uwigziony w jednym z basendéw
X lub Y. Jesli zwigkszymy te energig, to punkt moze osiggnaé, a nawet przekroczyé
prég pomigdzy basenami. Jednak gdy energia kinetyczna h nieznacznie tylko prze-
wyzsza energie konieczng do przej§cia ponad progiem, wowczas predkos$é poruszania
sie w sasiedztwie progu bedzie bardzo mata tak, Ze punkt pozostanie przez znaczny
okres w poblizu progu (duzo dtuzej niz przez okres konieczny do oscylacji w za-
glgbieniach X i Y). W termodynamice odpowiada to stabilizacji progu pomiedzy
X, Y. Jednak jezeli energia kinetyczna wzro$nie, to powyzszy efekt bedzie zanikat,
a punkt ruchomy bedzie dazyt do ergodycznego wypetnienia sumy zaglebieni po-
tencjatu. Pierwsza sytuacja, gdy m mial mala energic odpowiada ,,zmieszaniu”
X Iub Y. Drugi za$, tzn. gdy energia byla duza, odpowiada ,,zmieszanin” X i Y.
Jesli taki model jest poprawny, to mozna w sposéb ciagly przej§é ze zmieszania X
Iub Y do zmieszania X i Y, wzbudzajac oscylator.

By¢ moze taki model ttumaczy fakt, zadziwiajacy dla naszego sposobu mySlenia
ksztaltowanego od tysiacleci przez logike, Ze istnicja jezyki, w ktérych uzycie lub
i i jest zastapione jednym tylko spdjnikiem. Dalsze rozréznienie miedzy lub a i za-
dane jest przez dolgczenie okresleni typu: jeden tylko, oba naraz(®).

Jak wiec widzieliSmy, potoczne uzycie spéjnikdw lub i i ma tylko odlegly i deli-
katny zwiazek z operacjami u, N W logice i topologii. Dziwi¢ si¢ temu moga jedynie
neurofizjolodzy na tyle naiwni, by sadzi¢, ze mdzg ludzki jest tylko zbiorem ob-
wod6éw nerwowych podobnych do obwoddéw maszyny elektronicznej realizujgcej,
operacje U 1 N w kodzie dwojkowym.

(**) W jednym z jezykdéw samojedzkich, patrz R. Jacobson, Essays de Linguistique General,
str. 82, Editions de Minuit, Paryz.
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