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RENE THOM (Bures-sur-Yvette)

Czy istnieje matematyka nowoczesna? (")

Przyszly historyk matematyki bedzie z pewno$cia zdumiony rozmiarem, jaki
osiggngl w latach sze$édziesigtych ruch zwany matematyka nowoczesna. Wydaje
si¢, ze obecnie ruch ten doszedt do swego zenitu i mozna zauwazy¢ pierwsze oznaki
odptywu, objaw zdrowej reakcji. Chcialbym da¢ — mozZe nieco przedwczesne —
podsumowanie, przedstawi¢ to, co z tego ruchu powinno by¢ utrwalone, co usta-
wione na wiasciwym miejscu, a co zwyczajnie i po prostu wyeliminowane. Jest
rzecza zbedna, by w takiej dyskusji jak ta ukrywad istnienie uprzedzen, zajmowanie
stanowiska subiektywnego, ktore nie moze nie wplynaé na nasz osad. Bowiem nie
chodzi tu o nauke, ani nawet o technik¢ pedagogiczna, lecz o dziedzine, w ktorej
wrazliwo$¢ osobista matematyka musi odegraé zasadnicza role. Jedynie umysty
dogmatyczne (a takich nie brak wéréd ,,modernistow’) moga wierzy¢, Ze w tych
zagadnieniach istnieje jaka§ prawda dajaca sie logicznie ustanowi¢ i przed ktorg
nalezy koniecznie si¢ ukorzyé. Rozumiem zatem ten wyklad jako mowe obroncza,
kt6ra nalezy wlaczy¢ sie do dyskusji, a nie jako dowéd, o ktérym dobrze wiadomo,
Ze nie istnieje.

»Matematyka nowoczesna« ma bardzo zlozone pochodzenie i sktad. Mozna
powiedzieé, z grubsza, ze stawia sobie ona dwa podstawowe cele:

1° Odnowa pedagogiczna nauczania matematyki.

Zarzuca sie¢ nauczaniu tradycyjnemu dydaktyzm, a nawet dogmatyzm, szcze
gblnie odczuwalny, jak si¢ nas zapewnia, w nauczaniu geometrii euklidesowej.
Proponuje si¢ zastapi¢ go nauczaniem mniej dyrektywnym, bardziej swobodnym,
bardziej konstruktywnym, zorientowanym przede wszystkim na heurystyke i tego
rodzaju, by pobudzato wigcej zainteresowania i aktywnos$ci indywidualnej ucznia.

2° Unowoczesnienie programow.

Skoro matematyka, jak sie nam mowi, poczynita ogromne postepy od czaséw
Cauchy’ego, nie jest rzecza normalng, by w wielu krajach réwniez programy nie
uwzgledniaty tego stanu rzeczy. W szczegolnoéci wprowadzenie do nauczania wiel-
kich »struktur« matematycznych upraszcza nauczanie, poniewaz ukazuje uniwer-
salne schematy, ktére rzadza mysla matematyczna.

Zauwazmy, ze zaden z powyzszych dwu celdw nie jest, wlasciwie mdéwiac, ani
»nowoczesny« ani nawet nowy. Troska o heurystyczny czy twérczy sposéb nau-
czania matematyki nie datuje si¢ od wczoraj. Powstala ona na tle pedagogiki Rous-
seau i mozna by powiedzie¢ bez Zadnej przesady, ze wspolczesni pedagodzy mo-

() Przeklad artykulu Mathématiques modernes et mathématiques de toujours, ktorego ttumaczenie
pt. Modern mathematics: does it exist? opublikowane zostalo w Developments in Mathematical
Education, Proceedings of the Second International Congress on Mathematical Education, University
Press, Cambridge 1973, str. 194-209 (przyp. red.).
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gliby w dalszym ciagu czerpaé natchnienie z heurystycznej lekcji, ktora dat Sokrates
w dialogu platoniskim malemu niewolnikowi Menona. Je§li za$ chodzi o postep
w matematyce, ktdéry wymagalby zmiany programow, to wystarczy zwréci¢ uwage
na zaklopotanie i niezdecydowanie teoretykéw modernistycznych przed posta-
wieniem daty rzekomej rewolucji w matematyce, na ktora tak chetnie si¢ powotuja:
czy Ewaryst Galois — tworca teorii grup, czy Weierstrass — ojciec $cistosci w ana-
lizie, czy Cantor — twdrca teorii zbiorow, czy Hilbert — twdrca aksjomatyki pod-
staw geometrii, czy Bourbaki, ktory systematycznie prezentuje matematyke no-
woczesng? Tyle nazwisk zacytowanych na chybil-trafit i bez wielkiej doktadnoéci
teoretycznej, by usprawiedliwic modernizacje programow.. )

Nie mozna odmdéwic celom 1° 1 2° pewnej wartoSci. Nie mozna jednak oczekiwaé
absolutnego osiagniecia ktérego$ z tych celow. Nie bede dlugo dyskutowal celu
1° (odnowa pedagogiczna): nie czuj¢ si¢ kompetentny w pedagogice. Trudno mi
w tym widzie¢ co§ wiecej niz sztuke. Ogranicze sie zatem w tej dziedzinie do argu-
mentow prostego, zdrowego rozsadku.

Chege zapewnié sobie pelny udziat ucznia w prowadzonych badaniach, nauczy-
ciel powinien bra¢ pod uwage w kazdej chwili jego reakcje, by méc kierowaé po-
stepowaniem swoim i ucznia. W formie idealnej jest to mozliwe tylko wtedy, gdy
nauczyciel i uczen sa ze soba sam na sam; jest to zreszta sytuacja z cytowanego
wyzej dialogu Platona. Z chwilg, gdy nauczyciel ma jednoczeénie kilku uczniéw,
nie moze on braé¢ pod uwage reakcji, czesto rozbieznych, wszystkich swoich uczniéw
i zmuszony jest pomingé niektére z nich. Jeszcze jeden krok, a troska o skuteczno$é
nauczania doprowadzi go do przyjecia postawy przewodnika, a wkrétce dopro-
wadzi do nauczania ex cathedra. Ponadto wysitki w kierunku swobodniejszej peda-
gogiki sa z koniecznosci kosztowne: wymagaja one wickszej liczby nauczycieli,
i to nauczycieli lepiej wyksztalconych, o wigkszej indywidualno$ci. Spoteczenistwo
bedzie zmuszone narzuci€¢ na te wysitki nieuchronne ograniczenia budZetowe.
Zreszta, robiC teori¢ tworczosci matematycznej jest, praktycznie rzecz biorac, sprze-
cznofcia juz w samej terminologii, poniewaz nic nie nadaje si¢ mniej do ujecia w prze-
pisach lub receptach, jak twoércza oryginalno$é. Z chwila, gdy uzywa si¢ podre-
cznika — ustala si¢ dydaktyzm lub akademizm, nawet jesli podrecznik byl napisany
tak, by pobudzaé tworczos¢ indywidualng. Coz stad mozna wywnioskowad innego,
niz to, ze wysitki w kierunku odnowy pedagogicznej nie maja nigdy by¢ zakon-
czone?

Punkt 2° (modernizacja programéw) wydaje si¢ réwniez bardzo usprawiedli-
wiony. Zauwazmy jednak, Ze pomimo ostatniego post¢pu naszej cywilizacji te-
chnicznej, etapy rozwoju (fizycznego czy umystowego) malego dziecka nie zmie-
nily si¢. Istnieje w dalszym ciagu pewna konieczna faza wprawiania si¢, pewne
wiezy genetyczne, ktdre nalezy respektowad, aby nauczyé sie chodzié, méwié, czy-
ta¢, pisa¢ i nie wydaje si¢, aby postep w psychologii mégt zmieni¢ w czymkolwiek
normalny kalendarz regulujacy nabywanie tych umiej¢tnoéci. I dlatego mamy
prawo zapytaé, czy podobne ograniczenia nie wchodza w gre przy opanowywaniu
matematyki. Gdyby tak byto, nadzieja na przyspieszenie opanowanja wielkich
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teorii matematycznych przez calkowita zmiane programéw czy metod moglaby
okazaé si¢ iluzoryczna. Otz nie podlega dyskusji, ze wielu ,,modernistow” wy-
razato taka nadziej¢ i podtrzymywalo te iluzje.

Osobiscie wierze, ze owe wiezy genetyczne istnieja, Zze tworza one cze$é inte-
gralna temperamentu, indywidualno$ci ucznia i wielu uczniéw (prawdopodobnie
wiekszo$¢ dzieci rozpoczynajacych szkote $rednia) z tego powodu nie potrafi pojaé
matematyki na poziomie elementéw rachunku rézniczkowego, co miato by¢ celem
osiagnietym przed rozpoczeciem nauki na etapie wyzszego nauczania naukowego.
1 dlatego nie jest oczywiste, Ze postep w nauce ma koniecznie znajdowaé odbicie
w programach, szczegélnie na poziomie szkoty podstawowej czy S$redniej.

Lecz przyjmijmy na razie zasadno$¢ punktow 1°1i 2° wzietych kazdy z osobna.
Pozycja modernistyczna utrzymuje, ze jest mozliwa synteza obu tych celdw, i to
jest wiasnie najdziwniejsze I najbardziej sporne. Podano dwa argumenty na rzecz
tej syntezy:

(i) Pierwszy argument jest natury taktycznej; styszalem go, gdy byl wypowiadany
,,in petto” przez modernistéw francuskich i nie wiem czy mozna uwazaé, ze wyraza
on ogllne stanowisko modernistow w skali §wiatowej. Aby przeprowadzi¢ reforme
pedagogiczng nalezy zlamaé bezwlad i rutyne nauczajacych. W tym celu nalezy
zmieni¢ programy; zmieniajac przedmiot latwiej bedzie zmienié metody.

Ten argument taktyczny moglby okazaé sie sluszny dopiero wéwczas, gdyby
nowe przedmioty wprowadzone do nauczania faworyzowaly pedagogike konstru-
ktywng i heurystyczng. Otdéz, wladnie moderniéci (przynajmniej ci z kontynentu
europejskiego) przez swoje uprzedzenia filozoficzne doprowadzeni zostali z jednej
strony do opuszczenia idealnego terenu wprawiania si¢ w pracy badawczej, tej
niewyczerpanej kopalni, jaka jest geometria euklidesowa, z drugiej za§ do zasta-
pienia jej przez ogélne struktury mnogosciowe i logiczne, czyli przedmiot ubozszy,
najbardziej pusty i sprawiajacy najwiekszy mozliwy zawdd intuicji.

(ii) Drugi argument jest powazniejszy. Psychopedagodzy, zdajac sobie sprawe
Z niejasnoéci swego stanowiska doktrynalnego, uwierzyli, Ze znalezli klucz do swych
ktopotéw w twierdzeniach logikéw 1 matematykow formalistycznych. Poniewaz oka-
zalo sie, ze postep my$li matematycznej byt modelowany przez takie wielkie sche-
maty formalne, jakimi sg struktury mnogo$ciowe, logiczne, algebraiczne, topolo-
giczne — wystarczy nauczy¢ dziecko we wczesnym wieku definicji i stosowania
tych struktur, aby w ten sposéb jak najbardziej utatwi¢ mu dostep do wspdlczesnych
teorii matematycznych.

Argument ten zastuguje na wnikliwa dyskusje; pod przekonywajacymi pozo-
rami jest to w rzeczywistoSci podstawowy btad psychologiczny, z powodu ktérego
catkowicie chybiaja wszystkie zakusy modernistyczne.

Rzeczywiscie, trzeba zauwazy¢, Zze wigkszo§¢ owych wielkich struktur abstra-
keyjnych: teoria zbioréw, rachunek Boole’a, struktury topologiczne, jest juz w ukry-
tej formie obecna w psychice dzieciecej, kiedy w nauczaniu przedstawia si¢ je w for-
mie rozwinigtej. (Jesli chodzi o struktury algebraiczne, to wypadaloby nie by¢ tak
kategorycznym: niektdre, jak struktura grupy istnieja w formie ukrytej, inne,
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jak struktura pierScienia czy ciala, sa znacznie bardziej sztuczne). Kazdy argument
modernistyczny opiera si¢ ostatecznie na nastgpujacym postulacie: wyraznie uja-
wniajgc 1 przedstawiajac ukryte mechanizmy myS$lenia, ulatwia si¢ je dziecku.

Otéz powstaje tu wielki problem psychopedagogiki, ktory wcale nie jest oso-
bliwoscia tylko matematyki. Spotka¢ go mozna na przykiad w nauczaniu jezykow
zywych: czy nalezy uczyé dziecko jezyka obcego systemem ksiazkowym, wpa-
jajac mu gramatyke i stownictwo danego jezyka — czy tez, przeciwnie: uczy¢ bez-
posrednio tego jezyka przez uzywanie, tak jak uczyloby si¢ w sposéb naturalny
dziecko wprowadzone w obce wspolnoty jezykowe? OdpowiedZz nie jest latwa,
jednak z punktu widzenia skuteczno$ci, metoda bezposrednia czgsto zastuguje na
pierwszenistwo. We wczesnym rozwoju matego dziecka wiedza sformulowana w spo-
s6b wyrazny i dedukcyjny -— nie odgrywa Zadnej roli. W nauce chodzenia znajo-
mo$¢ anatomii nogi bylaby bardziej szkodliwa niz uzyteczna, a to Ze poznalto
si¢ anatomie ukladu trawiennego — nie pomoZe w trawieniu zbyt ciezkiego
positku.

Z pewnoS$cia zarzuci mi sie,- ze podaj¢ tu przyklady bardzo prymitywne, nie
majace nic wspolnego z ta tak wysoce racjonalng dziatalnoécia, jakg jest mysl ma-
tematyczna. Ale zarzut taki oznaczalby pomijanie faktu, Zze sam rozum ma u czlo-
wieka korzenie biologiczne, oraz ze my$§l matematyczna powstaje wskutek umysto-
wej potrzeby modelowania rzeczywisto$ci zewnetrznej. Powrdcimy do tego punktu
pOzZniej.

Innego przykiadu, dosyé typowego, przejécia od spraw ukrytych do wyraznych
dostarcza nam psychoanaliza, ktéra z tego przejécia od podswiadomosci do §wia-
domosci chciata uczynié zasadnicze narzedzie terapii. W tym przypadku rezultaty
w leczeniu zaburzen psychicznych przyniosty, jak si¢ okazalo, rozczarowanie. Sama
znajomo$é freudowskiej teorii pomylek nie potrafi powstrzymaé od popehienia,
przy okazji, takiegoz ,,freudowskiego™ lapsusu...

Ponadto, to czgsto niepotrzebne przejécie od ukrytego do wyraznego moze
byé szkodliwe. Czasami uczen nie moze znalezé zwiazku miedzy pewna czynnoscia
umystowa tkwiaca juz w jego umysle a podawanym mu jej symbolicznym opisem
abstrakcyjnym (szczegdlnie jesli przedstawienie to przesigknigte jest duchem for-
malizmu). W tym przypadku takie nauczanie pozostanie dla niego martwa liters.
Czasami dziecko podejrzewa istnienie takiego zwiazku nie dochodzac jednak do
jasnego ujecia go. W tym przypadku podsuniecie mu wyraznej formalnej definicji
te] czynnoéci umystowej, ktéra zupelnie skutecznie funkcjonowala az dotad bez
teorii, moze zaburzy¢ te czynno$¢. Podobnie jak ci skrupulatni osobnicy, ktdrzy
ciagle wahajg si¢ mowiac jezykiem obcym, poniewaz zbyt dobrze znajg jego gra-
matyke i boja sie popemiaé bledy.

W koncu nie nalezy sadzi¢, ze znajomo$¢ standardowych struktur daje wiedze
o matematyce; przeciwnie, struktury te reprezentuja matematyke¢ jedynie bardzo
powierzchownie. Kiedy biolog pragnie badac fizjologie chodzenia, jego uwaga kie-
ruje sie natychmiast na tak uderzajace struktury, jakimi sa kosci i stawy, ale za-
niedba, z powodu niepelnego zrozumienia, wszystkie aspekty funkcjonalne zwia-
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zane z synchronizacja skurczu migéni, efekty mechaniczne sktadajace si¢ na ogdlng
réwnowage, uklady nerwowe, ktdre nig rzadzg etc. W ten sposdb nasza analiza roz-
woju mys§li uyjawnia jedynie najgrubsze wigzanie procesu rozumowania, zaniedbujac
subtelne wzajemne oddziatywanie wynikajace z sensu, znaczenia, ktéré z trudem
daje si¢ wyrazié¢ czy sformalizowaé. Te grube wiazania sg wlasciwag dziedzina lo-
giki, rachunku zdan. Odpowiada to strukturze ,,powierzchniowej”, jak to si¢ méwi
w lingwistyce. W jezyku potocznym jest ona stale zachwiana, zalamywana przez
wymogi ,,glebokich” struktur znaczeniowych (patrz przyklady, ktére podalem
w artykule [2]). Oczywiscie, w zasadzie mamy inng sytuacj¢ w matematyce, gdzie
kombinatoryczne reguly struktur nie toleruja wyjatkow. Ale i to nie jest tak wy-
razne: paradoksy teorii mnogosci pochodza najwidoczniej stad, Zze nie chece si¢ do-
puszcza¢ wyjatkéw od prawomocno$ci pewnych aksjomatéw, a w zwyklej mate-
‘matyce wyjatek realizuje si¢ przez skok do nieskonczonosci i ciaglosci (por. to,
co jest powiedziane w [2] o ,,odlepianiu semantycznym”).

Ale wré6¢my do naszego problemu: czy warto przeksztalcaé w wyraZnie sfor-
mulowana wiedz¢ mechanizm, ktéry tkwi w formie niejawnej w umysle? Przed
postawieniem pytania, czy takie przeksztalcenie jest pozyteczne, trzeba zapytac,
czy jest ono mozliwe. W jaki sposob jednostka myslaca moze oddzieli¢ si¢ ‘od swojej
myéli, obserwowaC ja w sposéb abstrakcyjny, niezaleznie nawet od samej treéci
mys$li? Oczywiscie to oddzielenie jest konieczne dla postepu matematycznego; ale
operacja odwrotna, ktdéra jest powrotne wchionigcie przez to, co ukryte tego, co
wyrazne, jest nie mniej wazne 1 nie mniej konieczne. Ten drugi etap sprowadza sig
do traktowania klas réwnowaznoéci jako ,,egzystencje”, jako pelnoprawne obiekty,
Ktore nalezy pojmowac globalnie. Klasy te sa uzyskane abstrakcyjnie przez uprzedni
proces wyraznego wydzielania, co odpowiada temu, co logicy nazywaja ,,wymogiem
ontologicznym” dla rozwazanej operacji. Otoz wszystko wskazuje na to, ze owa
operacja ,,oddzielania si¢”’, to rozwarstwianie pola semantycznego nosnika dzia-
falno$ci umystowej, ktére chee si¢ wyabstrahowaé — jest mozliwe jedynie wtedy,
gdy objekt zrodzony przez t¢ operacje abstrahowania jest uznany za nos$nik pewnej
wartoéci stalej, tj. ,,znaczenie” rownie silne jak to, ktére przyznaje si¢ elementom
pierwotnym. Zilustrujmy te trudne rozwazania przykladem: mozna zdefiniowad
abstrakcyjnie liczbg wymierna jako klas¢ réwnowazno$ci relacji miedzy parami
liczb catkowitych: (p, q) ~ (p’, ¢') wtedy i tylko wtedy, gdy pq’ = p'q. Ale definicja
ta bedzie miala sens dopiero wtedy, gdy udowodni si¢, ze tak zdefiniowana klasa
réwnowaznoéci zachowuje si¢ jak liczba wymierna, ze zachowuje wszystkie wila-
snosci jej dzialan (a nawet wigcej, gdyz dzielenie przez liczb¢ wymierng rézna od
zera jest zawsze mozliwe) i Ze ponadto zbidr tych nowych liczb zawiera w sposéb
naturalny zbi6r liczb calkowitych, z ktdrych si¢ wyszto. W ten sposéb wlasnosé
istnienia, ktdéra jako punkt wyjscia przyjeto dla liczb catkowitych, przystugiwaé
bedzie réwniez liczbom wymiernym, ktore je zawieraja. Kiedy si¢ jasno pojmie,
7e jest to rezultat procesu abstrahowania, ktéry usprawiedliwia abstrakcje i umo-
Zliwia jg, widzi sie, jak bardzo przedstawienie formalne i aksjomatyczne jest prze-
ciwne naturalnemu porzadkowi rzeczy, We wladciwej pedagogice wprowadza sig¢
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nowe koncepcje 1 pojecia przez uzywanie ich; formutuje si¢ reguty dzialania miedzy
nimi a elementami pierwotnymi, ktérych istnienie zostalo zalozone i oswaja si¢
Z nimi przez manipulowanie tymi regutami. Dopiero potem mozna podaé definicje
abstrakcyjna, ktéra pozwala na sprawdzenie rozszerzonej w ten sposob teorii.
Matematyka, nawet w swojej najbardziej wypracowanej formie, nigdy inaczej nie
postepowala (oprocz byé moze pewnych otrzymywanych w banalny sposéb uo-
golnien teorii algebraicznych).

Profesor Piaget w swoim artykule napisanym na ten Kongres $wietnie pized-
stawil proces wydobywania $wiadomych struktur ze schematéw nieSwiadomej
dzialalno$ci: nazywa on to procesem ,,abstrakcji refleksyjnej”’. Niemniej jednak
twierdzi on, Zze nauczanie w formie wyraznej wielkich struktur abstrakcyjnych
stworzonych przez matematyke wspolczesna jest bardzo skutecznym czynnikiem
ulatwiajacym ten proces. Czy moge powiedzie, Ze tu psycholog wydaje sie mieé
zbyt wielkie zaufanie do formalizmu matematycznego? I ze obdarza on dedukcyjne,
abstrakcyjne mys$lenie sita, ktérej nie moze ono mie¢ w umysle dziecka?

Sprébujmy wyobrazi¢ sobie 6w proces ,,abstrakcji refleksyjnej” geometrycznie:
przedstawmy zbidr dzialan ludzkich (sensomotorycznych i umystowych) jako pta-
szezyzne Oxy i przypusémy, Ze gérna plaszczyzna y > O reprezentuje czg§é $wia-
doma tych dziatan, a ptaszczyzna dolna y << 0 — cze§¢ nie§wiadoma. Schemat
S aktywnosci nie§wiadomej bedzie reprezentowany przez forme geometryczng (S)
w polplaszczyzZnie dolnej. Abstrakcja refleksyjna polega na tworzeniu z (S) bedgcego

A o R

emanacja S formy (S’) w pdlplaszczyznie §wiadomej y > 0: (S’) jest pewnego
rodzaju obrazem zwierciadlanym (S), ewentualnie zubozonym i oczyszczonym.
Ten proces tworzenia ,,$§wiadomego potomka” S’ ze struktury miacierzystej S jest
w kazdym punkcie analogiczny do procesu reprodukcji biologicznej, w ktérym
istota zywa wytwarza izomorficznego z nig potomka. Gdy proces ten trwa, to zawsze
na poczatku formuje sie w S zalazek S’, ktéry po -osiagnigciu dojrzatosci oddziela
sig od S. Jest to, jak wskazuje nazwa, prawdziwe ,,poczecie”, ktére pozwala na
tworzenie si¢ S” wychodzac z S. Zadaniem pedagoga jest doprowadzi¢ ten zarodek
do dojrzatosci i w odpowiednim momencie oddzieli¢ go od struktury macierzystej
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nieuswiadomionej, ktéra go tworzy. Jest to zadanie poloznika — jak mdwil So-
krates. Ale, w tej analogii, wielkie struktury abstrakcyjne logiki, jak pojecie relacji
réwnowaznosci, silne $rodki abstrakcji, mocno przypominajg brutalne narzedzia
ingerencji chirurgicznej jak kleszcze czy cesarskie cigcie. Je§li zastosuje ‘si¢ cesarskie
ciecie przedwcze$nie, nie bedzie dziecka i ryzykuje si¢ zabiciem matki. Jeéli, przeci-
wnie, pozwolito si¢ dziecku rozwijac sig, dojrzewac, dostarczajac mu odpowiedniego
§rodowiska pokarmowego, oddzielenie od struktury-matki odbedzie si¢ samo z siebie,
w sposOb naturalny i bez pomocy tych silnych i nieczutych narzedzi, jakimi sg ab-
strakcyjne pojecia logiki. Nasi ojcowie (a faktycznie i matematycy mojego pokolenia)
nie znali ,,matematyki nowoczesnej” i nie przeszkodzito im to nauczy¢ si¢ mate-
matyki i to, nie waham si¢ powiedzie¢, w sposob bardziej naturalny niz w przedsta-
wieniu nowoczesnym. Daé dojrze¢ zarodkowi, to w istocie rzeczy doprowadzi¢ go
stopniowo do $wiadomosci, a zatem nada¢ mu sens, znaczenie badZ operacyjne,
badz koncepcyjne. Temu to pierwszoplanowemu zadaniu przeniesienia nan istnie-
nia w Swiecie umystowym powinien poswieci¢ si¢ nauczyciel.

Prawdziwym problemem, jakiemu musi stawi¢ czolo nauczanie matematyki, nie
“jest problem ScisloSci, lecz problem rozwoju ,znaczenia”, ,,istnienia’ przedmiotéw
matematycznych.

Formalizacja, aksjomatyka i Scislosé. To doprowadza mnie do zajecia si¢ zawola-
niem bitewnym modernistéw Europy kontynentalnej: $cisto$¢ i aksjomatyka. Wia-
domo, Zze mozliwo$¢ ustawienia matematyki na $ciSle formalnym fundamencie
zostala nieodwracalnie obalona przez twierdzenie Goédla. Nie wydaje sie jednak,
by matematycy, w swojej zawodowej dzialalnosci, bardzo cierpieli z powodu tej
sytuacji. Dlaczego? Dlatego, ze w praktyce my$l matematyczna nigdy nie jest sfor-
malizowana. Matematyk nadaje sens kazdemu zdaniu, co pozwala mu zapomniec,
jakie jest miejsce tego zdania w jakiejkolwiek istniejacej sformalizowanej teorii.
Sens nadaje temu zdaniu statut ontologiczny, niezalezny od jakiejkolwiek formali-
zacji. Wierze, ze mozna z calym spokojem twierdzi¢, ze jedynymi procedurami
formalnymi w matematyce sa rachunki: numeryczny i algebraiczny. Czy mozna
jednak redukowaé matematyke do rachunkéw? Z pewnoscia nie. Nawet gdy zajmu-
jemy si¢ wylacznie rachunkami, poszczegdlne kroki rachowania musza byé wy-
brane spoérod wielkiej liczby mozliwo$ci. Jedynie interpretacja intuicyjna wielko-
éci, jakimi si¢ manipuluje, pozwala kierowa¢ tym wyborem. Zatem silny akcent
potozony przez modernistow na aksjomatyke jest nie tylko zboczeniem pedago-
gicznym (co jest dosy¢ widoczne), lecz réwniez matematycznym.

Nie wyciagnigto, sadze, z aksjomatyki hilbertowskiej prawdziwej lekcji, ktora
z niej wyplywa; oto ona: osiagnigcie absolutnej $cistosci jest mozliwe tylko przez
eliminacje znaczenia. Ale jesli bede¢ mial wybiera¢ miedzy S$cistoscia a sensem, to
wybiore bez wahania sens. Takiego wlasnie wyboru dokonywano zawsze w mate-
matyce, gdzie operuje si¢ zawsze w sytuacji na pot sformalizowanej metajezykiem,
ktory jest jezykiem potocznym, a wiec niesformalizowanym. I caty §wiat matema-
tyczny zadowala si¢ ta sytuacija i nie wymaga lepsze;j.
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Zresztg, bardzo prawdopodobnie, przecenito si¢ znaczenie S$cistosci w mate-
matyce. Ze wszystkich dyscyplin naukowych, matematyka jest ta, w ktdrej $cistosé
jest a priori najmniej potrzebna. Kiedy matematyk X publikuje dowdd jakiego$
twierdzenia, jego czytelnik Y jest w stanie skontrolowaé jego stwierdzenia. Moze
powiedzie¢: nie rozumiem takiego a takiego punktu, ten lemat wydaje mi si¢ nie-
jasny, w tamtym rozumowaniu jest luka, lub tez: dowdéd wydaje mi si¢ prawidlowy
i przekonal mnie. Przeciwnie, w dyscyplinach doswiadczalnych sytuacja jest zu-
pelnie inna: jeli pewien eksperymentator prezentuje wynik doswiadczen zrobionych
w swoim laboratorium, to moze on podaé mi wszelkie Zadane szczegbty dotyczace
postepowania, wszelkie wymagane gwarancje statystyczne dotyczace rezultatéw
numerycznych, nie mam jednak zadnej mozliwoéci sprawdzenia prawdziwosci tego,
co méwi, i zmuszony jestem zaufa¢ mu. Stad wynika, Ze blad jest ostatecznie
zaniedbywalnym zjawiskiem ewolucji matematyki. Jest on czqéciej szeze$liwym
przypadkiem dla rozwoju jakiej$ teorii niz katastrofa, ktéra wykoleja nauke z jej
normalnego kursu. Blad jest przykry dla autora, a nie dla samej matematyki.

Zwolennicy aksjomatyki dobrze zrobiliby zastanawiajac sie nad nastepujacym
problemem filozoficznym: dlaczego jezyk potoczny nie daje si¢ zaksjomatyzowaé?
(By¢ moze jezykami najbardziej zblizonymi do jezykéw sformalizowanych sa:
prawniczy i teologiczny.) Dlatego, ze w codziennych sytuacjach cztonkowie tej
samej wspolnoty jezykowej maja ten sam §wiat semantyczny, te samag wizje $wiata
poprzez swdj wlasny jezyk. Mimo Ze jaka§ nazwa lub mys§l jest zrealizowana (in
extenso)(?) przez klas¢ réwnowaznosci nie dajaca sie¢ sformalizowaé, to jezyk
potoczny funkcjonuje z zastanawiajaca skutecznos$cia i z prawie catkowitym brakiem
dwuznacznodci (jesli jakie§ zdanie jest przypadkowo dwuznaczne, to kontekst na
0gol te¢ dwuznaczno$¢ usuwa); w jezyku potocznym znaczenie opiera si¢ w duzej
mierze na kryteriach o charakterze topologicznym: tozsamo$¢ osoby lub przedmiotu
wyraza si¢ przez spdjny charakter dziedziny czasoprzestrzennej zajmowanej przez
ten przedmiot (lub t¢ osobe). A skiadnia jezyka potocznego, wzglednie uboga ze
strukturalnego punktu widzenia, opisuje najczestsze wzajemne oddziatywania dy-
namiczne migdzy przedmiotami czasoprzestrzennymi. Z drugiej strony, w matema-
tyce, zawodowi matematycy (a za nimi studenci) maja bardzo rézne §wiaty seman-
tyczne: zdanie sensowne dla X jest niezrozumiale dla Y, etc. Dzieje si¢ tak dlatego,
ze ,,sens” w matematyce jest owocem pewnej konstrukcji, pewnego nauczania
i nigdy nie byto dwéch matematykéw (ani nawet dwdéch studentow), ktérych do-
$wiadczenia matematyczne mialyby te samg historie. Jest to podstawowa réznorod-
no$¢ swiatéw semantycznych thumaczaca konieczno$¢ formalizacji, przynajmniej cze-
$ciowej, w matematyce. Matematycy opieraja co najwyzej fundamenty swego $§wiata
na czym$ w rodzaju wspoinego pnia sktadajacego sie z przedmiotéw i teorii, ktore
spotykaja si¢ w standardowym nauczaniu (na przyklad: liczby rzeczywiste i ze-
spolone, funkcje analityczne i rézniczkowalne, przestrzenie topologiczne, rozma-
itodci, grupy, przestrzenie wektorowe itd.) i kazdy niezbyt wyspecjalizowany dowdd

() Dla okreSlenia tego terminu technicznego p. na przyklad, Quine, From a logical point
of view, p. 21.
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musi by¢ oparty na tym wspdlnym dla wszystkich jezyku zawodowym. Dowéd
jakiego$ twierdzenia (T') przedstawia si¢ jako droge, ktora wychodzac od zdan za-
czerpnictych ze wspolnego pnia (i przeto zrozumiatych dla wszystkich) prowadzi
przez kolejne etapy do takiej sytuacji psychologicznej, w ktérej (7)) jest juz oczy-
wiste. Scisto§¢ — w sensie potocznym, niesformalizowanym tego stowa — dowodu
polega na tym, Ze kazdy etap ma by¢ calkowicie jasny dla kazdego czytelnika, bio-
rac przy tym pod uwage rozszerzenia znaczen wprowadzone w poprzednich eta-
pach. W matematyce, jesli odrzuca si¢ jaki§ dowdd, to czgsciej jest to spowodowane
tym, Ze jest on niezrozumialy, niz tym, Ze jest on falszywy. Bierze si¢ to na ogdt stad,
ze autor, zafascynowany wizjg swojego odkrycia, czyni zbyt optymistyczne zalozenia
co do osobowosci czytelnika. Ale wkrétce inni matematycy dowodza wyraznie
tego, co autor wyrazil w spos6b niejasny, wypelniajac w ten sposéb luki i uzupet-
niajac dowéd. Scistoéé, jak we frontowym zaopatrzeniu w zapasy i uzupehienia,
idzie w §lad za dokonanym przetomem.

Istotnie, czy sie tego chce czy nie, kazda chocby troche sensowna pedagogika
matematyczna opiera si¢ na pewnej filozofii matematyki. W zasadzie tendencja
modernistéw jest formalistyczne pojmowanie matematyki, ktére najlepiej wyraza
znany aforyzm Bertranda Russella: ,,Matematyka moze by¢ okre§lona jako przed- .
miot, w ktérym nigdy nie wiadomo, o czym si¢ méwi, 1 czy to, co si¢ méwi, jest
prawdziwe”. Ich przeciwnicy natomiast kfadg nacisk na zakotwiczenie matematyki
w rzeczywisto$ci. Chetnie oskarza si¢ ich o platonizm. Ale sa bez watpienia rézne
odcienie. U Platona $wiat idei stanowil najwyzsza rzeczywisto$¢, a §wiat zmystowy
naszych percepcji byl jedynie jego zdegradowanym obrazem. Czlowiekowi wydaje
si¢ jednak ciaggle naiwnie, ze ma dostep do rzeczywistosci ostatecznej. Skromniej,
nalezy zadaé sobie pytanie, czy matematyka nie odegrala pewnej roli w ewolucyj-
nym oddzieleniu si¢ od zwierzecia: czy nie stanowila czynnika decydujgcego o wyz-
szo$ci cztowieka nad zwierzeciem. W rzeczywistoéci zewnetrznej, pewnevproéesy
lokalne natury fizycznej czy biologicznej poddane sa rygorystycznemu determit
nizmowi; inne, przeciwnie, sa przypadkowe, tzn. nie daja si¢ przewidzie¢ precy-
zyjnie. Bardzo szybko system nerwowy zwierzgcy, a potem ludzki, wyspecjalizo-
waly si¢ w symulacji zdeterminowanych procesow zewngtrznych; natomiast sy-
mulowanie proceséw przypadkowych jest bezuzyteczne, gdyz z definicji nie mozna
przewidzie¢ ich wyniku. Bardzo szybko, umyst wyizolowat pewna liczbg procesow
dynamicznych typowych, o dajacym si¢ przewidzie¢ wyniku, poniewaz podlegaja
$cistemu determinizmowi (sg dynamicznie stabilne).

Te schematy konfliktéw ujete w klasyfikacji proceséw efektywnych byly pier-
wszymi sytuacjami ,,zrozumianymi” przez cztowieka (na przyklad ztowienie ofiary
przez drapieznika); utworzyly one ,jadra zrozumienia rzeczywistodci”, jak sig
wyrazil J. Ladriére [1]. Ale, po przyswojeniu udanego schematu, umyst ma ten-
dencje do ekstrapolacji warunkow jego zastosowania, do wielokrotnego jego uzycia
(jak pies Pawlowa, ktéremu cieknie §lina na dZzwigk dzwonka). Tak powstaje ten-
dencja do izolowania proceséw powtarzalnych, dajacych si¢ kombinowaé migdzy
soba dowolng ilo§¢ razy. Takie jest Zrodto matematyki: jest to umiejgtnos¢ symu-
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lowania automatyzmdéw. W celu powtarzania i kombinowania pewnej konfiguracji
przedmiotéw umyst jest doprowadzony do upraszczania, oczyszczania rzeczywi-
stosci. Miedzy formalnym a zrozumialym jest w zasadzie taki sam zwigzek, jak
miedzy pochodna a jej funkcja pierwotna. W operacji rézniczkowania kietka
funkcji ucina si¢ spora cze¢$¢ informacji zawartej w tym kietku, aby umozliwié. jego
swobodna ekstrapolacje. Podobnie, w percepcji sytuacji zrozumialej umyst sche-
matyzuje, upraszcza tak, aby powtarzanie i kombinowanie tej sytuacji stato sig¢
mozliwe. W ten sposdb, wychodzac od takiego ,,jadra zrozumienia” umyst ma-
tematyczny generuje kombinatorycznie calo$¢ pewnej struktury abstrakcyjnej,
ktdrej celem jest rozszerzenie warunkéw zastosowania skutecznego schematu przez
ekstrapolacje jej dziedziny. Ale miedzy rzeczywistoscia a ta konstrukcjag matema-
tyczna jest taki sam zwiazek, jak migdzy plaszczyzna styczng do powierzchni a pun-
ktem stycznoéci; z chwila, gdy odsuna¢ si¢ nieco od punktu stycznosci, prawo-
mocno$¢ modelu abstrakcyjnego zamazuje si¢ i na ogol zanika, gdyz ta powierzchnia
styczna odbiega od rzeczywistosci. Oczywiscie w wyjatkowych przypadkach moze
si¢ zdarzy¢, Ze teoria matematyczna jest catkowicie stosowalna empirycznie. To
jest to, o czym moéwi Dostojewski: ,,rzeczywisto$ci brakuje czesto zmyshu humoru™.
Pewne dziedziny natury, zwlaszcza klasyczna filozofia przyrody, sg calkowicie
opanowane przez reguly typu automatycznego. Stad istnienie iloSciowych praw
fizyki i ich ,,bezrozumna precyzja” wedlug tak trafnego okreSlenia E. Wignera.
Tylko tak dalece, jak jest ghupia, daje si¢ natura ujaé terminami matematycznymi.

Taka koncepcja matematyki jest oczywiscie sprzeczna z tradycyjnym punktem
widzenia. Wynosi ona cigglo§¢ matematyczna na pierwszy plan. Schemat algebra-
iczny dyskretny uzyskuje swa formalna efektywno$¢ tylko dzieki temu, Ze ma re-
alizacj¢ empiryczng w kontinuum czasoprzestrzennym. Pedagogika powinna staraé
sie odtworzyé (wg prawa rekapitulacji Haeckla: ontogeneza powtarza filogeneze)
podstawowe doswiadczenia, ktére od poczatku czaséw historycznych byly Zrédiem
poje¢ matematycznych. OczywiScie, nie jest to proste, gdyz nalezaloby zapomnieé
o catym dorobku kulturalnym (ktdrego aksjomatyka jest ostatnim stadium) nakla-
dajacym sig¢ na te obiekty matematyczne, aby odrodzila sie ich pierwotna §wiezos¢.
Nalezy zapomnie¢ o kulturze, aby wréci¢ do natury. Tendencja modernistyczna
jest przeciwna, jest wzmozeniem czynnika kulturalnego ze szkoda natury; jest
wymuszong afektacja, w $cistym tego stowa znaczeniu. Ale jedli ta sztucznoéé ma
w sztuce i literaturze pewien urok, to nie musi to samo zachodzié w matematyce.

Te rozwazania, jakkolwiek by si¢ wydawaly ryzykowne, majg swoje znaczenie,
jesli chodzi o moment krytyczny reformy modernistycznej: miejsce geometrii ele-
mentarnej w nauczaniu.

Poréwnanie jezyka potocznego, geometrii i algebry. Interesujace jest poréwnanie
jezyka po/tocznego, jezyka geometrii euklidesowej i jezyka algebraicznego (formal-
nego) z nastgpujacego, potrdjnego punktu widzenia:

(1) ., Znaczenie” elementu: czy mozna sformalizowaé klase réwnowaznosci
zdefiniowanej przez element jezyka?
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(ii) Czy znaczenie to jest intuicyjnie jasne?

(iii) Bogactwo (lub ubdstwo) skladni.

Otrzymuje si¢ wéwczas nastepujace odpowiedzi:

Jezyk potoczny.

1) Klasa réwnowaznoéci zdefiniowana przez slowo (pojecie) nie daje si¢ na
ogo6t sformalizowaé; bywa ona czesto charakteru topologicznego — niezmien-
niczo$§é jakiego§ Gestalt(®).

2) Mimo wszystko znaczenie stowa jest jasne.

3) Sktadnia jest uboga (jest mato zdan atomicznych w gramatyce i szybko si¢
koficzy wstawianie zdan jedno w drugie: istnieja trzy lub cztery mozliwe stopnie
podrzednosci).

Geometria euklidesowa.

(i) Przedmiot zdefiniowany przez stowo — figura geometryczna — daje si¢
sformalizowa¢ (tzn. opisa¢ niewielka ilo$cig stow jako funkcja poje¢ elementarnych,
a mianowicie punktéw). Réwnowazno$¢ jest zdefiniowana przez grupg euklidesows,
grupg o skoficzonym wymiarze.

2) Znaczenie stlowa jest jasne, gdyz pokrywa si¢ ono z intuicja przestrzenna
odpowiadajacej figury.

3) Skifadnia jest bogata, gdyz opisuje wszystkie poszczegdlne pozycje figur i ich
przemieszczenn (niemniej jednak wyraza sie ona za pomoca malej ilosci pojeé, jak
np. incydencja, ktére mozna nieograniczenie kombinowac). ‘

Jezyk formalny lub algebraiczny.

1) Klase réwnowazno$ci definiuje si¢ przez identyfikowanie symbolu napisa-
nego z soba samym: daje si¢ zatem sformalizowac.

2) Sens symbolu algebraicznego jest trudny do ustalenia lub nie istnieje.

3) Skladnia, ktéra jest zbiorem mozliwych kombinacji operacji jest bogata,
gdyz w zasadzie jest nieograniczona.

Poréwnanie to ukazuje, jak geometria euklidesowa jest naturalnym posredni-
kiem (by¢ moze niezastagpionym) miedzy jezykiem potocznym a jezykiem algebra-
icznym. Geometria umozliwia psychologiczne rozszerzenie skiadni z zachowaniem
sensu danego zawsze przez intuicje przestrzenna. Jednoczesnie sens elementu moze
by¢ dany juz przez sformalizowana definicje. Chcie¢ — jak tego wymaga jeden
z postulatéw modernistycznych — wyeliminowaé geometri¢ elementarna na rzecz
analizy matematycznej i algebry liniowej jest operacja, ktora psychologicznie trudno
by polecaé, poniewaz obiekty algebraiczne (symbole) sg zbyt ubogie semantycznie,
by si¢ daty uchwycié bezposrednio, tak jak to jest z figurami geometrycznymi.

Dodatbym, Ze jezyk geometrii elementarnej dostarcza rozwiazania nastgpujgcego
problemu: wyrazi¢ w jednowymiarowej kombinacji — a mianowicie w kombinacji

(®) Gestalt (niem.) — postaé, forma, ksztatt (przyp. red.).
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jezykowej — morfologi¢, struktur¢ wieclowymiarowa. Problem ten narzuca sig
w sposOb ,,wszedziegesty” w matematyce tam, gdzie matematyk musi przekazaé
komus$ swoje wihasne intuicje. W tym sensie duch geometrii krazy prawie wszedzie
w olbrzymim cicle matematyki, a usitowanie eliminowania go jest wielkim bledem
pedagogicznym.

Do tego argumentu dolacza si¢ ubdstwo heurystyczne algebry, w ktorej kazda
nowa trudno$¢ jest jakby murem, do przeskoczenia ktdrego potrzebne sa zupelnie
nowe metody. Niczego podobnego nie spotyka si¢ w geometrii, gdzie kombinacje
figur umozliwiaja cala mase ¢wiczen o zréznicowanej trudnodci.

Podsumowanie. Je$li bylem surowy w stosunku do modernizmu, nie znaczy to,
Ze wszystko, co ruch ten przynidst, powinno byé odrzucone; powrdt do status quo
jest bez watpienia niemozliwy. Istnieje w szczegdlnosci jeden punkt pozytywny,
ktory nalezatoby zachowaé w kazdym przypadku. Niegdys istniata miedzy naucza-
niem §rednim a wyzszym w matematyce pewnego rodzaju przepasé, z ktérej za-
pelnieniem mlodzi studenci po opuszezeniu liceum mieli duze trudnoéci. Przez
wprowadzenie oznaczeh mnogoéciowych (przedstawionych bez zadnej teorii jako
proste skroty) i podstaw algebry liniowej mozna byto zlikwidowaé te luke. Wedlug
mnie, uczen majacy ukonczona szkole srednia (16-17 lat) i zamierzajacy wybrad
karier¢ naukowa powinien znajdowaé si¢ na tym samym poziomie co Leibnitz
z dodatkiem kilku poje¢ nowocze$niejszej algebry liniowej. Rezultat ten wydaje
sic mozliwy do osiagnigcia bez poswiccenia geometrii cuklidesowej; nie nalezy
w tym celu szukac jakiej§ niemozliwej Scistosci: zachowa si¢ zasadnicza tre$é Ele-
mentéw Euklidesa (prezentujac je w sposéb mniej aksjomatyczny, a bardziej gigtki)
przez zaniechanie metody postgpowania, ktéra jest od dawna przestarzala.

By¢ moze, ze tak umiarkowana konkluzja rozczaruje. Ale ostatnimi laty wspdl-
nota matematyczna dala si¢ wciggnaé na manowce przez nierozwazne deklaracje
i obietnice. Mowilo si¢ o rewolucji matematycznej; utrzymywano, Zze dzieki nowym
programom 1 nowym metodom najbardziej przecigtny uczen bedzie mdgt ukonczyé
nauczanie matematyczne na wyzszym stopniu. Nalezy skonczy¢ z takimi wypo-
wiedziami, ktdre granicza z oszustwem. Zaden cud nie jest mozliwy i mozna mieé
jedynie nadziej¢, ze ostroznie, stopniowo i przez male lokalne ulepszenia dojdzie
si¢ do poprawy obecnej sytuacji. Co zatem zrodzito ten ruch modernistyczny? Nie
wytlumaczyto si¢ wszystkiego, na szczgécie, kiedy zwrdcito sie uwage tylko na han-
dlowe zyski wchodzace w gre przy zmianie programéw i podrgcznikdéw. Odwa-
zylbym si¢ wypowiedzie¢ nastgpujaca hipotezg (z pewna ograniczong rezerwa):
bez watpienia w latach 1950-1960 wewnatrz wspolnoty matematycznej zaistnialo
poczucie wzglednej frustracji: zazdro$¢ pod adresem fizykéw faworyzowanych
budzetowo przez rozwdj energii jadrowej; zazdro$¢ pod adresem biologdw, wsla-
wionych odkryciem DNA 1 kodu genetycznego. Matematyka poczynita w ciggu
tych samych lat ogromne postepy, a mianowicie w geometrii i topologii algebra-
icznej w szczegllnodci, lecz byly to postepy, ktére nie odbily si¢ szerszym echem
w opinii publicznej. Wypuszczenie satelitdw (1958-1960) znowu zwrdcilo uwage
opinii publicznej na techniki matematyczne (a w szczegdlnoéci na komputery).
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To wlaénie dla odnowienia tego malejacego zainteresowania wezwano na pomoc
,matematyke nowoczesna”. Gdyby hipoteza ta byla sluszna, to dobrze byloby
przypomnie¢ naszym kolegom, Ze jest tradycyjnym prawem naszego spoleczenstwa,
iz rzeczy wazne nigdy nie sa tymi, o ktdrych si¢ mowi; w naszych czasach, bardziej
jeszcze niz w czasach Nietschego, ,,nowe idee przybywaja drepczac na golebich
noézkach”.
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Z. SEMADENI (Warszawa)

Uwagi do artykuléw J. Leraya i R. Thoma

Na poczatku lat siedemdziesiatych rozpoczeta si¢ we Francji bardzo gwattowna
polemika na temat nowego programu matematyki i nowych podrecznikéw we
francuskich szkotach $rednich. Wéréd mndstwa artykuléw, ktore sig ukazaty,
sporo bylto pisanych przez osoby zupelnie niekompetentne (jeden z takich autoréw
twierdzil np., ze do potrzeb wspélczesnej techniki wystarczaja w zupetnodci narze-
dzia matematyczne stworzone w XIX w. z rachunkiem tensorowym na czele).

Na szczegdlnag uwage zasluguje jednak rzeczowa krytyka nowych tendencji
w nauczaniu, pochodzaca od dwdéch Francuzéw, ktérych $mialo mozna zaliczyé
do najwybitniejszych z zyjacych matematykéw. Sg to: Jean Leray, ktérego dwie
wypowiedzi umieszczone sg powyzej, i Réné Thom, laureat medalu Fieldsa z 1958 r.
Artykut Thoma (cytowany powyzej przez Leraya) i jego plenarny odczyt Mathé-
matiques modernes et mathématiques de toujours na II Kongresie Nauczania Ma-
tematyki w Exeter odegraly role przystowiowego kija w mrowisku.

Podobne problemy nurtuja réwniez nasze $rodowisko, jakkolwiek nie doszto
u nas do takich przejaskrawien, jak we Francji.

W wypowiedziach Leraya wyréini¢ nalezy dwa zagadnienia. Pierwsze z nich,
bardziej powierzchowne, to mniebezpieczna wspdliczesna tendencja zastgpowania
tre§ci matematycznych przez ich forme. Zbyt czgsto identyfikuje si¢ nowoczesno$§é
ze $cistoscia, a w imie $cistosci wysuwa si¢ na plan pierwszy drugorzedne szczegély
techniczne, przywiazujac do nich w nauczaniu szczegdlna wage. Przyklady takiego
zwichniecia proporcji wykpit J. Leray. Podobne przyktady mozna by podaé i z ,,na-



