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bylo eksperymentem potaczonym niewatpliwie z duza doza ryzyka. To zaufanie
ze strony wladz partyjnych i panstwowych, zrozumienie naszych potrzeb i poparcie
okazywane w realizacji naszych celow, towarzyszyly nam od pierwszej chwili i towa-
rzysza obecnie. Dla udokumentowania tego stwierdzenia mozna by przytoczy¢ wiele
konkretnych przyktadéw, ale wspomne jedynie tylko o jednym, z niedalekiej prze-
szloséci. Mam na mys$li utworzone niedawno Centrum Banacha. Nietrudno sobie
wyobrazi¢, ze urzeczywistnienie tej inicjatywy lezalo poza mozliwoSciami Instytutu
i wymagato nie tylko deklaratywnego poparcia, ale aktywnego zaangaZowania
wladz Polskiej Akademii Nauk, 1 nie tylko Akademii.

Utworzenie Centrum nie byloby mozliwe bez uzyskania na ten cel lokalu. Budy-
nek Centrum zawdzieczamy Komitetowi Warszawskiemu Polskiej Zjednoczonej
Partii Robotnicze), a w szczegdlnosci osobiscie I Sekretarzowi tego Komitetu —
tow. Kepie.

Fakt ten i wiele innych przyjmujemy jako wyraz uznania dla polskiej matematyki,
dla jej wkladu w rozwdj kultury i gospodarki Polskiej Ludowej. To nas nie tylko
cieszy, ale co wazniejsze — zobowiazuje i mobilizuje do jeszcze wydatniejszej pracy.
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* * *

Na zakoficzenie referatu prof. Olech podziekowat dtugoletnim pracownikom
Instytutu i wskazal na rolg, jaka odegrali w zorganizowaniu i w osiagnieciach Instytutu
kontynuatorzy Polskiej Szkoty Matematycznej — profesorowie: Karol Borsuk, Kazi-
mierz Kuratowski, Stanistaw Mazur, Andrzej Mostowski i Waclaw Sierpifiski w War-
szawie, Franciszek Leja i Tadeusz Wazewski w Krakowie, Bronistaw Knaster, Edward
Marczewski i Hugo Steinhaus we V\.’rocfawiu, Wiadystaw Orlicz w Poznaniu.

Kazmierz UrBaNIK (Wroctaw)

Cwieréwiecze badan naukowych w Instytucie Matematycznym
Polskiej Akademii Nauk

E‘” Matematyka to commedia dell’arte — powiedziat kiedy$ Stefan Drobot — jest
to taki teatr, w ktérym aktorzy nie majq wyznaczonych rol, nie ma dokladnie ustalonej
akcji, nie ma rezysera, a jest tylko umowa miedzy aktorami, ze na scenie ma si¢ co$
dziac, coS, co z grubsza omdwiono, a reszte pozostawiono talentowi aktoréw i — co
nie jest bez znaczenia — reakcji publicznosci. Istotnie, osobliwoscia naszych czasdéw
jest to, ze matematyka staje przed konieczno$cig rozwigzywania zagadnien formuto-
‘wanych przez niemal wszystkie dziedziny nauki i, co wigcej, musi ingerowa¢ bezpo-
$rednio w sprawy techniki, rolnictwa i ekonomiki. Nie wszystkie zjawiska daja sig
jednak podciagnaé pod istniejace juz schematy matematyczne. Nie zawsze matematy-
ka jest w stanie sprosta¢ Zyczeniom i wymaganiom publicznosci ale, jak uczy historia,
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zyczenia te i wymagania maja istotny wplyw na kierunki rozwojowe matematyki,
czesto nawet wigkszy niz namig¢tne poszukiwanie czystej prawdy.

Kazimierz Kuratowski piszac o sukcesach Polskiej Szkoty Matematycznej w dwu-
dziestoleciu migdzywojennym stwierdza: ... oprdcz blaskéw byly i cienie, ktdre juz
wowezas dostrzegaliSmy z pewnym niepokojem. Byla to jednostromnos$é Jéwczesnej
matematyki polskiej. Aczkolwiek takie dzialy matematyki, jak topologia i analiza
Jfunkcjonalna, stanowiqce glowny teren dzialalnosci matematykow polskich, poczely
odgrywac coraz to wigkszq role w caloksztalcie matematyki i rozrosly sie do wielkich
samodzielnych dyscyplin matematycznych, to jednak uprawianie ich bez naleZytego
rozwoju analizy matemqty?:znej i algebry, z zupelnym niemal pominieciem zastosowan
matematyki, bylo niewqtplivie slabq stronq éwczesnej matematyki polskiej.

Publiczno$¢ wyrazata tg sama mysl innymi stowami. Na jednym z jubileuszéw
Wactawa Sierpinskiego fizyk Czestaw Bialobrzeski powiedziat: Stosunki matematyki
i fizyki nie pozostawaly niezmienne w ciqgu wiekdéw. Newton, ktorego dzialalnosé
stanowila punkt zwrotny zaréwno w matematyce jak i w fizyce, byl przede wszystkim
fizykiem w szerokim znaczeniu wyrazu. Matematyka u niego byla gléwnie na usiu-
gach fizyki i astronomii. Ten scisly zwiqzek z fizykq pozostal diugo. Gdy wielki Norweg
Abel w roku 1824 byl w Paryzu, skarziyl sie w liscie, Ze znalazi malo zrozumienia,
,.,matematycy bowiem paryscy zajmujq sie tylko magnetyzmem i innymi sprawami
fizycznymi®. Dopiero w koricu wieku XIX ,krdolowa nauk” zapragnela ugruntowaé
swe podstawy w calkowitej niezaleznosci od nauk dosSwiadczalnych... Gdyby Abel
w sto lat po swym pobycie w ParyZu, w roku 1924 mdgl wsta¢ z grobu i odwie-
dzi¢c Warszawe, mialby calkowitq satysfakcje obserwujqc prace wmatematykow
polskich.

Pozwolg sobie w tym miejscu zauwazyé, ze przepowiadanie kierunkow rozwoju
nauki i ocena roli jej poszczegdlnych dzialéw jest zajeciem trudnym i niezwykle
ryzykownym. Rzeczywisto$¢ bowiem czyni nam niejedna niespodzianke. Po przy-
klady nie trzeba siggaé daleko. Wystarczy porownaé stowa Czestawa Bialobrzeskiego,
ktére trudno by uznaé za apologie metody aksjomatycznej, z tym co powiedziat
Marshall Harvey Stone w wyktadzie ,,Matematyka i przyszto$¢ nauki”: ... fizyka
teoretyczna, juz wysoce zmatematyzowana, prowadzila do abstrakcji i spekulacji
o charakterze mniej lub bardziej metafizycznym, dla zbadania ktérych metoda aksjo-
matyczna, wlasciwa wspdlczesnej matematyce czystej, okazala sie najsilniejszym na-
rzedziem. ,

Pierwsze lata powojenne, to okres ciezkiej pracy nad odbudowa zycia naukowego
1 rozwinigciem go stosownie do zwigkszonych obowiazkéw w nowym socjalistycznym
ustroju. Nalezato jednocze$nie wypelniaé luki poczynione przez wojng i okupacje
oraz wydatnie rozwija¢ problematyk¢ badan zgodnie z tendencjami rozwojowymi
matematyki w §wiecie i bezposrednimi potrzebami kraju. Zadania te zostaly wykonane
w decydujacej mierze dzieki instytucji utworzonej éwieré wieku temu, ktorg dzis,
uzywajac teatrologicznych poréwnan, nalezatoby nazwaé Narodowa Scena Matema-
tyczna. Zauwazg, ze nazwa ta tylko w jednej trzeciej odbiega od nazwy Narodowy
Instytut Matematyczny, proponowanej przez 1948 rokiem przez Polskie Towarzy-



25-lecie Instytutu Matematycznego PAN 173

stwo Matematyczne, kierowane w owym czasie przez Kazimierza Kuratowskiego-
W projekcie ramowym tego Instytutu czytamy:

Do zadan Instytutu nalezg:

a) utrzymanie i wzmocnienie osiagnigtej przed wojna na terenie miedzynaro-
dowym pozycji matematyki polskiej. jako jednego z przodujacych na $wiecie o$rod-
kéw naukowych;

b) rozbudowa matematyki stosowanej i praktycznej w szerokim zakresie, odpo-
wiednio do rosnacych w tej dziedzinie potrzeb Nauki i Panstwa, zwlaszcza w dzie-
dzinie gospodarki planowej, obronnoséci, produkcji przemystowej i rolniczej, opieki
spotecznej i zagadnief statystycznych;

¢) koordynacja dziatalnoéci wydawniczej w zakresie matematyki i racjonalna
organizacja pracy w tej dziedzinie.

Dnia 20 listopada 1948 r. Rada Ministréw powoiala do zycia Panstwowy Insty-
tut Matematyczny, ktdéry pdzniej, z chwila utworzenia Polskiej Akademii Nauk,
przeksztatcil si¢ w Instytut Matematyczny tej Akademii.

Ogdlnokrajowa struktura Instytutu sprzyja kontaktom naukowym, wymianie
pomystéw i badaniom zespotowym, doskonalac imponderabilia Polskiej Szkoty
Matematycznej — styl i metody pracy. Dzigki Instytutowi okrzepta jedno$¢ matema-
tyki polskiej do tego stopnia, Ze dzi§ trudno wytyczy¢ granice migdzy dorobkiem
naukowym Instytutu a dorobkiem szerokiego zespotu matematykéw formalnie
nie zwiazanych z Instytutem, ale bedacych w sferze jego oddzialywania naukowego.

Mam przedstawi¢ dorobek naukowy minionego ¢wieréwiecza — rezultaty, ktére
juz zajely trwate miejsce w nauce $wiatowej. Jest to niezmiernie trudne zadanie,
bowiem dorobek ten jest ogromny. Widze tu pelna analogi¢ ze zwiedzaniem muzeum
lub galerii sztuki. Sa rézne sposoby zwiedzania. Jeden z nich to systematyczne studia
kazdej mumii, rzezby lub obrazu. Wymaga on jednak niemal olimpijskiej kondycji.
W przedstawieniu osiagnig¢ matematyki polskiej, dzigki dziataniu zespotowemu,
kondycje te¢ osiagneli autorzy materiatlow na II Kongres Nauki Polskiej. Materiaty
te zawieraja rowniez szczegolowa obiektywna oceng¢ Instytutu Matematycznego
Polskiej Akademii Nauk I, co wigcej, sa podstawa naszych codziennych poczynan.
Czy mam wigc powiedzieC: przezyjmy to jeszcze raz — i odczytal siedemdziesiat
siedem stron materiatlow kongresowych?

Pozostaje wobec tego inny sposdb zwiedzania muzeum, polegajacy na wyborze
kilku zaledwie dziet sztuki. Nie daje to wprawdzie pelnej informacji o zbiorach.
ale przynajmniej dostarcza wyobraZenia o duchu i stylu epoki. Uczciwie przyznaje
sig, Ze jest to sposob zdecydowanie subiektywny. Jednego bowiem oczarowuje pigkno
ksztattéw Wenus z Milo (do teorii ksztaltu jeszcze powrdce), innego — tajemniczy
usmiech Giocondy lub prostota akwareli Nikifora z Krynicy. Przyjmujac ten wladnie
sposéb wybratem kilka przyktadow przemawiajacych do mnie swym matematycznym
picknem. Widze w nich zarowno tradycyjna problematyke, jak i nowe idee, przema-
wia do mnie sita dowodowa wynikéw i prostota rozumowan, uscilenie faktéw,
ktére usilnie przed tym si¢ bronia, oraz glgbokie wartosci poznawcze lub nicoczeki-
wane zastosowania.
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Jedna z tradycyjnych dziedzin Polskiej Szkoly Matematycznej — topologia
ogdlna i geometryczna — utrzymuje swoj Swiatowy poziom osiagnigty jeszcze w okre=
sie miedzywojennym. Kazimierz Kuratowski w serii powojennych prac wydobyt
bogatg tre$¢ topologiczng tkwigcg w twierdzeniach o funkcjach analitycznych.
Rozpatruje on rodzing wszystkich przeksztalcen ciggtych #¥ przestrzeni topologi-
cznej X w zbior 2 powstaly z ptaszczyzny liczb zespolonych przez usuniecie liczby
0. Zbiér P* jest grupa abelowa wzgledem zwyklego mnozenia funkcji. Oczywiscie,
zbiér I' funkeji postaci e¥, gdzie u jest funkcja ciagla, jest podgrupa grupy #%. Decy-
dujacym faktem jest to, ze grupa ilorazowa 2%/ I"jest niezmiennikiem topologicznym
przestrzeni X. Na przyklad, gdy X jest domknigtym podzbiorem plaszczyzny Gaussa,
ranga grupy P%|I" zwigkszona o 1 jest, zgodnie z twierdzeniem Eilenberga, liczba
sktadowych dopelnienia zbioru X. Kazimierz Kuratowski poprzez subtelne badanie
grupy 2%|I" uzyskat daleko idace uogélnienia wielu klasycznych twierdzen o funk-
cjach analitycznych, w szczegdlnosci twierdzenia Rungego o aproksymacji funkcji
holomorficznych w zbiorze otwartym przez funkcje wymierne, twierdzenia Weier-
strassa o rozkladzie funkcji calkowitych na czynniki pierwsze 1 twierdzenia
Rouchégo o liczbie zer funkcji holomorficznych.

Rezultaty uzyskane w ostatnich latach utrwalaja znaczenie i role topologii pol-
skiej. Jest to przede wszystkim zastuga Karola Borsuka i jego uczniéw, wyrazajaca
sie podstawowymi osiagnigciami w teorii ksztattu. Oparte sa one na matematyzacji
pojecia ksztaltu przestrzeni precyzujacej intuicje wiazane dotychczas z ta nazwa.
Pojecie to ma charakter globalny i zdecydowanie pomija lokalne patologie przes-
trzeni. Przytoczymy je przyjmujac nieistotne ograniczenie do podzbioréw zwartych
kostki Hilberta Q. U podstaw teorii tkwi pojecie ciagu podstawowego F={f;, X, Y}
zlozonego z ciagu odwzorowan ciaglych f,: Q — @ i1 pary zwartych podzbioréw
X, Y przestrzeni Q spetniajacych warunek: dla kazdego otoczenia ¥ zbioru Y istnieje
takie otoczenie U zbioru X, ze obcigcia f; |U 1 f,, 1| U sa homotopijne w ¥ dla niemal
wszystkich k. Majac dany inny ciag podstawowy G = {g;, Y, Z} definiujemy zto-
zenie GF za pomoca wzoru GF = {g, f;, X, Z}. Méwimy, ze dwa ciagi podstawowe
F={f.X, Y}iF = {f,, X, Y} sa homotopijne i piszemy F ~ F’, gdy przeplatanka
{h,, X, Y} zdefiniowana wzorem h,,_, = f;, hy = fi (k =1,2,...) jest ciagiem
podstawowym. Oznaczmy symbolem 7, ciag podstawowy {i, 4, A}, gdzie i: 4A— A
jest odwzorowaniem identyczno$ciowym. Moéwimy, ze dwa zbiory zwarte X i Y
sa podstawowo réwnowazne, gdy istnicja dwa ciagi podstawowe F = {f;, X, Y}
i G=1{g, X, Y}, dla ktérych zachodza relacje FG ~1I, i GF ~1I,. Ksztalt
zbioru X to klasa abstrakcji wzgledem tej relacji zawierajagca X.

Teoria ksztaltu bada stosunek pojecia ksztattu do innych pojeé¢ topologicznych.
W szczegdblnoéei przedmiotem zainteresowania sg niezmienniki ksztattu. Uzyskano
tu wiele cennych wynikéw. Dla przykladu podam, Ze wlasnos¢ ,,byé podstawowym
absolutnym retraktem otoczeniowym” jest niezmiennikiem ksztattu. Zawieszenia
zbioréw o tym samym ksztalcie maja réwniez ten sam ksztalt. O skomplikowanej
z geometrycznego punktu widzenia, strukturze solenoidéw van Dantziga $wiadczy
natomiast fakt, Ze ich ksztatt nie jest ksztattem zadnego z kontinuéw lokalnie spéj-
nych.
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Rozszerzenie pojgcia ciagu podstawowego do pojgcia stabego ciggu podstawowego
pozwala na ugruntowanie bliZniaczej teorii potozenia zbioru w przestrzeni. Naj-
prostszy zwiazek miedzy ksztaltem i poloZzeniem obserwujemy na plaszczyznie,
gdzie dwa kontinua maja jednakowe polozenie wtedy i tylko wtedy, gdy maja jed-
nakowy ksztalt.

Inna dziedzing o duzej tradycji jest badanie podstaw matematyki, a w szczegdl-
nosci rozwijanie teorii mnogosci, teorii modeli i teorii rekursji.- Wysoka pozycja
Polskiej Szkoly w tej dziedzinie w $wiecie to przede wszystkim zastuga Andrzeja
Mostowskiego, ktorego idee i metody prowadzily do istotnego postepu nauki. Jego
semantyczny dowod niepetnosei teorii mnogosci byt powaznym krokiem naprzéd
w porownaniu z metoda Godla, a wyniki o izomorfizmie struktur ekstensjonalnych
ze strukturami przechodnimi leza u podstaw dzisiejszych prac nad modelami teorii
mnogoéci. Po stwierdzeniu, Ze system Godla-Bernaysa jest nieadekwatny dla badan
nad teorig mnogosci, proponuje on niepredykatywny system teorii klas. Sformali-
zowana analiza, jak kazda teoria pierwszego rzedu, ma wiele modeli. Wérdd nich
wyrézniong role odgrywaja w-modele, w ktorych interpretacja liczb naturalnych
jest wierna. Badania nad tymit modelami prowadzone przez Andrzeja Grzegorczyka,
Andrzeja Mostowskiego 1 Czestawa Rylla-Nardzewskiego doprowadzily do pows-
tania nowej dziedziny zwanej uogdlniona teoria rekursji. Inny dzial teorii rekursji,
analiza obliczalna, wywodzi si¢ z przedwojennych jeszcze badan Banacha i Mazura
nad obliczalnoscig funkcji rzeczywistych, kontynuowanych przez Mazura po wojnie.
Helena Rasiowa i Roman Sikorski algebraizuja podstawy matematyki. Szeroko
znany jest ich algebraiczny dowdd twierdzenia o petnoéci rachunku kwantyfikatoréw.

Wiadomo, Zze zadna teoria elementarna nie jest kategoryczna. Sa jednak takie
teorie elementarne, ktére maja w ustalonej mocy tylko jeden, z doktadnos$cig do
izomorfizmu, model. Przykladem jest tu teoria gestego liniowego porzadku bez ele-
mentow pierwszego i ostatniego. Istotnie, twierdzenie Cantora daje kategoryczno$é
tej teorii w mocy N,. Jerzy f.o§ pokazal, ze przeliczalna teoria kategoryczna w ja-
kiej$§ mocy jest zupelna, a Czestaw Ryll-Nardzewski udowodnit, Zze teoria zupelna
jest kategoryczna w mocy R, jesli dla kazdego n naturalnego zawiera ona tylko
skoficzona liczbe typéw formul z n zmiennymi. ~

Matematykow mozna podzieli¢ na zwolennikéw 1 przeciwnikéw pewnika wyboru
Zermeli. Hugo Steinhaus byt przeciwnikiem i wraz z Janem Mycielskim propo-
nowal zastapi¢ go aksjomatem determinacji. Aby sformulowaé ten aksjomat roz-
patrzmy prosta gre, w ktdrej pierwszy gracz wybiera jedna z cyfr 0 lub 1, nastepnie
drugi gracz réwniez dokonuje wyboru jednej z tych cyfr, wiedzac jaki byt wybdr
poprzednika i tak dalej. Po przeliczalnej ilo$ci krokéw jako wynik rozgrywki otrzy-
muje si¢ cigg zero-jedynkowy, ktéry mozna interpretowaé jako punkt zbioru Cantora.
Metoda wylonienia zwyci¢zcy polega na ustaleniu podzbioru Z zbioru Cantora:
jezeli wynik rozgrywki nalezy do Z, to wygrywa pierwszy gracz, w przeciwnym
przypadku wygrywa drugi gracz. Postugujac si¢ pewnikiem wyboru mozna skon-
struowaé tak patologiczny zbiér Z, dla ktorego Zaden z graczy nie ma strategii
gwarantujacej mu wygrang. Ignorujac otwarcie ten fakt, aksjomat determinacit
orzeka, ze dla kazdego zbioru Z jeden z graczy ma strategi¢ zwycieska. Aksjomat
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determinacji prowadzi do bardzo porzadnej teorii mnogosci bez wielu zjawisk
patologicznych, bedacych konsekwencjami pewnika wyboru. W tej teorii wszystkie
zbiory na prostej sa mierzalne w sensie Lebesgue’a i maja wlasnos¢ Baire’a. Co
wigcej, jest w tej teorii staba, ale wystarczajaca do-uprawiania analizy, wersja pewnika
wyboru, polegajaca na mozliwoéci wyboru z przeliczalnych rodzin zbioréw liczb
rzeczywistych. ‘

Zainteresowanie w naszym kraju analizg funkcjonalng ma uzasadnienie zaréwno
w tradycji ugruntowanej dzielem naukowym Stefana Banacha i jego ucznidw,
jak i w rol tej dziedziny we wspolczesnej matematyce. Analiza funkcjonalna jest
coraz czgéciej uzywana jako wygodny jezyk opisu faktow matematycznych i skute-
czna metoda badawcza w innych dziedzinach matematyki i jej zastosowan. Stynne
jest powiedzenie 1. M. Gelfanda, ze analiza funkcjonalna to nie teoria, lecz ideologia
matematyki.

Poglady te znajdujg catkowite uzasadnienie na gruncie uzyskanych w minionym
¢wieréwieczu wynikéw. Badania Aleksandra Petczynskiego i jego wspotpracownikow
nad operatorami absolutnie sumujacymi i operatorami radonizujacymi maja gle-
bokie znaczenie dla teorii miary w przestrzeniach liniowych topologicznych i, w kon-
sekwencji, dla teorii procesow stochastycznych. Rozwiniecie przez Wiadystawa
Orlicza i jego zespot teorii przestrzeni Orlicza i ogdlniejszych przestrzeni modula-
rnych przyczynito si¢ nie tylko do rozwoju analizy, ale takze, jak to pokazano
w os$rodku wroctawskim, do rozwoju teorii prawdopodobienstwa. Okazuje si¢
bowiem, Ze odgrywajaca duza role w teorii prognozy klasa funkcji catkowalnych
wzgledem miary losowej jest izomorficzna z odpowiednio skonstruowang przes-
trzenig Orlicza. Z wielu glebokich rezultatéow o przestrzeniach Banacha przedstawie
jeden o istnieniu uniwersalnej przestrzeni Banacha z baza.

Ciag {e,} elementéw przestrzeni Banacha X nazywa si¢ jej baza, gdy kazdy

o0

element xeX ma jednoznaczng reprezentacje x = D' c,e, z rzeczywistymi wspot-
n=1
czynnikami c,. Méwimy, Zze podprzestrzen Y przestrzeni X jest w niej uzupel-
nialna, gdy istnieje ograniczony liniowy projektor z X na Y. Klasyczne twierdzenie
Banacha-Mazura o uniwersalnoéci przestrzeni C(0, 1) glosi, Zze kazda oS$rodkowa
przestrzen Banacha jest izomorficznie 1zometryczna z jaka$ podprzestrzenia prze-
strzeni C(0, 1). Okazuje si¢, Ze w zakresie przestrzeni Banacha z baza mozna uzyskad
subtelniejsze rezultaty. Aleksander Pelczynski udowodnit istnienie przestrzent Bana-
cha B z baza o tej wlasnosci, ze kazda przestrzefi Banacha z baza jest izomorficzna
i izometryczna z jaka$ uzupelnialng w B podprzestrzenia z baza. PdzZniej pokazal
on, ze przestrzen B jest w tym samym sensie uniwersalna dla przestrzeni Banacha
majacych wlasnos$¢ aproksymacji. Twierdzenia Pelczynskiego nabieraja nowego bla-
sku dzieki wynikowi Pera Enflo, ktory pokazal, ze istnieja oSrodkowe przes-
trzenie Banacha nie tylko bez bazy, ale nawet bez wlasnoéci aproksymacji. W tej
sytuacji klasyczny problem Banacha o istnieniu bazy w przestrzeni C!) na kwadracie
jednostkowym rowniez nabiera rumiencéw, a konstrukcja bazy w tej przestrzeni
przeprowadzona przez. Zbigniewa Ciesielskiego i uogdlniona na przestrzenie C™
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nad kostkami euklidesowymi we wspéSipracy z Joachimem Domsta zyskuje na
znaczeniu.

Niech N bedzie dowolnym nieskofczonym podzbiorem zbioru liczb naturalnych.
Stanistaw Mazur istotnie rozszerzyl klasyczne rezultaty Ch. Miintza oraz J. A.
Clarksona i P. Erddsa o jednostajnej aproksymacji funkcji ciagtych przez wielomiany,
ktérych wspélczynniki o dodatnich wskaznikach nie nalezacych do N znikaja.
Podstawowym narzedziem badawczym jest tu nieoczekiwane twierdzenie o zbie-

1

znosci: niech Z— <00, 0<a<h filth=cpo+ D " dla t]<b (k=1,
men B A neN

2,...); wéwczas punktowa zbieznos¢ ciagu { f;} w przedziale a < << b implikuje zbie-

znoé¢ ciagéw wspdlezynnikow c o —>c¢, 1 ¢, ¢, dla ne N przy czym szereg f(t) =

= ¢o+ Y c,t"jest zbiezny dla || < b i ciag {f;} jest niemal jednostajnie zbiezny
neN
do f w przedziale |t] << b. Twierdzenie to ma rézne glebokie konsekwencje. Oto

niektére z nich. Nich C(q, b) oznacza zbior wszystkich ciagglych funkcji rzeczywi-
stych w przedziale a << #<< b, a R(a, b; N) oznacza domknigcie w C(a, b) w sensie
punktowej zbiezno$ci zbioru wielomiandw, ktérych wspéiczynniki o dodatnich
wskaznikach nie nalezacych do N znikaja. Dalej, niech N, i N, oznaczaja zbiory
utworzone odpowiednio z nieparzystych i parzystych elementéw zbioru N. Jezeli

‘ 1
a>0 albo b<0, to rozbieznos¢ szeregu Z—w implikuje réwnos$¢ R(a, b; N)= C(a, b),
n N
neN .
za$ jego zbieznos$¢ powoduje to, ze feR(a, b; N) wtedy i tylko wtedy, gdy f(¢) =c,+

+ D) ¢,t" w przedziale a << t < b. Jezeli natomiast g << 0< b, to rozbieznosé obydwéch
neN .

1 1
szeregow y — i 2 — daje r6wno$¢ R(a,b; N) = C(a, b), za$ zbieznos¢ szeregu
n‘eTVJI neN, n
1. g 1 : .
N i rozbieznosé szeregu Z — powoduja to, ze feR(a,b; N) wtedy i tylko
nAeéNJl n nele n

* wtedy, gdy f()—f(—1) = > ¢ ” dla |t| < min(—a, b).
neNy
Osobnym rozdzialem zaliczanym czgsto do analizy funkcjonalnej sa wszelkiego

rodzaju uogdlnienia pojecia funkeji, stymulowane zaréwno przez teorig réwnan
rézniczkowych, jak i przez fizyke teoretyczna oraz zagadnienia techniki. W pro-
blematyce tej Stanistaw Lojasiewicz uzyskal niezwykle cenne rezultaty dotyczace
dzielenia dystrybucji przez funkcje analityczna. Zagadnienie to, pochodzace od
Laurenta Schwartza, polega na tym, czy dla dowolnej dystrybucji T w przestrzeni
euklidesowej R" i dowolnej funkeji analitycznej n zmiennych rzeczywistych fistnieje
dystrybucyjne rozwigzanie S réwnania fS = T? Stanistaw Lojasiewicz uzyskat
pozytywna odpowiedZ dzigki subtelnym badaniom wlasnosci funkcji analitycznej
zmiennych rzeczywistych w sasiedztwie zbioru swych zer. Oto jego podstawowy
wynik: niech d(x) oznacza odleglo§é punktu x od zbioru zer funkcji analitycznej f;
wowcezas na kazdym podzbiorze zwartym dziedziny f przy odpowiednich stalych
dodatnich a i b zachodzi nieréwno$¢ f(x) = a d’(x). Twierdzenie o dzieleniu dystry-

12 — Wiadomosci Matematyczne t, 18
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bucji przez funkcje analityczng ma wersje gloszace zamknigto$¢ ideatldw w przes-
trzeni C* generowanych przez funkcje analityczne oraz mozliwo$é przejécia od
rozwigzan w postaci szeregéw formalnych do rozwigzan nieskonczenie rézniczko-
walnych dla réwnan liniowych. Metody uzyte w dowodzie tego twierdzenia byly .
wykorzystane przez Bernarda Malgrange’a do udowodnienia rézniczkowego twier-
dzenia przygotowawczego. Stad takze wyrosla Yojasiewicza teoria zbioréw semi-
analitycznych, ktdra stala 'si¢ narzedziem analizy rézniczkowej.

Rachunek operatoréw byt juz znany w XIX w., lecz rozpowszechnit si¢ i rozwinat
dopiero dzieki pracom Heaviside’a, ktdry stosowal go szeroko w zagadnieniach
elektrotechniki. Matematyczne uécislenie uzyskat on na gruncie teorii transformacji
Laplace’a. Bardzo proste, a jednoczesnie ogdlniejsze ujecie teorii operatoréw zaw-
dzieczamy Janowi Mikusinskiemu, ktéry oparl ja na algebraicznych podstawach. -
Punktem wyjscia tej koncepcji jest przemienny pierscien funkcji ciggtych na pét-
prostej dodatniej ze zwyklyni dodawaniem i splotowym mnozeniem. Dzi¢ki twier-
dzeniu Titchmarsha pierécient ten nie ma dzielnikéw zera. A zatem mozna go roz-
szerzy¢ do ciata ilorazéw splotowych funkcji ciaglych, czyli operatoréw Miku-
sinskiego. '

Badania algebraiczne nie miaty w Polsce tradyciji.- Dopiero na poczatku lat .
piecdziesigtych Jerzy Lo inicjuje badania nad teorig grup abelowych i teoria al-
gebr ogdlnych. Edward Sasiada uzyskuje wowczas sensacyjna komstrukcje pier-
§cienia prostego, radykalnego w sensie Jacobsona, czyli nie zawierajacego maksy-
malnych ideatéw jednostronnych. Metody Sasiady byly wykorzystane przez P. M.
Cohna w badaniach nad zanurzalno$cia pierscieni radykalnych w pier§cieniach
z dzieleniem. W ostatnim dziesigcioleciu problematyka ulegla istotnemu rozszerzeniu.
Andrzej Bialynicki-Birula uzyskal interesujjce rezultaty z geometrii algebraicznej
dotyczace modeli relatywnie nmnimalnych cial oraz schematéw, a Stanistaw Bal-
cerzyk wraz ze wspolpracownikami otrzymat powazne wyniki w teorii kohomologii
algebr z gradacja, teorii wymiaru piercieni grupowych i moduléw oraz opierajac
sie na pojeciu stabilnych funktoréw pochodnych — wyniki wiaZzace teori¢ funkto-
réw pochodnych w przypadku nieaddytywnym z klasyczng teoria w przypadku
addytywnym. Edward Marczewski wprowadzil na gruncie algebry ogdlnej pojecie
niezaleznosci, ktdrego szczegdlnym przypadkiem jest wigkszo§¢ pojeé niezaleznosci
wystepujacych w matematyce. Byl to poczatek licznej serii prac nad wlasnoéciami
indywidualnych algebr, charakteryzacja rodzin zbioréw niezaleznych, zagadnieniem
réznolicznoéel baz w tej samej algebrze i struktura algebr, w ktorych niezaleznoéé
ma niektére cechy niezalezno$ci liniowej. ‘

Z algebra taczymy czgsto teorig liczb. Cenne wyniki uzyskat w niej Andrzej
Schinzel. Trwalg warto$¢ maja jego twierdzenia o dzielnikach pierwotnych, o réwna-
niach diofantycznych oraz o przywiedlnosci wielomianéw. Oto dwa przyktady
nieoczekiwanych twierdzen: Dla dowolnego wielomianu F(x,, x,,..., X,) 0 wymier-
nych wspolczynnikach istnieje jedynie skonczenie wiele mozliwych typéw rozktadu
wiclomianu F(x%1, xkz,..., xkn) z naturalnymi wykladnikami ky, k..., k, na czyn-
niki nieprzywiedlne, jezeli pominie si¢ czynniki bedace wielomianami zwrotnymi,
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oraz drugie gloszace, Ze dla kazdego wielomianu W jednej zmiennej o catkowitych
wspofczynnikach istnieje nieskonczenie wiele wielomianéw nieprzywiedlnych ¥
takich, ze suma kwadratow wspolczynnikéw réznicy nie przekracza liczby 3. Ostatni
rezultat daje czeSciowe rozwiazanie pewnego bardzo trudnego problematu P. Turana.
PrzejdZzmy teraz do innej problematyki. Tadeusz Wazewski opierajac si¢ na
teorii rownan kontyngensowych i paratyngensowych zaproponowal orientorowe
ujecie uktadéw sterowanych. Pozwala ono rozlozyé proces wyznaczenia optymalnego
sterowania na dwa etapy. W pierwszym z nich znajdujemy optymalng trajektorig,
a w drugim za jej pomocg okre§lamy optymalne sterowanie. Ujecie orientorowe
uproscito wydatnie matematyczne podstawy teorii sterowania oraz wywarto istotny
wplyw na jej rozwéj. Czestaw Olech otrzymat w tej dziedzinie zasadnicze rezultaty,
charakteryzujac optymalne trajektorie w przypadku uktadéw opisanych réwnaniami
rézniczkowymi zwyczajnymi, liniowymi wzgledem funkcji niewiadomych.
Twierdzenia o jednoznaczno$ci rozwigzan réwnan rézniczkowych stanowilty
i nadal stanowia przedmiot intensywnych badan. Przyjrzyjmy sie tej problematyce
przypominajac na wstepie wlasno$é jednoznacznego przedtuZenia. Rozpatrujemy
réwnanie rézniczkowe w jakim§ obszarze D lezacym w przestrzeni euklidesowe;.
Zatozmy, ze hiperpowierzchnia S zawarta w D rozcina obszar D na dwa niepuste
podzbiory otwarte 4 i B. Méwimy, Ze rozpatrywane réwnanie ma wlasnosé jedno-
znacznego przedtuzenia przez hiperpowierzchni¢ S (z 4 do B), gdy rozwigzania
tego réwnania pokrywajace sie w A sa identyczne w jakim$é otoczeniu hiperpowierz-
chni S. Klasycznym przykladem moga tu byé funkcje analityczne w obszarze D,
czyli rozwigzania réwnania Cauchy’ego—Riemanna 9f/0¢-+i df/ox = 0 majace wia-
sno$¢ jednoznacznego przedtuzenia przez kazda hiperpowierzchnig. Kilkadziesiat
lat temu E. Holmgren podat podstawowe twierdzenie gloszace, ze réwnania réznicz-
kowe dowolnego rzedu o analitycznych wspélczynnikach maja wlasno$é jednoznacz-
nego przedluzenia przez kazda powierzchni¢ nie bedaca hiperpowierzchnia charak-
terystyczng. Nasuwa si¢ oczywiste pytanie — w jakiej mierze analityczno$¢ wspot-
czynnik6w jest tu istotna? Dla réwnan eliptycznych zagadnieniem tym zajmowalo
sie wielu matematykow, a miedzy innymi A. P. Calderdén i L. Hormander, uzyskujac
zaréwno pozytywne, jak i negatywne rezultaty. Najbardziej przejrzyste i ostre wyniki
otrzymal jednak Andrzej Pli§. Pokazal on, w szczegdlnosci, ze réwnanie

( 0 oN* o\ (o)
(5= ) o) =) e e
gdzie a jest funkcja nieskonczenie rézniczkowalng, nie ma wlasnoéei jednoznaczego
przedtuzenia. Wynik ten pokazuje, ze w twierdzeniu Holmgrena nie mozemy odrzu-
ci¢ zalozenia analitycznoéci wspolezynnika nawet przy pochodnej rzedu zerowego.
Jednym z zasadniczych zagadnieft mechaniki statystycznej jest istnienie $§rednich
czasowych. W klasycznej sytuacji, dzigki twierdzeniu Liouville’a sprowadza si¢ ono

do badania przeksztalcen zachowujgcych miare. Rozpatrzmy najprostszy przypadek
ukiadu dynamicznego z czasem dyskretnym, to jest przestrzen miarowa (X, m),
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gdzie m jest miarg probabilistyczng wraz z przeksztalceniem 7: X—X zachowujacym
mierzalno$¢ przez przeciwobraz. Indywidualne twierdzenie ergodyczne Birkhoffa,
w wersji F. Riesza, glosi, ze gdy przeksztalcenie T zachowuje miare przez przeciw-
obraz, to dla kazdej m-catkowalnej funkcji f istnieje funkcja f* réwniez m-catkowal-

s |
na i taka, ze ciag $rednich arytmetycznych {—— Z f(T"x)l zmierza do f*(x) dla
s

m-prawie wszystkich x. Funkcja graniczna f* jest warunkowa wartoécig oczekiwana

funkcji f wzgledem o-ciata zbioréw T-niezmienniczych. Gdy to o-cialo jest trywialne,

czyli gdy przeksztalcenie jest ergodyczne, granica f* jest statg réwna calce f S(x)m(dx).
X

Wowczas twierdzenie ergodyczne jest uzasadnieniem stosowanej w fizyce statystycz-
nej zasady gloszacej, Ze §rednia po czasie jest réwna §redniej po przestrzeni. N. Dun-
ford 1 D. S. Miller uzyskali warunek na przeksztalcenie T slabszy niz zachowanie
miary, ale implikujacy teze indywidualnego twierdzenia ergodycznego. Powstalo
naturalne zagadnienie znalezienia warunku koniecznego 1 dostatecznego. Stanistaw
Hartman sformutowat warunek : istnieje stata K taka, ze dla kazdego m-mierzalnego
zbioru E zachodzi nieréwno$é

n

— 1 '
lim — m(T~*E)< K-m(E).

noo 1 =
Czestaw Ryll-Nardzewski udowodnil nastgpnie, ze dla przeksztatcenn T zachowu-
jacych miare 0 warunek Hartmana jest réwnowazny z teza indywidualnego twier-
dzenia ergodycznego. _

Poza fizyka twierdzenie ergodyczne znajduje rozmaite, czasem nieoczekiwane
zastosowania. W rachunku prawdopodobienistwa daja one prawa wielkich liczb.
A oto zastosowania do teorii ulamkdéw- fancuchowych. Edward Marczewski wpro-
wadzit przeksztalcenie § w przedziale (0, 1) okreslone dla liczb niewymiernych repre-
zentowanych utamkiem faficuchowym

x = ny(x)+1/ns(x)+ ...
wzorem »

0(x) = 1/ny(x) + 1/my(x) + ...

Przeksztalcenie to wprawdzie nie zachowuje miary Lebesgue’a, ale, jak to pokazal
Czestaw Ryll-Nardzewski, zachowuje miar¢ m z nig rownowaing, a okreslona
wzorem

1 dx

log2 1 +x_‘
E

m(E) =

Pozwolito mu to otrzymaé, jako konsekwencje indywidualnego twierdzenia ergo-
dycznego, 7e dla prawie kazdej liczby x z przedziatu (0, 1) kazda liczba naturalna
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p wystepuje w ciagu {m(x)} z czestoscia

1 (r—1)? ‘
log
log2 p(p—2)

oraz

k/E
lim !/ [ [ n{(x) = const.
k—>c0 j=1

Pierwszy wynik uzyskany wczesniej bardzo skomplikowana metoda nalezy do
P. Lévy’ego, a drugi do A. Chinczyna.

Wzrost zainteresowania si¢ teoria prawdopodobienstwa w naszym kraju ttu-
maczy si¢ zaréwno wzrostem znaczenia metod probabilistycznych we wspolczesnej
matematyce 1 w rozlicznych jej zastosowaniach, jak i tym, Zze do problematyki
probabilistyczne] mozna dojs¢ takze od innych dziedzin — teorii miary, teorii
réwnan rézniczkowych, analizy funkcjonalnej, a nawet teorii liczb. Laczenie badani
probalistycznych z innymi badaniami daje zazwyczaj cenne efekty 1 sprzyja rozwi-
janiu badan z pogranicza réznych dziedzin matematyki. Z wielu wynikéw cenio-
nych w $wiecie, a dotyczacych gldwnie teorii procesOw stochastycznych, teorii
catki losowej i teorii rozkltadow granicznych wybratem konstrukcje Ciesielskiego
ruchu Browna.

Botanik Robert Brown zaobserwowal w 1828 r. bezladny ruch czasteczek za-
wieszonych w wodzie. Pierwsze probabilistyczne prawa rzadzace ruchem czasteczki
brownowskiej podal dopiero w 1900 r. L. Bachelier. Zjawiskiem tym zajmowali
si¢ rowniez Marian Smoluchowski i Albert Einstein. W 1923 r. dzigki pracom Nor-
berta Wienera ruch Browna uzyskat rygorystyczny ksztalt matematyczny. Skompli-
kowang konstrukcj¢ Wienera uproscit pdzniej Paul Lévy. Najprostsza jednak kons-
trukcj¢ podal Zbigniew Ciesielski. Oto jej my$l przewodnia: Niech {f, } bedzie
uktadem Haara w przedziale (0, 1), to jest fi=1 i

_ 2%k—2 2%k—1;
1/2'" gdy W <t < '2“,,,_*_—1‘3

(1) = — 2k—1 2k
f‘2m+k1( )ﬂ ____"/2»1 gdy _27:1_< t < _2_;‘::_{’

0 poza tym,

gdziek=1,2,...,2" i m=0,1,... oraz {X,} bedzie ciagiem niezaleznych unor-
mowanych gaussowskich zmiennych losowych. Wzér

o t
W(t) = ZX,, f Fw)du
n=1 (4]
definiuje ruch Browna. Bardzo latwo otrzymuje sig¢ stad podstawowp wlasnoéc

trajektorii ruchu Browna. Ostatnio Zbigniew Ciesielski rozszerzyt te konstrukcy;
na wielowymiarowe ruchy Browna.
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Jednym z naczelnych zadan formutowanych w Instytucie przed dwudziestu
pieciu laty byto przerzucenie mostu mi¢dzy badaniami teoretycznymi a bezposred-
nimi zastosowaniami, wykorzystanie wysokiego potencjatu naukowego matematyki
w stuzbie innych nauk i gospodarki narodowej. Czy zadanie to zostalo wykonane?
Zamiast odpowiedzi przypomn¢ tylko niektére rezultaty: optymalizacja podziatu
inwestycji na budowe drég lesnych, statystyczne metody badania aktywnosci watroby,
statystyczna struktura jezyka polskiego ze wzgledu na systemy stenograficzne,
modelowanie transportu kotowego w glebinowych kopalniach wegla, matematyczne
metody systematyki czaszek cztowicka pierwotnego, matematyczny model niesyme-
trycznego podziatu komdrek nowotworowych Hela, planowanie doswiadczen, sta-
tystyczne metody badania jednorodnosci produktéw bezksztattnych, probabilisty-
czne metody ustalania ojcostwa na podstawie ekspertyzy serologicznej, statystyczne
metody badania zuzywania si¢ banknotdéw, metody porédwnywania prébek lekdow
z wzorcami, badanie stanéw rownowagi w modelach ekonomicznych, metody
porzadkowania indywiduéw i optymalizacja wiercen geologicznych. Taki rozwdj
zastosowan jest zastuga przede wszystkim Hugona Steinhausa, ktéry umial dostrzec
zagadnienia matematyczne w réznych sytuacjach praktycznych i réznych dziedzi-
nach nauki, pozornie bardzo odlegtych od matematyki. Niekiedy zagadnienie prak-
tyezne nie tylko wymaga stosowania subtelnych metod matematycznych, ale stymuluje
ich rozwoj. Przytocze tu jeden przyklad.

Eksploatatoréw zléz geologicznych interesuja metody szacowania na podstawie
wynik6w wiercen prébnych migzszo$ci ztoza lub innych jego parametréw, na przy-
klad zawarto$ci kruszcu. Stefan Zubrzycki uwazat miazszo$¢ y(p) zloza w punkcie
p badanego obszaru D za ciagle izotropowe pole stochastyczne. Wobec tego kowa-
riancja wartosci pola w dwoch punktach p i g zalezy jedynie od odleglodci ||p—gl|
tych punktéw: Cov(y(p), »(g)) = R(llp—ql)). Funkcja R opisujaca statystyczna
strukture pola zwie sie jego funkcja kowariancyjna. Poniewaz w praktyce moie
by¢ ona wyznaczona jedynie w przyblizeniu, naturalne jest wigc dazenie do teorety-
cznego wyodrebnienia klasy dopuszczalnych funkcji kowariancyjnych i poréwnanie
w tej klasie zasadniczych metod pobierania préb, to znaczy losowego, warstwowego
i systematycznego probkowania. J. Hajek i S. Zubrzycki w dwuwymiarowym przy-
padku pokazali, ze klasa unormowanych dopuszczalnych funkcji kowariancyjnych
jest zbiorem wypuklym o ekstremalnych clementach postaci R/(x) = r(tx)
0 <t < ), gdzie

2
) — (arc cos x—xV1—x?) dla 0<x<1,
rHx)y={T

0 dla x> 1.

Na podstawie twierdzenia Kreina-Milmana—-Choqueta otrzymuje si¢ stad catkowsa
reprezentacje dopuszczalnych funkcji kowariancyjnych.

Badajac rézne metody pobierania préb Stefan Zubrzycki udowodnit, ze probko-
wanie losowe jest mniej efektywne od warstwowego i Ze nie da si¢ ogdlnie roz-
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strzygnad, czy lepsze sa proby systematyczne, czy warstwowe, nawet przy dodatko-
wych ograniczeniach postaci funkcji kowariancyjnej i ksztaltu warstw. Zagadnienie
wplywu ksztalty regularnych sieci préb na efektywno$¢ probkowania bylo badane
we wspétpracy z T. Daleniusem i J. Hdjkiem. Aby eliminowa¢ wplyw brzegu obszaru
D na ksztalt optymalnej sieci wiercen, rozwazaja oni cala plaszozyzne i konstruuja
kontrprzyklady pokazujace, Ze nie istnieje sie¢ generalnie najlepsza, bowiem ksztalt
optymalnej sieci zalezy na ogdt od funkcji kowariancyjnej i od ggstosci sieci. Po-
wstalo przy tym przypuszczenie, ze dla pdl z wyktadnicza funkcja kowariancyjna
optymalna siecia wiercen jest sie¢ tréjkatéw réwnobocznych. Bolestaw Kopocifiski
udowodnil, ze sieé ta rzeczywiscie jest lokalnie optymalna ze wzgledu na transfor-
macje afiniczne przy kazdej gestosci sieci oraz jest lokalnie optymalna przy dos-
tatecznie malej gestosci sieci. ,

Mineto pierwsze éwieréwiecze, ktére udowodnito niezbicie trafno$¢ koncepcji
ogdlnokrajowego naukowo-badawczego instytutu matematycznego. Naukowe suk-
cesy -Instytutu Matematycznego Polskiej Akademii Nauk to obok rozwijania dzie-
dzin tradycyjnie u nas uprawianych, §wiadome inicjowanie nowej problematyki
i uzyskiwanie tam rezultatow liczacych si¢ w nauce $wiatowej. Wiemy, Ze wicle
zadan czeka jeszcze na rozwiazanie. W niektérych dziedzinach musimy przy$pieszy¢
kroku, by doj$é do czotéwki lub co najmniej do peletonu matematyki §wiatowe;j.
W tym marszu nasza nadziejg jest utalentowana mtodziez, ktora co roku przychodzi
do Instytutu, podejmujac w nim pracg lub rozpoczynajac studia doktoranckie.
Niemal setka doktorantéw ksztalconych aktualnie w Instytucie to pelna gwarancja
rozwoju nie tylko Instytutu, ale catej matematyki polskiej. Mozemy wiec §miato
zaczynaé drugie ¢wieréwiecze.



