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Stanistaw Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych, Biblioteka Mate-
matyczna tom 46, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1973, str. 231,
cena zt 36.—

Ksiazka zawiera: przedmowe Autora, wstep, 7 rozdzialow, zbidr zadan opracowanych przez
profesorow W. Mlaka i Z. Opiala, wykaz literatury, skorowidz terminéw i spis tresci. Nie zawiera
wykazu symboli.

W krotkiej przedmowie Autor informuje, ze ksiazka jest nieznacznie zmodyfikowanym i uzu-
petlnionym wydaniem skryptu, ktory ukazal sie w 1957 i 1964 r. nakladem Uniwersytetu Jagiellon-
skiego, a tre$é jej to material wykladow, ktoére prowadzit w tym uniwersytecie. Od czytelnika wymaga
znajomosci elementéw teorii mnogosci, topologii oraz rachunku rézniczkowego i calkowego.
Wyktad ma byé prowadzony jednolicie, dla przestrzeni metrycznych, pozostawiajac dociekliwosci
czytelnika mozliwo§é wprowadzenia innej topologii. Zobaczymy jednak, ze autor w wielu przy-
padkach sam wskazuje odpowiednie przestrzenie. Material ma by¢ klasyczny i przedstawiony
zwiezle.

Wstep rozpoczyna okreslenie dzialan i topologii na rozszerzonej prostej liczbowej. Dalej nas-
tepuje szereg twierdzen o kresach, dos¢ ogélna definicja liczby granicznej, pozwalajaca ujaé jedno-
licie zar6wno granice funkgji, jak i granice sum catkowych, oraz granice w punktach niewlasciwych.
Kofczy go przekatniowa metoda wyboru.

Rozdzial 1 zatytulowany ,,Funkcje o wahaniu skoniczonym” zawiera tez najwazniejsze infor-
macje o calce Riemanna-Stieltjesa. Omowiono zwigzek wahania funkcji z prostowalnoscia krzywej,
rozkiad kanoniczny Jordana, dziatania na funkcjach o wahaniu skoficzonym. Istnieniu catki Rie-
manna-Stieltjesa poswiecono wigcej miejsca niz w innych ksiazkach wydanych w jezyku polskim.
Oczywiscie rozdzial zawiera twierdzenia o catkowaniu przez czesci, o zmianie funkcji catkujacej,
o przejsciu do granicy pod znakiem catki wraz z twierdzeniem Helly’ego.

Rozdzial 11 ,,Aproksymacja funkcji ciaglych przez wielomiany” rozpoczyna twierdzenic We-
ierstrassa dowodzone dwukrotnie, naprzéd metoda wielomianéw Tonelliego, a potem Bernsteina.
Szkicowo przestawiono przypadek aproksymacji funkcji klasy C? w przestrzeni R”. Rozdzial kon-
cza twierdzenia Stone’a i1 Stone’a-Weierstrassa, oba sformutowane dla przestrzeni metrycznych
zwartych, z zaznaczeniem, ze dowdd nie wykorzystuje metrycznosci.

Rozdziat IIT ,,Funkcje w przestrzeniach metrycznych” zaczynaja wlasnosci funkcji cigglych
i ciagbw takich funkcji. Migdzy innymi omowiono zwiazki mi¢dzy zbieznoscia jednostajng a zbie-
znofcia ciagla. Paragraf o rodzinach roéwnociaglych konczy twierdzenie Ascoliego. Sg tez w tym
rozdziale elementy tak zwanej opisowej teorii funkcji: funkcje poélciagle, warunki konieczne dla
zbioru punktow nieciaglosci, funkcje pierwszej klasy Baire’a, punktowa nieciaglo§é, twierdzenie
Baire’a charakteryzujace funkcje pierwszej klasy na przestrzeniach zupeknych.

Trzy nastepne rozdzialy poswigcone sa teorii miary i calki. Pierwszy z tej serii: ,,Ciata zbiorow
i funkcje mierzalne” zawiera ogélne twierdzenia o cialach i sigma-cialach generowanych, o ilo-
czynach kartezjatfiskich ciat i o klasach monotonicznych. Klasa zbioréw Borela jest jedynym przy-
kiadem ilustrujacym te pojecia. Po podstawowych twierdzeniach o funkcjach mierzalnych wzgledem
ciata wprowadzono klasyfikacje Baire’a i-wskazano na zwiazki miedzy klasami funkcji a odpowie-
dnimi klasami zbioréw Borela.

Rozdziat V ,,Miara i funkcje mierzalne” rozpoczyna definicja miary. Autor okre§la miare
jako funkcje rzeczywista na ciele przeliczalnie addytywnym, ktora jest 1° nieujemna, 2° znika na
zbiorze pustym, 3° jest przeliczalnie addytywna. Jest to definicja o wezszym zakresie niz podana
w monografii Halmosa, ktéra okresla miary na cialach skoficzenie addytywnych. Takie ogranicze-
nie ma pewne walory dydaktyczne, Okreslono miarg zupelng i podano metode uzupekniania miary
przez dolaczanie do ciala podzbioréw zbioréw miary zero. Poznajemy metode Carathéodory’ego
zawezania miary zewnetrznej do miary zupelnej. Jako przyklad miary zewnetrznej metrycznej
wymieniono miar¢ Hausdorffa. Miare Lebesgue’a w R” okreS§lono rozszerzajac zawarto$é przedziatu
do miary zewnetrznej, a nastg¢pnie zawezajac ja do klasy zbioré6w mierzalnych w sensie Carathéo-
dory’ego. Po réznych warunkach koniecznych i dostatecznych dla mierzalno$ci w sensie Lebesgue’a
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nast¢puja twierdzenia o mierze obrazu przy przeksztalceniach liniowych i niezmienniczo$ci przy
przeksztalceniach ortogonalnych, znajdujemy dowodd Vitaliego istnienia zbioréw niemierzalnych
w sensie Lebesgue’a i informacje o skonczenie addytywnej mierze Banacha w ciele wszystkich
podzbioroéw prostej i plaszczyzny.

Podane w tym rozdziale twierdzenia o funkcjach mierzalnych dotycza przede wszystkim mie-
rzalnosci w sensie Lebesgue’a. Sg to klasyczne twierdzenia Frécheta, Fuzina i Vitaliego. Zbieznos¢
wedlug miary potraktowana jest og6lnie, tak samo, jak twierdzenia Jegorowa i Riesza.

Catke, ktoérej poswiccono rozdzial VI okre$la sie¢ naprzoéd dla funkcji nieujemnej, jako kres
gorny sum catkowych dolnych. Sumy te réznig si¢ od sum Lebesgue’a tym, ze maja nieskoficzenie
wiele skladnikéw. Sa to wiec szeregi nieskonczone. Po okreSleniu calki z funkcji sumowalnej i do-
wodach podstawowych twierdzefi, omOwiono zwiazek miary i catki Lebesgue’a z catka Riemanna.
Teraz dopiero okreslono iloczyn kartezjanski miar. Twierdzenie Fubiniego podano w wersji ogblnej
dla funkcji nieujemnej i dla funkcji sumowalnej, a nastepnie powtérzono dla calki Lebesgue’a.
Dla tej ostatniej bezposredni dowod zamieszczono w jednym z dodatkéw. Rozdzial konczy twierdze-
nie Riesza o ogodlnej postaci funkcjonatu liniowego na przestrzeni funkcji ciaglych.

Najobszerniejszy, bo zajmujacy jedng czwarta tekstu, jest rozdzial ostatni ,,R6zniczkowalnosé”.
Na poczatku jest to roézniczkowalno$é nieujemnej addytywnej funkcji przedziatu. Dowdd, ze jest
ona rozniczkowalna prawie wszedzie, poprzedzono twierdzeniem Vitaliego o pokryciu i twierdzeniem
Lebesgue’a o punktach gestosci. Okre§lono tez ciaglo$¢ aproksymatywna i wykazano, Zze funkcja
mierzalna w sensie Lebesgue’a jest prawie wsze¢dzie aproksymatywnie ciagla. Z wazniejszych pojeé
odnotujmy pojecie punktu Lebesgue’a, a z twierdzen, twierdzenie Rademachera o istnieniu prawie
wszedzie rozniczki funkcji spelniajacej warunek Lipschitza. Rozklady kanoniczne Jordana i Le-
besgue’a podano naprzdd dla funkcji przedziatu, a potem zastosowano do funkcji jednej zmiennej.
Wracamy tu do poruszonej w pierwszym rozdziale sprawy prostowalnosci krzywej. Obecnie mozemy
juz poréwnywac jej dlugosé z wartoscia znanego wzoru catkowego (twierdzenie Tonelliego). O zwia-
zkach miedzy pochodnymi Diniego mowia twierdzenia Denjoy-Younga—-Saksa i Sierpifiskiego-
-Younga, w tym rozdziale tylko sformutowane, a dowodzone szkicowo w ostatnim z dodatkow.
Na nierownos$ciach dla pochodnych Diniego oparto pewne kryteria monotonicznosci.

Uogoblnieniem pochodnej jest s-pochodna oparta na abstrakcyjnej s-zbieznosci. Autor daje
ogblna metode konstrukeji funkcji ciaglej o danym z goéry module ciggtodci, ktéra nie jest nigdzie
s-rozniczkowalna.

Ostatni paragraf po$wiecony jest przeliczalnie addytywnym funkcjom zbioru. Zgodnie z za-
powiedzia z przedmowy, zakres jego jest klasyczny: twierdzenie Hahna o rozkladzie przestrzeni
wyznaczonym przez funkcje, przedstawienie samej funkcji jako roéznicy miar, postaé kanoniczna
funkcjonatu liniowego i ciaglego okreslonego na przestrzeni funkcji ciaglych o zwartych noénikach,
zwiazki migdzy funkcja przedziatu a funkcja zbioru, ze specjalnym omowieniem zwigzkéw miedzy
catka Riemanna-Stieltjesa a catka Lebesgue’a-Stieltjesa. Wyklad konicza twierdzenie Radona—-Ni-
kodyma o catkowej postaci funkcji bezwzglednie ciaglej, rozktad funkcji przeliczalnie addytywnej
na czg$é bezwzglednie ciagla i cze$¢ osobliwg, dowod, Zze pochodna Radona-Nikodyma jest — zgo-
dnie z nazwa — prawie wszedzie pochodng funkcji przedziatu, i twierdzenie o zamianie zmiennej
w calce Lebesgue’a.

72 zadania to przewaznie lematy i twierdzenia przeznaczone do samodzielnego dowodzenia.
Niektore z nich moga stuzy¢ jako éwiczenia z topologii i analizy funkcjonalnej i wskazuja na zwia-
zek tych dyscyplin z teoria funkcji rzeczywistych.

Otrzymali$my ksigzke bogata w tres$é, ze zwieztymi dowodami. Zwiezto§é wyraza si¢ tez bra-
kiem uwag o powiazaniach z innymi dyscyplinami i dygresji tworzacych intuicje. Jezeli ma byé
ona przeznaczona do pierwszej lektury, to wymaga od czytelnika duzej spostrzegawczosci i dobrej
pamieci. Wymaga tez przede wszystkim wprawy w samodzielnym uzupehianiu szkicowo przed-
stawionych dowodoéw, a takze poprawianiu bledow zecerskich. Sa one zaggszczone wlasnie w czg-
$ciach trudniejszych. Dla przyktadu w podstawowym dla pierwszego rozdzialu twierdzeniu o ist-
nieniu calki Riemanna-Stieltjesa, na polowie strony mamy trzy bledy: w wierszu 3 od dotu str. 31

jest M, a ma byé N, w wierszu 1 str. 32 jest —;a zamiast %a, a w 11 tej samej strony umieszczono
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nad znakiem sumy m zamiast ». Zauwazmy, ze blednie uzytym symbolom M i m nadano juz w tym
samym dowodzie inne znaczenie niz znakom N i n, co utrudnia spostrzezenie, ze blad jest zecerski.

Przejdzmy do sprawy interpretacji geometrycznej. Jak moze ona byé pozyteczna, zauwazmy
na przykladzie dwu twierdzen, ktorych dowody naszkicowano w ostatnim dodatku. Twierdzenie
Sierpinskiego-Younga latwo zapamietaé, jezeli zauwazy sie, Ze jest to twierdzenie o przeliczalnosci
zbioru ostrzy wykresu. Dla interpretacji twierdzenia Denjoy-Younga-Saksa przyda'tne jest pojecie
kontyngensow zbioru w punkcie p. Jest to zbior tych wszystkich potprostych o poczatku w punkcie
p, ktore sa granicami pdlprostych o tym samym poczatku, przechodzacych przez inne punkty
zbioru dazace do p. Twierdzenie Denjoy-Younga—Saksa glosi, ze we wszystkich punktach wykresu
funkcji, z wylaczeniem punktow, ktérych odcigte tworza zbior miary zero, kontyngens wykresu
albo pokrywa cala plaszczyzneg, albo jest zawarty w polplaszczyznie, ktora pokrywa, albo sklada
si¢ z dwu polprostych tworzacych styczng do wykresu. Wspdlczynniki kierunkowe polprostych
tworzacych kontyngens to liczby pochodne funkcji. Samo twierdzenie najcze$ciej podaje sie w pos-
taci zwiazkow pomiedzy skrajnymi liczbami pochodnymi, pochodnymi Diniego. Tak tez robili
autorzy twierdzenia, zwracajac jednak uwage na jego treS¢ geometryczna. Autor ksiazki podat
je w takiej postaci: ,,D f = D~ f skonczone prawie wszedzie w zbiorach {D  f > —oo} i {D~f < o0}
(i tak samo dla pary D_f, Dtf)”. Nawet jezeli czytelnik pokona trudnosci skladni tego zapisu
i zrozumie sens twierdzenia, to jak przypuszczam tylko w wyjatkowych wypadkach skojarzy je
z prosta i pigkna intuicja, ktora przy$wiecala autorom twierdzenia.

Wydaje sig, ze Autor — dbajac niewatpliwie o Scisto§¢ sformutowan — mniej troszczy si¢
o ich przystepnos¢ i zrozumialo$é. Stad takie sformutowanie twierdzen, ze nie zawieraja wszystkich
zatozen. Trzeba ich szukaé w tekscie wcze$niejszym. Jest to poprawne, ale moze prowadzi¢ do
przeoczen. O niedbalym formulowaniu twierdzen $wiadczy tez zbedne powtarzanie. Oto w tezie
twierdzenia 3 na str. 127 czytamy, ze funkcia A(4) = [fdu jest miarai dalej: ,Jezeli E = | ) E;

A i

jest suma roztaczna, skonczona lub przeliczalng zbiorow mierzalnych, to

[fdu= > [fdu (EnE =@ dlaij)
E i E;

Mamy tu zbedne powtorzenie warunku przeliczalnej addytywno$ci miary, a w nim samym warunku
roztacznosci zbiorow.

PrzejdZzmy w koncu do sprawy dwu uogoélnien. Pierwszym jest wprowadzone przez Autora
pojecie liczby granicznej. Jest ono dogodne, pozwala jednolicie traktowac zaréwno granice funkcji,
jak i granice wystepujaca w definicji calki. Nie widz¢ jednak celu okre$lenia ogélnej s-rézniczko-
walnodci, gdy jedynym przyktadem s-pochodnej, ktory autor oferuje czytelnikowi,.jest zwykla
pochodna, znana jeszcze ze szkoly éredniej.‘

Recenzowana ksigzka jest druga obok ksigzki R. Sikorskiego dostepna obecnie czytelnikowi
pozycja w jezyku polskim poswigcona funkcjom rzeczywistym. Weszty do niej te czesci teorii, kto-
rych uzyteczno§¢ sprawdzila si¢ w zastosowaniach do innych dzialéw matematyki. Zdaje sie, ze
moze ona znalezé czytelnikéw wilasnie wérod osob uprawiajacych te dzialy, przede wszystkim
rozne dzialy analizy, szukajacych $cistych, pelnych i zwiezle przedstawionych informacji z podsta-
wowego zakresu funkcji rzeczywistych.

Jan Stanislaw Lipinski

Tadeusz Gerstenkorn, Tadeusz. Srédka, Kombinatoryka i rachunek prawdo-

podobienstwa, Panstwowe Wydawmctwo Naukowe, Warszawa 1972, str. 432, cena
zt 48.—

~

Zakres ksiazki obejmuje tres¢ podstawowego wykladu rachunku prawdopodobiefistwa obo-
wiazujgcego studentow matematyki wszystkich kierunkow. Czesé 1 (kombinatoryka) sktada si¢
z dwoch rozdzialow: rozdziat 1 zawiera informacje o wzorze Stirlinga, funkcjach gamma i beta



